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Druck  von  B.  G.  Teubner  in  Dresden. 


Vorrede. 


Über  die  Anlage  dieses  Buches  und  den  Zweck,  welchen 
ich  bei  Abfassung  desselben  im  Auge  hatte,  ist  das  Nötige 
in  den  drei  ersten  Paragraphen  des  ersten  Kapitels  gesagt 
worden. 

Es  bleibt  mir  nur  übrig,  den  Wunsch  auszusprechen, 
dass  diese  Schrift  nicht  nur  seitens  derjenigen  Fachgenossen, 
deren  Untersuchimgen  auf  die  in  derselben  behandelten 
Probleme  Bezug  haben,  einige  Beachtung  finden,  sondern 
dass  dieselbe  auch  Studierenden  eine  Ergänzung  zu  dem  in 
Vorlesungen  über  sphärische  Trigonometrie,  Polyedrometrie, 
die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  und  der  Algebra 
gebotenen  Stoffe  gewähren  und  zu  weiteren  Untersuchimgen 
anregend  sein  möge.  Ich  würde  mich  für  die  auf  dieses 
Buch  verwandte  Mühe  reichlich  belohnt  finden,  wenn  das- 
selbe Veranlassung  bieten  sollte,  dass  dem  in  ihm  behan- 
delten besonderen  Teile  der  Raumgeometrie,  dessen  Pflege 
auch  für  die  Übung  in  der  räumlichen  Anschauung  eine 
nicht  zu  unterschätzende  Bedeutung  haben  dürfte,  auf  den 
Hochschulen  etwas  mehr  Beachtung  geschenkt  würde. 

Universität  Marburg,  im  Mai  1883. 

Edmund  Hess. 
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»Erstes  Kapitel. 
Vorbereitende  Bemerkungen  nnd  Hilfssätze. 


§  1.    Stellung  der  Aufgabe. 

Das  im  Folgenden  zu  behandelnde  Problem  der  Kugel- 
teilung soll  die  Einteilung  einer  Eugelfläche  in  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen 
Polygonen  zum  Gegenstande  haben.  Dieses  Problem  bildet 
selbst  nur  einen  besonderen  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe, 
die  Eugelfläche  in  eine  Anzahl  sphärischer  Figuren  einzu- 
teilen, deren  Grenzlinien  irgend  welche  Kurven  sind  und 
welche  entweder  nur  an  Fläche  gleich^),  oder  kongruent 
oder  symmetrisch -gleich  sind. 

Obgleich  aber  die  angegebene  Beschränkung  nur  einen 
besonderen  Fall  bedingt,  so  ist  dieser  doch  von  der  grössten 
Wichtigkeit  und  gewährt  ein  bedeutendes  Interesse,  einmal 
wegen  der  verhältnissmässig  geringen  Schwierigkeit  der  Auf- 
lösung, dann  aber  wegen  der  mannigfachen  Beziehungen  und 
Anwendungen,  welche  die  Resultate  für  die  verschiedensten 
Disziplinen  der  Mathematik,  wie  Polyedrometrie  einerseits, 
Algebra  und  Funktionentheorie  andererseits  darbieten.  Zu- 
dem ergeben  die  Lösungen  dieser  besonderen  Aufgabe  auch 
mit  Leichtigkeit  für  viele  Fälle  Lösungen  der  allgemeineren 
Aufgabe. 

Wir  können  dem  Probleme  auch  folgende,  etwas  prä- 
zisere Fassung  geben: 

Es  soll  eine  gegebene  Kugelfläche  mit  einem 
Netze  von  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen  Poly- 
gonen (einem  gleichflächigen  Netze)  überzogen,  oder 

1)  Ein  einfaches  Beispiel  für  eine  Einteilung  der  Eugelfläche  in 
flächengleiche  Teile  bietet  diejenige  durch  Parallelkreise,  deren  Ebenen 
den  zu  ihnen  senkrechten  Eugeldurchmesser  in  gleiche  Teile  teilen. 

Hess,   Kngeltcilong.  1 
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es  sollen  alle  Fälle  ermittelt  werden,  in  welchen 
ein  sphärisches  Polygon  nebst  seinen  kongruenten 
oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine  geschlos- 
sene Fläche  bildet,  welche  die  Eugelfläche  ein-  oder 
mehrere  Mal  bedeckt,  unter  sphärischen  Polygonen  sind 
hierbei  immer  solche  zu  verstehen,  deren  Seiten  durch  Haupt- 
kreisbogen gebildet  werden.  Durch  die  Ebenen  dieser  Haupt- 
kreise wird  alsdann  der  durch  die  Eugelfläche  eingeschlossene 
Raum  in  die  entsprechende  Anzahl  von  kongruenten  oder 
symmetrisch -gleichen  Eugelsektoren,  oder  der  ganze  Raum 
in  die  entsprechende  Zahl  von  gleichen  konzentrischen  räum- 
lichen Winkeln  geteilt. 

Die  Lösungen  des  angegebenen  Problems  liefern,  wie 
sich  im  Folgenden  herausstellen  wird,  zugleich  auch  die- 
jenigen der  Aufgabe,  alle  auf  einer  Eugelfläche  mög- 
lichen Punktsysteme  aufzufinden,  welche  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  um  einen  jeden  Punkt  die  übrigen 
in  übereinstimmender  Weise  gruppiert  sind,  Punkt- 
systeme, welche  man  regelmässige  Punktsysteme^) 
nennen  kann  und  durch  deren  Verbindung  mittelst 
Hauptkreise  die  gleicheckigen  sphärischen  Netze 
erhalten  werden. 

§  2.  Terwandte  Untersuchungen. 

Die  beiden  bezeichneten  Aufgaben  sind  bereits  mehrfach 
von  verschiedenen  Autoren  mit  Rücksicht  auf  besondere  An- 
wendungen behandelt  und  gelöst  worden. 

So  hat  Riemann  in  seiner  Abhandlung:  „Über  die 
Fläche   vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener   Begrenzung"^) 


1)  Die  regelmässig  ebenen  Punktsysteme  von  unbegrenzter  Aus- 
dehnung, sowie  die  regelmässigen  allseitig  unendlichen  Punkt- 
systeme hat  Herr  L.  Sohncke  in  verschiedenen  Schriften  behandelt, 
Borch.  Joum.  Bd.  77  p.  47  — 101.  Die  unbegrenzten  regelmässigen 
Punktsysteme  u.  s.  w.,  Karlsruhe,  Braun  1876.  Entwickelung  einer 
Theorie  der  Krystallstruktur,  Leipzig,  B.  G.  Teubner  1879. 

2)  Abhandl.  der  k.  Gesellsch.  d.  Wissensch.  zu  Göttingen  13.  Bd., 
vergl.  auch  die  Bearbeitung  von  K.   Hattendorff,   Göttingen  1867. 
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und  ebenso  H.  Schwarz  in  verschiedenen  Abhandlungen^) 
eine  Anzahl  der  möglichen  Lösungen  jener  Aufgabe  behandelt, 
indem  die  Bestimmung  jener  Minimalflächen  leicht  gelingt, 
wenn  die  Abbildung  derselben  auf  die  Kugelfläche  und  ihre 
symmetrischen  und  kongruenten  Fortsetzungen  eine  geschlos- 
sene Fläche  bilden,  welche  die  Eugelfläche  einfach  oder  mehr- 
fach bedeckt.  Femer  hat  H.  Schwarz  im  Anschluss  an 
seine  Untersuchungen  über  die  konforme  Abbildung  der  Ober- 
fläche eines  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Polyeders  auf  die 
Oberfläche  einer  Kugel  in  einer  Abhandlung  „über  gewisse 
Fälle  der  hypergeometrischen  Reihe*)"  die  wesentlichen  Fälle, 
in  welchen  ein  sphärisches  Dreieck  zu  eiuer  endlichen  Anzahl 
von  symmetrischen  oder  kongruenten  Wiederholungen  führt, 
in  einer  Tabelle^)  zusammengestellt. 

Weiterhin  haben  die  in  den  letzten  Jahren  erschienenen 
Arbeiten  von  F.  Klein*)  und  die  mit  denselben  in  naher 
Beziehung  stehenden  von  Wedekind^"),  Gordan^,  Brios- 
ehi^,  Puchta®),  W.  Dyck^)  u.  a.  unter  Benutzung  der 
geometrischen  Darstellung  binärer  Formen  höchst  interessante 
und  überraschende  Beziehungen  jener  beiden  Probleme  zu 
gewissen  Aufgaben  der  Algebra  und  der  Funktionentheorie  zu 
Tage  gebracht  1"). 

1)  Monatsber.  der  Berl.  Akademie  1866  p.  150  und  1870  p.  767; 
Verhandlungen  der  Berlin.  Akadem.  1872  p.  3— 27;  Borchardta  Journal 
Bd.  70  p.  106  —  121  und  p.  121  —  137. 

2)  Borchardta  Joum.  Bd.  75  p.  292  ff.;  vergl.  auch  Am  st  ein, 
Dißsert.,  Zürich  1872. 

3)  L.  c.  S.  323;  vergl.  auch  eine  Bemerkung  von  Steiner,  Ge- 
sammelte Werke  Band  II  p.  306  Anm. 

4)  Mathem.  Annalen  Bd.  IX  p.  186 ff.,  Bd.  XI  p.  116 ff.,  Bd.  XII 
p.  167ff.  und  p.  603ff.,  Bd.  XIV  p.  lUff.  und  p.  428 ff. 

6)  Mathem.  Annalen  Bd.  IX  p.  209  ff. 

6)  Ibid.  Bd.  XII  p.  23 ff.  und  p.  147  ff. 

7)  Ibid.  p.  401  ff. 

8)  Das  Oktaeder  und  die  Gleichung  vierten  Grades,  Wien  1879. 

9)  Dissert.,  München  1879,  und  Math.  Ann.  Bd.  XVII  p.  473. 
10^  Über   diese  allgemeinen  „gruppentheoretischen"   Unter- 
suchungen   vergl.   man    W.  Dyck,    Mathem.  Ann.   Bd.  XX  p.   1—44 
neb^t  den  dort  aufgeführten  Litteraturan gaben. 
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Die  Bestimmung  der  regelmässigen  Punktsysteme  von 
unbegrenzter  Ausdehnung  ist  als  Lösung  eines  Problems  der 
Kinematik  zuerst  von  C.  Jordan^)  gegeben  worden,  an 
dessen  Arbeit  sich  die  bereits  erwähnte  von  Sohncke  unter 
spezieller  Berücksichtigung  der  Anwendung  auf  die  Theorie 
der  Krystallstruktur  anschliesst.  Die  bei  unseren  Betrach- 
tungen auftretenden,  auf  einer  Kugelfläche  gelegenen  regel- 
mässigen Punktsysteme  bilden  den  besonderen  Fall  jener 
allgemeineren  Systeme,  bei  welchem  sich  die  von  Sohncke 
sog.  Deckbewegungen,  welche  im  allgemeinen  Schrau- 
bungen sind,  durch  Wegfall  der  Schiebungen  auf  Drehungen 
(Rotationen)  reducieren.  Aus  diesen  regelmässigen  Punkt- 
systemen auf  der  Kugel  und  den  durch  sie  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzen  lassen  sich  umgekehrt  die  gleichflächigen 
Netze,  welche  bei  unserer  Untersuchung  in  den  Vordergrund 
gestellt  werden,  herleiten. 

Als  die  einfachste  und  nächstliegende  Anwendung  der 
die  Kugelfläche  bedeckenden  gleichflächigen  und  gleicheckigen 
Netze  dQrfte  wohl  die  Konstruktion  der  gleichflächigen  und 
der  gleicheckigen,  speziell  der  regulären  imd  der  Archi- 
medeischen  Polyeder  zu  betrachten  sein.  Diese  Bezie- 
hungen sind  bereits  von  Legendre^),  Meier-Hirsch^),  Ga- 
talan**),  Jordan^),  Sohncke^)  u.  a.  untersucht,  meines 
Wissens  aber  nach  dieser  Seite  hin  nirgends  vollständig 
verfolgt  und  entwickelt  worden.  Ich  selbst  habe  im  An- 
schluss    an    die  Arbeiten    von   Hessel^   die  gleichflächigen 


1)  Memoire    sur   les   groupes   de  mouvements,  Annali  di  mate- 
matica   S.  II  T.  II  p.  167  —  215  und  322  —  345. 

2)  Geometrie. 

3)  Sammlung  geometr.  Aufgaben  II  p.  65 fF.  und  p.  127 ff.;  vergl. 
auch  Baltzer,  Elemente,  Stereometrie  §  7. 

4)  Memoire    sur   la   th^orie    des    polyedres,    Journal    de   Tecole 
poljii.  T.  XXIV  p.  1-71. 

6)  Borcbardts  Joum.  Bd.  66.  p.  22  ff. 

6)  Grunerts  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.   XLVII  p.  39  —  45. 

7)  Gehlers    physik.  Lexikon,   Artikel:    Krj'stall;    und    übersieht 
der  gleicheckigen  Polyeder  u.  s.  w.,  Marburg  1871. 
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und  die  gleicheckigeu  Polyeder  zuerst  als  die  allgemeineren 
Fälle  der  sog.  Archimedeischen  Polyeder  behandelt  und 
insbesondere  in  verschiedenen  Mitteilungen^)  und  Schriften-) 
Studien  über  die  gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Po- 
lyeder höherer  Art  und  im  Zusammenhange  hiermit  ver- 
schiedene, teilweise  neue  Lösungen  jenes  Problems  der  Kugel- 
teilung bekannt  gemacht. 

§  3.  Übersicht  über  die  nachfolgeudeu  Betrachtungen. 

Unter  diesen  Umständen  dürfte  der  in  dem  Nachfolgenden 
unternommene  Versuch,  die  die  Kugelfläche  bedeckenden 
gleichflächigen  und  gleicheckigen  Netze  systematisch  abzu- 
leiten und  ihre  wichtigsten  Eigenschaften  und  Anwendun- 
gen zu  entwickeln,  nicht  ganz  ungerechtfertigt  erscheinen. 
Von  den  Anwendungen  sind  vorzugsweise  und  fast  aus- 
schliesslich diejenigen  auf  die  Theorie  der  gleichflächigen  und 
der  gleicheckigen  Polyeder  bezüglichen  behandelt,  während 
die  an  und  für  sich  so  sehr  interessanten  algebraischen  und 
funktionentheoretischen  Beziehungen  —  dem  Zwecke  der 
Schrift  entsprechend  —  nur  kurz  berührt  worden  sind. 

Die  nachfolgenden  Angaben  mögen  über  den  Plan  und 
den  Inhalt  der  Schrift  eine  Orientierung  gewähren. 

In  den  ersten  Kapiteln  wird  die  Bestimmung  der  ein- 
fachen (die  Kugelfläche  einmal  bedeckenden)  gleichflächigen 
und  der  diesen  zugeordneten  oder  speziell  konjugierten  gleich- 
eckigen Netze  ausgeführt.  Zunächst  ergeben  sich  die  regu- 
lären Netze,  sodann  der  Reihe  nach  diejenigen  gleichflächi- 
gen Netze,  welche  durch  sphärische  Dreiecke,  Vierecke  und 


1)  Sitzungsberichte  der  Gesellsch.  z.  Beförderung  der  gesamten 
Naturwissensch.  zu  Marburg  1872  p.  81  —  92;  1875  p.  1  —  20;  1877 
p.  1  —  13;  1878  p.  16  —  23;  1879  p.  1-20;  1880  p.  56  —  68;  1882 
p.  9  — 12.  Vergl.  auch  Tageblatt  der  Naturforscherversammlung  zu 
Cassel  1878  p.  38. 

2)  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Pokeder, 
Cassel  1876,  Th.  Kay.  über  vier  Archimedeische  Polyeder  höherer  Art, 
Cassel  1878,  Th.  Kav. 
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Fünfecke  gebildet  sind.  Jedem  solchen  gleichflächigen  Netze 
ist  ein  gleicheckiges  Netz  oder  eine  Vielheit  von  gleich- 
eckigen Netzen  zugeordnet,  deren  Eckpunkte  homologe 
Punkte  der  Flächen  des  ersteren  Netzes  sind.  Hierbei  bietet 
sich  das  Vorhandensein  gewisser  Symmetrieaxen  und  Sym- 
metrieebenen als  ein  für  die  BeschaflFenheit  der  Netze  charak- 
teristisches Merkmal  dar. 

Den  gleicheckigen  Netzen  sind  die  gleicheckigen  Polyeder 
ein-,  die  gleichflächigen  Polyeder  umgeschrieben,  während 
den  gleichflächigen  Netzen  entweder  überhaupt  keine  oder 
nur  besondere  Varietäten  von  gleichflächigen  Polyedern  ein-, 
von  gleicheckigen  Polyedern  umgeschrieben  werden  können. 
So  ergeben  sich  bei  der  Herleitung  jener  Netze  sofort  die 
gleicheckigen  und  die  gleichflächigen  Polyeder  erster  Art, 
von  welchen  die  Archimedeischen  und  Platonischen  Polyeder 
besondere  Fälle  darstellen.  Die  sphärischen  Netze  selbst 
werden  passend  nach  diesen  zugehörigen  Polyedern  benannt. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  der  hierbei  hervortre- 
tende und  bisher  noch  wenig  beachtete  Unterschied  zwischen 
festen  und  veränderlichen  (oder  beweglichen)  gleich- 
flächigen Netzen,  welcher  einen  entsprechenden  Unterschied 
für  die  diesen  Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze 
bedingt. 

Es  folgt  sodann  die  Anordnung  der  abgeleiteten  Netze 
und  der  zugehörigen  Polyeder  in  bestinlTnte  Hauptgruppen, 
aus  welcher  weitere  Beziehungen  resultieren.  Als  eine  nicht 
uninteressante  Anwendung  dieser  Betrachtungen  ist  hier  auch 
kurz  die  Theorie  gewisser  räumlicher  Winkelspiegel  (der  Po- 
lyeder-Kaleidoskope) behandelt  worden. 

In  den  folgenden  Kapiteln  ist  die  analytische  Darstellung 
der  abgeleiteten  Netze  und  Polyeder  unter  Benutzung  der 
Hilfsmittel  der  analytischen  Geometrie  durchgeführt  worden. 
An  diese  reiht  sich  passend  die  Darstellung  durch  gewisse 
binäre  Formen  an,  wobei  sich  Gelegenheit  bietet,  die  oben 
erwähnte  Bedeutung  jener  Gebilde  für  gewisse  Probleme  der 
Algebra  und  der  Funktionentheorie  kurz  zu  erörtern.  End- 
lich wird  hier  auch  Veranlassung  genommen,  mehrfache  Er- 
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weiterangen  der  bisherigen  Betrachtiingen  zu  berücksichtigen; 
hierbei  kommen  insbesondere  die  sog.  Steinersche  Verwandt- 
schaft, die  Eigenschaften  eines  vollständigen  regulären  Vier- 
seits  und  Vierecks,  sowie  diejenigen  eines  sog.  zehnfach 
Brianchonschen  Sechsecks  zur  Anwendung. 

Das  letzte  Kapitel  ist  der  Behandlung  der  Aufgabe  ge- 
widmet, die  die  Kugel  mehrfach  bedeckenden  gleich- 
flächigen und  gleicheckigen  Netze  herzuleiten.  Diese  Netze 
resultieren  aus  den  früher  behandelten  Netzen;  doch  habe 
ich  mich  wegen  der  grossen  Zahl  der  möglichen  Lösungen 
darauf  beschränkt,  einmal  die  wichtigsten  Methoden  der 
Herleitung  zu  entwickeln,  und  sodann  dieselben  hauptsächlich 
auf  die  Bestimmung  der  festen  gleichflächigen  und  der 
entsprechenden  gleicheckigen  Netze  höherer  Art  anzuwenden. 
Die  Bestimmung  der  veränderlichen  derartigen  Netze,  welche 
als  ein  noch  nicht  vollständig  gelöstes  Problem  bezeichnet 
werden  muss,  ist  nur  für  einige  Fälle  angedeutet  worden; 
ebenso  sind  die  sog.  diskontinuierlichen  Netze  imd  diejenigen 
mit  nicht  konvexen  Grenzflächen  in  der  Regel  von  der  Be- 
trachtung ausgeschlossen  worden. 

Die  erwähnten  festen  Netze  höherer  Art,  welche  auch 
in  analytischer  Beziehung  viele  interessante  Eigenschaften 
darbieten,  ergeben  mit  Leichtigkeit  die  zugehörigen  gleich- 
eckigen und  gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art,  so  z.  B.  die 
bekannten  Kepler- Poinsotschen,  die  Archimedeischen 
Polyeder  höherer  Art  und  eine  Reihe  von  Polyedern,  welche 
von  mir  zuerst  abgeleitet  worden  sind. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  zu  der  Herleitung  der 
sphärischen  Netze  und  der  zugehörigen  Polyeder  angewendete 
Methode  mehrfach  in  naher  Beziehung  zu  der  von  J.  G.  Grass- 
mann^),  WhewelP),  Miller^)  u.  a.  benutzten  steht,  welche 
jene  Forscher  ausschliesslich  für  krystallographische  Zwecke 
verwertet  haben,   ähnlich   wie   dies  in  den    oben   erwähnten 

1)  Zur  physischen  Krystallonomie  und  geometrischen  Kombina- 
tionslehre 1829. 

2)  Philosophical  Transactions  1825  p.  87. 

3)  A  treatise  on  crystallographie  1839. 
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Arbeiten  von  Sohncke,  Hessel,  Bravais^)  u.  a.  ge- 
schehen ist.  Auf  diese  krystallographischen  Anwendungen 
ist  in  den  folgenden  Untersuchungen,  für  welche  ausschliess- 
lich der  rein  mathematische  Gesichtspunkt  massgebend  war, 
keine  besondere  Rücksicht  genommen  worden,  wiewohl  viel- 
fach die  analytischen  Entwickelungen  auch  für  den  Krystallo- 
graphen  nicht  ohne  Interesse  sein  dürften.  Dagegen  hat 
dem  Zwecke  dieser  Schrift  entsprechend  zumal  in  den  letzten 
Kapiteln  das  ikosaedrische  System,  welches  für  die  Krystallo- 
graphie  nicht  in  Betracht  kommt,  eine  ausgedehnte  Berück- 
sichtigung gefunden. 


§  4.   Über  reguläre  sphärische  Polygone. 

Da  bei  den  herzuleitenden  Netzen  vorzugsweise  reguläre 
und  halbreguläre  Polygone  als  Grenzflächen  auftreten  werden, 
so  sollen  die  wichtigsten  Eigenschafben  dieser  Figuren  im 
Folgenden  kurz  aufgeführt  werden. 

1.  Ein  reguläres  sphärisches  n-Eck,  d.  h.  ein  sowohl 
gleichkantiges ^),  als  gleicheckiges  Polygon,  wird  erhalten, 
wenn  man  die  aufeinanderfolgenden  Teilpunkte  eines  in 
n  gleiche  Teile  geteilten  kleinen  Kugelkreises  durch  Haupt- 
kreisbogen verbindet. 

Wir  setzen  hierbei  immer  die  gleichen  Kanten  a  (d.  h, 
die  Zentriwinkel  der  Bogen)  und  die  gleichen  Innenwinkel  A 
als  zwischen  0^  und  180^  liegend  voraus,  betrachten  also  nur 
sog.  gemeine  sphärische  Polygone.  (Ersetzt  man  bei  einem 
gemeinen  sphärischen  Polygone  entweder  alle  Kanten  oder 
alle  Innenwinkel  oder  beide  zugleich  durch  ihre  Ergänzungen 
zu  360^,  so  erhält  man  bei  derselben  Reihenfolge  der  Verbin- 
dung noch  drei  Polygone  mit  beziehungsweise  überstumpfen 
Kanten  und  Innenwinkeln.) 

1)  Journal  de  l'ecole  polyt.  T.  XTX  p.  1  —  128. 

2)  Wir  werden  nach  dem  Vorgange  von  Möbius,  der  die  eine 
geradlinige  Figur  begrenzenden  Linien  Kanten  nennt,  auch  die  ein 
sphärisches  Vigleck  begrenzenden  Hauptkreisbogen  als  (sphärische) 
Kanten  bezeichnen. 
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2.  Die  n  vom  Mittelpunkte  des  regulären  Polygons  nach 

dessen  Eckpunkten  gehenden  Radien  stelleu  ein  System  von 

360^ 

n  unter  Winkeln  von  gegeneinander  geneigten  Haupt - 

fi 

fa albkreisen  dar,  ebenso  die   n  vom  Mittelpunkte  nach  den 

Mitten    der    Kanten    gehenden    Radien    des    konzentrischen, 

dem  Polygone  eingeschriebenen  Kreises  ein  zv^eites  derartiges 

System,   welches   aus   dem   ersten   durch  eine  Drehung  von 

180^ 

um  den  Kugelradius  des  Mittelpunkts  als  Axe  erhalten 

wird.  Ist  n  — 2i/  eine  gerade  Zahl,  so  fallen  je  zwei  nach 
gegenüberliegenden  Eckpunkten  gezogene  Radien,  und  eben- 
so je  zwei  nach  gegenüberliegenden  Kantenmitten  gehende 
Radien  in  einen  Hauptkreis  zusammen,  welcher  das  Polygon 
in  zwei  symmetrische  Hälften  teilt  (dessen  Ebene  eine 
Symmetrieebene  für  das  Polygon  ist).  Ist  n  eine  unge- 
rade Zahl,  so  fallen  in  jedem  der  m  Symmetriehauptkreise 
je  ein  Eckradius  und  der  nach  der  gegenüberliegenden  Kanten- 
mitte gehende  Radius  zusammen.  Diese  w  Symmetriehaupt- 
kreise zerteilen  in  beiden  Fällen  das  reguläre  n-Eck  in  2n 
rechtwinklige  sphärische  Dreiecke,  von  denen  je  zwei  be- 
nachbarte, welche  längs  eines  Eck-  oder  eines  Kantenradius 
aneinander  stossen,  in  Beziehung  auf  diesen  symmetrisch  sind. 
Im  ersteren  Falle  (n  gerade)  ist  die  Gegenfigur  zu 
der  Figur  des  regulären  n-Ecks  symmetrisch  in  Beziehung 
auf  den  Äquator  des  Mittelpunktes,  im  zweiten  Falle  (n  un- 
gerade) ist  die  Ebene  dieses  Äquators  keine  Symmetrie- 
ebene für  Figur  und  Gegenfigur;  die  Symmetrie  würde  erst 
stattfinden,  wenn  die  Figur  (oder  die  Gegenfigur)  um  den 
nach  dem   Mittelpunkte   des   n-Ecks   gehenden   Kugelradius 

JgQO 

eine  Drehung  von  erführe. 

3.  Bedeutet  a  die  Kante,  A  den  Innenwinkel,  R  den 
Radius  des  um-,  Pden  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises, 
I^  den  Exzess,   aus  welchem  sich  durch  Multiplikation   mit 

iQÄü  ^®^  Flächeninhalt  des  n-Ecks  ergiebt,  wo  r  den  Kiigel- 
radius  bezeichnet,  so  bestehen  folgende  Relationen: 
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cos4  a. sin -i- A  =  cos : 

^^^^tangR-^^^;   cosR^cotg^-^- .cotg \A; 

JgQO 

tmig  F^tang  \A.sin\  a*^  sinP=cotg .tang^a] 

F^nA-(ti-2)  180«. 

4.  Die  Polarfigur  eines  regulären  w-Ecks,  für  welche 
die  begrenzenden  Hauptkreise  die  Äquatoren  zu  den  Eck- 
punkten dieses  und  deren  Eckpunkte  die  Pole  zu  den  be- 
grenzenden Hauptkreisen  dieses  als  Äquatoren  sind,  ist  ein 
zu  diesem  konzentrisches  reguläres  w-Eck.  Werden  die  ana- 
logen Grössen  der  Polarfigur  durch  accentuierte  Buchstaben 
bezeichnet,  so  gelten  die  einfachen  Beziehungen: 

.   l«(^>-f^  =  180«,    a-}-^<i)=180«,    P^'^+R^90\ 
^^  \P+B'^'^90\    i;<^)--360«-na. 

5.  Der  oben  angegebenen  Konstruktion^  nach  welcher  man 
vom  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  von  n  unter  gleichen 

(360«\ 
= j  gegeneinander  geneigten  Haupthalbkreisen 

aus  auf  diesen  denselben  Bogen  (^R)  abschneidet  und  die 
so  erhaltenen  aufeinanderfolgenden  Punkte  durch  Hauptkreis- 
bogen verbindet,  entspricht  polar  die  folgende:  Durch  n 
die  Peripherie  eines  Hauptkreises,  welcher  der  Äquator  des 
Mittelpunktes  jenes  regulären  n-Ecks  ist,  in  gleiche  Teile 
teilende  Punkte  lege  man  Hauptkreise  unter  gleichen 
Winkeln  (=  jR);  diese  Hauptkreise  stehen  normal  zu  den 
Eckradien  des  ursprünglichen  n-Ecks.  Man  bestimme  so- 
dann die  Schnittpunkte  je  zweier  aufeinEinderfolgenden  dieser 
Hauptkreise,  so  sind  dieselben  die  Eckpunkte  eines  regu- 
lären n-Ecks,  dessen  Kanten  einen  Parallelkreis  vom  Radius 
p(i)==90^-ü  berühren. 

6.  Ein  reguläres  sphärisches  n-Eck  der  g^^  Art  (stern- 
förmiges reguläres  n-Eck)  wird  erhalten,  wenn  man  bei 
der  ersten  Konstruktion  jeden  Punkt  mit  dem  q  +  1^°  darauf 
folgenden  verbindet,  bei  der  zweiten  Konstruktion  jeden  Haupt- 
kreis mit  dem  q+  1*®°  darauf  folgenden  zum  Schnitte  bringt. 


§  4.  über  balbreguläre  epbärische  Polygone.  H 

z=  n 2  -   n 1 

Die  Zahl  q  muss  prirn  zu  n  und  <  für  gerade,  < 

für  ungerade  n  sein;  ist  q  nicht  prim  zu  n,  so  werden  Systeme 
Ton  sich  regelmässig  kreuzenden  regulären  n'-  Ecken  (n'  <  ;?) 
niederer  Art,  als  q  erhalten. 

Für  ein  reguläres  sphärisches  M-Eck  der  q^^  Art  gelten 

die  Relationen: 

(  180^ 

cos^ttg .  sin-^Aq  ^  cosq.  i^_ 

1  y)  I  n 

1  jE;^^«.^,  ~(n-22)180«. 


§  5.  Über  halbreguläre  sphärische  Polygone. 

Unter  halbregulären  sphärischen  Polygonen  verstehen 
wir  solche,' welche  entweder  nur  gleicheckig  oder  nur 
gleichkantig  sind^).  Ein  gleicheckiges  Polygon  hat 
gleiche  Innenwinkel  und  abwechselnd  gleiche  Kanten;  seine 
Eckpunkte  liegen  auf  einem  kleinen  Kugelkreise.  Ein  gleich- 
k antiges  Polygon  hat  gleiche  Kanten  und  abwechselnd 
gleiche  Innenwinkel;  seine  Kanten  berühren  einen  kleinen 
Kugelkreis,  Von  den  beiden  Figuren  ist  die  eine  die  Polar- 
figur der  andern. 

1,  Ein  gleicheckiges  Polygon  (erster  Art)  wird  er- 
halten, wenn  man  von  dem  gemeinschaftlichen  Schnittpunkte 

= \ 

gegeneinander   geneigten  Haupthalbkreisen ,  wobei  das  eine 

System  aus  dem  andern  durch  eine  Drehung   von  x  . 

n 

(0<x<l)  um  den  Radius  des  Schnittpunktes  entsteht,  auf 
den  sämtlichen  Haupthalbkreisen  gleiche  Bogen  (»i2)  ab- 
schneidet und  die  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkte  durch 
Hauptkreisbogen  verbindet.  Die  sämtlichen  2  n  Innenwinkel 
der  erhaltenen  Figur  sind  gleich  (=-4),  dagegen  die  Kanten 
abwechselnd  gleich,  wobei  die  n  Kanten  von  der  einen  Be- 
schaffenheit (=ai)  von  einem  Kreise  vom  Radius  Pj,  die  n 

1)  Vergl.  hierüber  des  Verfassers  Schrift:  „ über  gleicheckige  und 
gleichkantige  Polygone",  Cassel  1874,  Th.  Kay. 
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anderen  Kanten  (==«j)  von  einem  Kreise  vom  Radius  P^  in 
ihren  Mittelpunkten  beröhrt  werden;  beide  Kreise  sind  mit 
dem  dem  2n-Eck  umgeschriebenen  konzentrisch. 

Jeder  die  Mittelpunkte  zweier  gegenüberliegender  Kanten 
verbindende  und  auf  diesen  senkrecht  stehende  Hauptkreis 
(für  gerade  n  sind  je  zwei  gegenüberliegende  Kanten  gleich, 
für  ungerade  n  dagegen  verschieden)  teilt  die  Figur  in  zwei 
symmetrische  Hälften;  jede  Ecke  des  2w-Ecks,  deren  Winkel 
durch  den  zugehörigen  Eckradius  in  zwei  von  einander  ver- 
schiedene Winkel  -4(,)  und  -^(2)  zerlegt  wird,  ist  daher  der 
zunächst  benachbarten  nur  symmetrisch   gleich. 

Wir  bezeichnen  daher  dies  Vieleck  als  ein  gl  ei  ch- 
eckiges (n-f  n)-kantiges  2.w-Eck,  wobei  —  wie  auch 
in  der  Folge  —  der  zwischen  die  Zahlen  2  und  n  gesetzte 
Punkt  die  2  n  Ecken  als  aus  zwei  Gruppen  von  je  n  rechten 
und  je  n  linken  Ecken  bestehend  kennzeichnen  soll. 

Dasselbe  lässt  sich  auch  einfach  als  eine  Kombination 
zweier  konzentrischer  regulärer  w-Ecke  erhalten,  bei  welchen 
die  Kanten  des  einen  die  Ecken  des  andern  gleichmässig 
und  gerade  abstumpfen. 

2.  Der  unter  1)  zuerst  angegebenen  Konstruktion  ent- 
spricht polar  die  folgende  eines  gleichkantigen  Polygons: 
Durch  jeden  Punkt  zweier  Systeme  von  je  n  Punkten,*  welche 
die   Peripherie  eines   Hauptkreises  in  n  gleiche  Teile  teilen 

und  von  denen  das  eine   aus   dem  andern   durch  eine  Dre- 

360^ 
hung  von  x (0<x<l)  um  die  im  Mittelpunkte  dieses 

Hauptkreises  errichtete  Normale  erhalten  wird,  lege  man 
einen  Hauptkreis  unter  demselben  Winkel  (=-R),  also  senk- 
recht zu  je  einem  Eckradius  des  gleicheckigen  Polygons. 
Die  aufeinanderfolgenden  Schnittpunkte  je  zweier  so  kon- 
struierten Hauptkreise  bilden  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
kantigen Polygons  mit  abwechselnd  gleichen  Ecken.  Die 
sämtlichen  gleichen  Kanten  berühren  einen  Kreis  vom  Radius 
p(J)=900-_  ß^    so    dass    der    Berührungspunkt    jede    Kante 

a^*)«  180^-^  in  zwei  ungleiche  Stücke  a[}j  =  90^- J(i)  und 

ag]=.90«-^(.)  teilt. 
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Die  n  Eckpunkte,  für  welche  die  Innenwinkel  gleich 
-4i^^— 180®  — «1  sind,  liegen  auf  einem  Kreise  vom  Radius 
7i^/^  =  90°  — Pj;  ebenso  die  n  Eckpunkte,  für  welche  die 
Innenwinkel  gleich  -4^^^«=  180®  —  a^  sind,  auf  einem  zu  dem 
ersteren  und  dem  eingeschriebenen  Kreise  konzentrischen 
Kreise  vom  Radius  li^^^dO^-P^. 

Jeder  zwei  gegenüberliegende  Eckpunkte  (welche  für 
gerade  n  auf  demselben  Kreise,  für  ungerade  n  auf  ver- 
schiedenen Kreisen  liegen)  verbindende  Hauptkreis  teilt  die 
Figur  in  zwei  symmetrische  Hälften;  je  zwei  benachbarte 
Kanten  sind  daher  als  Teile  dieser  Figur  rücksichtlich  der 
beiden  Teilstrecken  einer  jeden  Kante  -und  der  beiden  der- 
selben anliegenden  Winkel  als  symmetrisch  gleich  zu 
betrachten. 

Man  kann  ein  solches  Vieleck  als  ein  gleichkantiges 
(«-f  n)-eckiges  2.n-Kant  bezeichnen.  Dasselbe  lässt  sich 
auch  als  eine  solche  Kombination  zweier  konzentrischen 
regulären  n-Ecke  erhalten,  bei  welcher  die  Eckpunkte  des 
einen  auf  den  gleichmässig  verlängerten,  nach  den  Kanten- 
mitten des  andern  gehenden  Radien  liegen. 

3.  Unter  Anwendung  der  unter  1)  und  2)  eingeführten 
Bezeichnungen  leitet  man  leicht  für  die  betrachteten  Polygone 
folgende  Relationen  ab: 

180® 

sin  "7  «1  *=  cos  -J  -4^/^=  sin  li .  sin  x ; 

it 

180® 
cotg  J(i)  «=  fang  «||^^  «=  cos  H  .  fang  x ; 

sin  "l-  «2  =  cos  l  A\p  =  sin  R  .  sin  (1  —  x) 


2) 


«    ' 


cotff  Ali)  —  tanga^f^  =  cosE  .  tang  (1  —  x) ; 

COS  \  «1 .  sin  A(i)  =  sin  -\  A^^^ .  cos  a J{| 
=  cotg  R .  tang  P^  -=  fangP.  cotg  2?^/^; 

cos-^a^ .  sin  ^(2)  —  sin  -\  A^^"* .  cos  «Igj 
=  totg  R .  taug  Pg « tnng  P .  cotg  JB[Jj. 


180® 
cos  X  .  lliL 


cos  (1  —  x) 


n 

180® 


n 
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Für  «  —  -j  resultieren  die  Formeln  für  ein  reguläres 
2w-Eck,  Für  iZ  — 45^  sind  das  gleicheckige  und  das  polare 
gleichkantige  Polygon  demselben  Kreise  bezw.  ein-  und  um- 
geschrieben. 

Auch  gilt  für  die  gleicheckigen  und  die  gleichkautigen 
Polygone  ebenso  wie  für  die  regulären  die  Beziehung,  dass 
für  gerade  n  die  Gegen figur  zu  der  Figur  symmetrisch 
in  Beziehung  auf  den  Äquator  des  Mittelpunktes  liegt,  dass 
aber  für  ungerade  n  diese  Symmetrie  nicht  stattfindet, 
sondern  erst  eintritt,  wenn  die  Figur  (oder  die  Gegenfigur) 
um  den  nach  dem  Mittelpunkte  derselben  gehenden  Radius 

JgQO 

als  Axe  um  einen  Winkel  von gedreht  wird. 

4.  Aus  der  oben  angegebenen  Eigenschaft  jedes  halb- 
regelmässigen  Polygons,  n  durch  den  Mittelpunkt  desselben 
gehende  Symmetriehauptkreise  zu  besitzen,  ergiebt  sich  noch 
eine  Entstehung  solcher  Figuren,  welche  mit  Rücksicht  auf 
später  folgende   Anwendungen*)   kurz   erwähnt   werden  soll. 

Wenn  man  innerhalb  eines  der  2n  sphärischen  Winkel, 

welche    durch    die    Symmetriehauptkreise    eines    regulären 

sphärischen  w-Ecks  gebildet  sind  (vergl.  §  4,  2),  irgend  einen 

Punkt   auf  der   Kugelfläche   annimmt   und   die   Ebenen   der 

beiden  einschliessenden  Hauptkreise  auf  ihren  Innenseiten  als 

spiegelnd  voraussetzt,  so  stellen  die  durch  die  vereinte  Wirkung 

dieser  beiden  Spiegel  entstehenden  Bilder  nebst  dem  Punkte 

selbst    die    Eckpunkte    eines    gleicheckigen    2. n- Ecks    dar. 

Dies  folgt  sofort  aus  den  bekannten  Regeln,  welche  für  die 

Anzahl   und  Lage  der  Bilder  gelten,  die  von  einem  inner- 

180" 
halb    eines    ebenen   Winkelspiegels    von    befindlichen 

Punkte  entstehen*).    Ein  gleichkantiges  Polygon  wird  eben- 
so  durch  die   Spiegelung  eines  innerhalb  jenes  sphärischen 


1)  Vergl.  Kapitel  III  §  18,  r>  und  Kapitel  IV  §  57. 

2)  Vergl.  z.  B.  die  einfache  und  erschöpfende  Darstellung  dieser 
Regeln  von  H.  Schubert,  Mitteilungen  der  Mathem.  Gesellsch.  in 
Hamburg,  1882  Nr.  2. 
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Winkels  liegenden  Hauptkreisbogens  erhalten,  der  durch  die 
einschliessenden  Hauptkreise  begrenzt  wird. 

5.  Was  die  halbregelmässigen  Polygone  höherer  Art 
anlangt,  so  existieren  von  einem  (n  +  n)- kantigen  (-eckigen) 
gleicheckigen  (gleichkantigen)  2. w -Ecke  (2. n -Kante)  so  viel 
Arten,  als  es  Primzahlen  zu  n  von  1  bis  w— 1  giebt*). 
Diese  Polygone  höherer  Art  lassen  sich  aus  denen  erster 
Art  bezw.  durch  passende  Verbindung  der  Eckpunkte  oder 
durch  Verlängerung  der  Kanten  erhalten;  dieselben  können 
auch  för  bestimmte  Wertintervalle  der  Variabein  x  nicht 
konvex  werden,  d.  h.  überstumpfe  Ecken  und  Kanten,  sowie 
Flächenteile  mit  negativen  Zellenkoefticienten  darbieten. 


§  6.   Einige  kinematisclie  Hilfssätze. 

1.  Jede  sphärische  Figur  —  als  unveränderliches  sphä- 
risches System  vorausgesetzt  —  kann  aus  einer  Lage  in 
jede  andere  mögliche  auf  der  Kugel  duVch  Rotation  um  eine 
bestimmte  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehende  Axe  über- 
geführt werden.  Die  Endpunkte  dieser  Axe  (die  sog.  Doppel- 
punkte) werden  als  Schnittpunkte  der  beiden  sphärischen 
Perpendikel  erhalten,  welche  in  den  Mittelpunkten  zweier 
sphärischen  Sehnen  der  Systeme  errichtet  werden,  d.  h.  zweier 
solcher  Hauptkreisbogen^  welche  je  zwei  homologe  Punkte  der 
beiden  sphärischen  Systeme  verbinden. 

2.  Zwei  aufeinanderfolgende  Rotationen  um  zwei  Kugel- 
durchmesser sind  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um 
einen  dritten  Kugeldurchmesser.  Es  seien  a  und  b  die  End- 
punkte der  beiden  Axen^  um  welche  aufeinanderfolgend  Ro- 
tationen von  der  Amplitude  a  und  ß  ausgeführt  werden,  und 
zwar  diejenigen  Endpunkte  ^  für  welche  diese  Winkel  in  dem 
positiven  Sinne  (z.  B.  linksum  für  einen  die  Kugel  von 
aussen  betrachtenden  Beobachter)  beschrieben  werden.    Sind 


1)  Vergl.  des  Verfassers  oben  angeführte  Schrift:    ,,Über  gleich- 
eckige und  gleichkantige  Polygone**. 
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dann  ac  und  hc  Hanptkreisbogen,  welche  mit  dem  Haupt- 
kreise ab  bezüglich  die  Winkel  cäb^^^-^a  and  cSa«  — -|-^ 
bilden,  so  ist  der  Pankt  e  der  Endpunkt  der  resnltierenden 
Kotationsaxe  Oc:  die  Amplitude  der  resultierenden  Rotation 
iät  'i&')^—2.achj  oder  der  Aussenwinkel  des  sphärischen 
Dreiecks  ahc  bei  c  giebt  die  halbe  Amplitude  der  resal- 
tierenden  Rotation  an  (Eulers  Satz).\> 

3.  Eine  Axe  einer  sphärischen  Figur  oder  eines  Systems 
sphärischer  Figuren  (z.  B.  eines  durch  lückenlos  aneinander- 
sohliessende  Polygone  gebildeten  sphärischen  Netzes)  werde 
/j-zählig^)  genannt,  wenn  bei  einer  vollen  Umdrehung  des 
Systems  um  diese  Axe  dasselbe  n-mal  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  kommt,  wobei  die  anfängliche  und  die  letzte  Stel- 
lung als  eine  gerechnet  werden.  Man  hat  also  ausser  der 
ursprünglich  gegebenen  sphärischen  Figur,  welche  fest  auf 
der  Eugelfläche  angenommen  wird,  eine  zweite  dieser  kon- 
gruente sich  starr  gemacht  zu  denken,  welche  um  jene  Axe 
drehbar  ist  und  durch  diese  Drehungen  .zur  Koinzidenz  mit 
der  festen  Figur  gebracht  wird.  Für  eine  n  -zählige  Axe  betragt 
nach  obiger  Definition  die  kleinste  Drehung,  welche  die  be- 
wegliche Figur  aus  einer  Koinzidenz  mit  der  festen  Figur 

360^ 
wiederum  in  eine  solche  bringt,  einen  Winkel   von  •). 

n     ^ 

Man  kann  auch  sagen,  dass  die  sphärische  Figur  in  Be- 
ziehung auf  eine  *j- zählige  Axe  n  identische  Stellungen 
derselben  Art  darbietet. 

4.  Der  nach  dem  Mittelpunkte  eines  rp^ulären  sphärischen 
n-£cks  oder  eines  halbregulären  2, w -Ecks  (oder  2. »i -Kants) 
gezogene  Kugelradius  stellt  eine  n- zählige  Axe  dieser  Fi- 
guren dar.     Die  n  sphärischen  Eckradien  oder  die  n  Kanten- 


1)  Die  einfachen  Beweise  dieser  Hilfssätze  1  und  2  findet  man  z.  B.  in 
S  ch  eil ,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte  1 .  Teil  IV.  Kap. ;  S  0  hn  c  k  e, 
Entwickelung  der  Theorie  der  Krystallstruktur  §  4;  Jordan,  Memoire 
sur  les  groupes  de  mouTements,  Ann.  di  matem.  S.  II T.  II  p.  168  ff. 

2)  Nach  Sohnckea.a.  0.  Bravais  nennt  eine  solche  Axe  von 
der  Ordnungszahl  n,  Hessel  eine  w-gliedrige. 

3;  Vergl.  Sohncke  a.  a.  0.  Kapitel  11  und  III. 
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radien  eines  regulären  «-Ecks,  deren  Verein  die  n  Symmetrie- 
bauptkreise  des  regulären  n-Ecks  oder  des  halbregulären 
2.n-Eck8  (oder  2.n-Kant8)  darstellt,  bilden  jede  für  sich 
ein  solches  System,  welches  jenen  Eugelradius  zur  n- zähligen 
Axe  hat.  Betrachtet  man  umgekehrt  einen  Punkt  der  Kugel- 
fläche^  welcher  in  einem  der  2«  durch  jene  n  Symmetrie- 
hauptkreise gebildeten  Felder  liegt  und  dessen  zugehöriger 

sphärischer  Radius  mit  dem  nächsten  Symmetriehauptkreise 

36QÜ 

einen  Winkel  =  x  . (0<x<l)    bildet,   so    setzt   sich 

n 

eine  Deckbewegung  oder  eine  Rotation   von   der   Amplitude 

36Q0 

-     -aus  zwei  aufeinanderfolgenden  Rotationen  von  der  Am- 

360®                       360® 
plitude   X  . und  (1  —  x) zusammen,  von  denen  jede 

einer  Spiegelung  des  Punktes  in  Beziehung  auf  einen  Sym- 
metriehauptkreis entspricht. 

360® 
Die  Deckbewegung  von ,  durch  deren  Wiederholung 

aus  jenem  Punkte  die  Eckpunkte  eines  regulären  w-Ecks  er- 
halten werden,  ist  also  äquivalent  zweien  aufeinanderfolgenden 

360® 
Spiegelungen    oder    Rotationen   von   der    Amplitude    x 

ri 

360® 
und   (1  —  x)  ,  welche  durch  Wiederholung  die  2. n Eck- 
punkte eines  halbregulären  2.n-Ecks  ergeben. 

§  7.   Einige  Eigenschaften  der  sphärischen  Netze. 

Bei  einem  sphärischen  Netze  oder  der  Gesamtheit  von 
sphärischen  Polygonen,  welche  lückenlos  aneina&derschliessend 
die  KugelBäche  ein-  oder  mehrere  Mal  bedecken,  kommen  als 
wesentliche  Elemente  die  Grenzflächen,  die  sphärischen 
Ecken,  sowie  die  sphärischen  Kanten  in  Betracht^). 

1)  Man  könnte  ein  sphärisches  Netz  als  eine  aus  sphärischen 
Polygonen  bestehende  geschlossene  Fläche  auch  wohl  als  sphärisches 
Polyeder  bezeichnen;  doch  werden  wir  uns  im  Folgenden  dieser  Be- 
zeichnung nicht  bedienen. 

Hess,  Kugeltcilung.  ^ 
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1.  Die  Beschaffenheit  der  Grenzflächen  ist  durch  die- 
jenige der  Polygonkanten  und  Polygonecken  bedingt;  die 
Polygone  können  regelmässig,  halbregelmässig  oder  nnregel- 
mässig  und  zwar  von  der  ersten  oder  einer  höheren  Art 
sein.  Sind  sämtliche  Grenzflächen  einander  gleich  —  und 
zwar  entweder  kongruent  oder  symmetrisch  gleich  — ,  so 
nennen  wir  das  Netz  ein  gleichflächiges. 

2.  Eine  sphärische  Ecke  wird  durch  mindestens  drei 
in  einem  Punkte  zusammenstossende  Hauptkreisbogen  ge- 
bildet*, ihr  Scheitel  ist  ein  gemeinschaftlicher  Eckpunkt  von 
mindestens  drei  Grenzflächen  des  Netzes^).  Eine  solche 
sphärische  Ecke  (Netz-Ecke)  heisst  regulär,  wenn  ihre 
sämtlichen  Winkel  (deren  Summe  360®  oder  fiir  Ecken  der 
a^^  Art  a.360°  beträgt)  einander  gleich  sind  und  wenn  die 
sämtlichen  diese  Winkel  einschliessenden  Hauptkreisbogen 
—  die  sphärischen  Kanten  der  Ecke  —  gleiche  Länge  haben. 
Sind  für  gerade  n  nur  die  n  Winkel  (Kanten)  gleich,  die 
Kanten  (Winkel)  dagegen  abwechselnd  gleich,  so  heisst  die 
Ecke  halbregulär.  Einer  sphärischen  Ecke  lässt  sich  immer 
eine  körperliche  Ecke  einbeschreiben,  deren  Beschaffenheit 
in  einfacher  Weise  von  derjenigen  der  sphärischen  Ecke  ab- 
hängt. Sind  alle  sphärischen  Ecken  eines  Netzes  gleich  — 
und  zwar  entweder  kongruent  oder  symmetrisch  gleich  — , 
so  nennen  wir  das  Netz  ein  gl  eich  eckiges. 

3.  Jede  sphärische  Kante  eines  Netzes  ist  zwei  be- 
nachbarten Grenzflächen  gemeinsam  und  verbindet  die  Scheitel 
zweier  benachbarten  Ecken.  Das  Netz  heisst  gleichkantig, 
wenn  alle  Kanten  gleich  sind. 

4.  Ein  -sphärisches  Netz  heisst  regulär,  wenn  seine 
sämtlichen  Grenzflächen  einander  kongruente  reguläre  Poly- 
gone und  seine  sämtlichen  Ecken  regulär  und  kongruent 
sind.  Ein  solches  Netz  ist  zugleich  gleichflächig,  gleich- 
eckig und  gleichkantig,  während  umgekehrt,  wie  die  folgenden 


1)  Bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen  wird  es  sich  mitunter  auch 
nützlich  erweisen,  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Hauptkreisbogen  als 
eine  sphärische  Ecke  mit  zwei  Winkeln  (=180**)  bildend  aufzufassen. 
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Betrachtungen  ergeben  werden,  ein  zugleich  gleichflächiges 
und  gleicheckiges  Netz  nicht  notwendig  auch  gleichkantig, 
also  auch  nicht  regulär  zu  sein  braucht. 

5.  Halbreguläre  Netze  sind  entweder  solche,  welche 
gleiche  und  ähnliche  Flächen  haben,  während  die  regulären 
Ecken  von  einander  verschieden  sind  oder  solche,  welche  gleiche 
und  ähnliche  Ecken  haben,  während  die  regulären  Grenz- 
flächen von  einander  verschieden  sind. 

Heben  wir  die  beschränkende  Bestimmung,  dass  im 
ersteren  Falle  die  von  einander  verschiedenen  Ecken,  im 
zweiten  Falle  die  von  einander  verschiedenen  Grenzflächen 
regulär  sein  sollen,- auf,  so  erbalten  wir  die  gleichflächi- 
gen und  die  gleicheckigen  Netze  (vergl.  §  1),  in  welchen 
die  halbreguLären  als  besondere  Gruppen  enthalten  sind. 

6.  Für  jedes  einfache  d.  h.  die  Kugelfläche  einmal  be- 
deckende Netz  besteht  folgende  Relation  (Eulersche  Formel) 

3)  fi  +  m  =  E  +  2, 

wo  ft  die  Anzahl  der  Ecken,  m  diejenige  der  Grenzflächen  und 
K  die  Anzahl  der  Kanten  bedeutet. 

Denn  bezeichnet  Si  die  Summe  der  Innenwinkel  einer 
tt£- eckigen  Grenzfläche,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe 
aller  Flächen  des  Netzes  gleich  der  ganzen  Kugelfläche  ge- 
setzt wird^  die  Beziehung: 

m  rn 

2  ''-2  ("•  -  2)  180»  =  720», 

l  l 

aus  welcher,  da 

1  1 

ist,  sofort  die  obige  Formel  resultiert. 

Für  die  die  Kugelfläche  mehrfach  bedeckenden  Netze, 

deren  Grenzflächen  oder  Ecken  von  höherer  Art  sind,  wird 

später  (im  letzten  Kapitel)  eine  Relation  zwischen  den  Zahlen 

fi,  m,  JST  und  den  die  Arten  der  Ecken,  Flächen  und  des 

Netzes  bestimmenden  Zahlen  hergeleitet  werden  (erweiterte 

Eulersche  Formel). 

2* 


i 
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7.  Wenn  die  Eckpunkte  jeder  Grenzfläche  eines  sphä- 
rischen Netzes  auf  einem  kleinen  Eugelkreise  liegen,  so  erhält 
man,  wenn  die  Mittelpunkte  je  zweier  kleiner  Kugelkreise  durch 
Hauptkreisbogen,  welche  auf  der  gemeinsamen  Kante  der 
beiden  eingeschriebenen  Grenzflächen  in  dem  Mittelpunkte 
der  Kante  senkrecht  stehen,  verbunden  werden^  ein  zweites 
Netz,  welches  wir  das  Symmetrienetz  des  ersteren  nennen 
wollen.  Je  zwei  Eckpunkte  des  ersteren  Netzes  liegen  sym- 
metrisch zu  einer  Kante  des  zweiten  Netzes  ^  dessen  Eck- 
punkte die  Flächenmittelpunkte  des  ersteren  sind. 

Die  Grenzflächen  des  Symmetrienetzes,  von  denen  jede 
einen  Eckpunkt  des  ersteren,  dem  Symmetrienetze  zuge- 
ordneten Netzes  einschliesst,  können  aber  im  allgemeinen 
nicht  kleinen  Kugelkreisen  eingeschrieben  werden^  deren  Mittel- 
punkte die  Eckpunkte  des  zugeordneten  Netzes  sind.  Tritt 
dieser  besondere  Fall  ein,  so  nennen  wir  die  beiden  Netze 
einander  konjugiert^);  jedes  der  beiden  Netze  ist  alsdann 
ein  Symn\ptrienetz  des  andern,  die  Mittelpunkte  der  Flächen 
des  einen  Netzes  sind  die  Eckpunkte  des  andern  und  die 
Kanten  beider  Netze  stehen  sich  gegenseitig  halbierend  auf- 
einander senkrecht. 

8.  Einem  sphärischen  Netze,  dessen  sämtliche  Grenz- 
flächen kleinen  Kugelkreisen  einbeschreibbar  sind,  lässt  sich 
sowohl  ein  Polyeder  einschreiben,  als  auch  ein  Polyeder 
umschreiben.  Die  Grenzflächen  des  eingeschriebenen  Po- 
lyeders sind  die  Sehnenpolygone  der  sphärischen  Grenzflächen, 
die  Ecken  desselben  sind  den  sphärischen  Ecken  einge- 
schrieben; die  Grenzflächen  des  dem  Netze  umgeschriebenen 
Polyeders  sind  Berührungsebenen  der  Kugel,  die  Eckpunkte 
desselben  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  der  Grenzflächen  des 
eingeschriebenen  Polyeders  als  Polarebenen. 

Denkt  man  sich  zu  dem  Netze  das  Symmetrienetz 
konstruiert,  dessen  Eckpunkte  die  Schnittpunkte  der  Flächen- 
axen  des    eingeschriebenen   oder    der  Eckenaxen   des   umge- 


1)  Vergl.  Catalan,  Journal  de  T^cole  polyt.  Cat.  41. 
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schriebenen  Polyeders  mit  der  Kugelfläche  sind,  so  finden 
folgende  einfache  Beziehungen  statt. 

Die  Centralecke  einer  Grenzfläche  des  Symmetrie- 
netzes ist  die  Supplementarecke  zu  derjenigen  Ecke  des  ein- 
geschriebenen Polyeders,  deren  Scheitel  innerhalb  jener  Grenz- 
fläche liegt.  Daher  ergänzen  bezüglich  die  sphäri- 
schen Kanten  und  Winkel  des  Symmetrienetzes  die 
Flächenwinkel  und  die  ebenen  Winkel  des  ein- 
geschriebenen Polyeders  zu  180®.  Andererseits  sind 
die  sphärischen  Kanten  und  Winkel  des  ersteren 
(dem  Symmetriei^etze  zugeordneten)  Netzes  bezüg- 
lich die  Supplemente  der  Plächenwinkel  und  der 
ebenen  Winkel  des  umgeschriebenen  Polyeders 
zu  180^ 

9.  Unter  Axe  eines  Netzes  verstehen  wir  den  nach 
irgend  einem  Punkte  desselben  (z.  B.  einem  Eckpunkte,  dem 
Mittelpunkte  einer  Fläche  oder  Kante)  gezogenen  Kugel- 
radius. Die  Zähligkeit  der  Axe  bestimmt  sich  nach  den 
im  §  6,  3  gegebenen  Regeln  und  ist  natürlich  für  den  ent- 
gegengesetzt gerichteten  Kugelradius  als  Rotationsaxe  die- 
selbe. Dagegen  können  diese  beiden  entgegengesetzt  ge- 
richteten Axen  in  Beziehung  auf  das  Netz  selbst  sich 
gleich  oder  verschieden  verhalten,  oder  die  Anordnimg 
der  Teile  des  Netzes  um  die  Endpunkte  jener  beiden  Axen 
kann  gleich  oder  verschieden  sein:  im  ersteren  Falle 
heissen  die  Axen  gleich  (oder  gleichendig),  im  zweiten 
Falle  ungleich  (oder  ungleichendig).  Bei  zweien  solchen 
entgegengesetzt  gerichteten  gleichen  Axen  kommt  weiter- 
hin die  Berücksichtigung  des  Umstandes  in  Betracht,  ob 
die  Ebene  des  zu  ihnen  senkrechten  Hauptkreises  für  das 
Netz  eine  direkte  Symmetrieebene  ist  oder  nicht, 
d.  h.  eine  solche  Ebene,  welche  das  Netz  in  zwei  symme- 
trische und  symmetrisch  zu  einander  liegende  Hälften  teilt. 

Fürdie  Axen  (z.B.  die  Ecken-,  Flächen-  oderKanten- 
axen)  der  Polyeder,  welche  sphärischen  Netzen  ein-  oder  um- 
geschrieben werden  können,  gelten  ganz  analoge  Betrachtungen. 


Zweites  Kapitel. 
Die  einfachen,  regulären  Netze. 


§  S.  Ableitang  der  möglifhen  Fille. 

Wir  behandeln  in  diesem  Kapitel  zunächst  den  be- 
sonderen Fall  der  die  Kugelflache  einmal  bedeckenden  regu- 
lären Netze  (TergL  §  7,  4). 

Soll  ein  reguläres  sphärisches  11 -Eck  so  beschaffen  sein, 
dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein  die  Kugelfläche  ein- 
mal bedeckendes  Netz  mit  kongruenten,  regulären  Ecken 
bildet,  so  mQssen  folgende  beide  Bedingungen  erfüllt   sein. 

1.  Der  Inhalt  des  regulären  n-Ecks  muss  den  m*^  Teil 
der  Kugelfläche  betragen,  wenn  m  die  Anzahl  der  Flächen 
(Maschen)  des  Netzes  ist,  d.  h.  es  gilt,  wenn  Ä  den  Innen- 
winkel des  n-Ecks  bedeutet,  die  Beziehung : 

70^30 

^  ^         ^  m 

2.  Da  in  jedem  Eckpunkt  gleichviel  reguläre  Polygone 
zusammenstossen  sollen,  so  muss,  wenn  v  die  Anzahl  dieser 
zusammenstossenden  gleichen  Winkel  ist, 

5)  v^«360o 

oder 

6.)  A-^ 

sein. 

Aus  4)  und  5)  folgt 

G)  m 


:: —  ) 


2 II  —  (n  —  2)  V 

und  aus  dieser  Formel  ergeben  sieb,  wenn  u  und  v  alle  zu- 
lässigen positiven,   ganzzahligen  Werte  erteilt  werden,  für 


§  8.  Ableitung  der  möglichen  Fälle.  23 

welche  m  einen  positiven,  ganzzahligeu  Wert  erhält,  in  Ver- 
bindung mit  5a)  und  der  Formel  la)  (§  4,3) 

6/3)  cos  -\  a ,  sin  -J-  A  =  cos 

alle  regulären  sphärischen  Polygone  von  der  geforderten  Be- 
8cha£fenheit. 

3.    Wir  erhalten  sonach  nur  folgende   regulären  Nötze 
mit  je  m  Flächen y  ft  Ecken  und  £"  Kanten,  wobei 

6«)  m,n^  ii.V'^2  K 

ist. 

I)  Für  1/  -  2  (vergl.  §  7  Anm.  1  S.  18)  resultiert: 

w-2,  ft-»7,  ^=180^  a-'^^^, 

d.  h.  für  jeden  Wert  von  n  ^  2  wird  ein  durch  zwei  reguläre 
sphärische  n-Ecke,  deren  Umfang  aus  den  n  aufeinander- 
folgenden Bogen  eines  in  n  gleiche  Teile  geteilten  Haupt- 
kreises besteht  und  deren  Fläche  eine  Halbkugel  beträgt, 
gebildetes  Netz  erhalten.  Wir  wollen  derartige  Netze  kurz 
als  reguläre  Kreisteilungsnetze  I  bezeichnen. 

II)  Für  n  =  2  ergiebt  sich: 

d.  h.  jedem  Wert  für  v  >  2  entspricht  ein  durch  v  sphärische 
Winkel  (Zweiecke)  gebildetes  Netz,  in  dessen  beiden  gegen- 
überliegenden  Winkelpunkten  je   v  Halbkreise  unter  Win- 

3600 
kein  — aneinanderstossen.     Diese  Netze  sollen  als  re- 

V 

guläre  Zweiecksnetze  II  bezeichnet  werden. 

III)  Für  n-3  und  i/-3  folgt: 

«1  1 

tw  — 4,  ff=4,  ^-=120®,  ^ö^ö'^T/^  ^^^^  co5a  — —  — , 

a- 109«  28' 16",  4; 

diesen  Werten  entspricht  ein  aus  vier  regulären  Dreiecken  be- 
stehendes Netz  mit  vier  regulär- dreiflächigen  Ecken,  das  re- 
guläre Tetraedernetz  HI. 
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IV)  Für  ««=3  und  v«4  resultiert: 

d.  h.  das  durch  die  acht  Eugeloktanten  gebildete  reguläre 
Oktaedernetz  IV. 

V)  Den  Werten  n=«3  und  v  — 5  entspricht: 
wl-20,  f*-12,  yl=-72<>,  cos^a^      /        ,  tanga^2, 

«-63« 26' 5",  8, 

wodurch  ein  aus  20  regulären  Dreiecken  gebildetes  Netz  mit 
12  regulär -fünfSächigen  Ecken,  das  reguläre  Ikosaeder- 
netz  V  bestimmt  ist. 

VI)  Für  n- 4  und  V «3  folgt: 

/2  1 

m«6,  ft  =  8,  -4  =  120«,  cos\ti^y  -^  cosa^i^ 

««70«  31 '43",  6, 

welchen  Werten  ein  Netz  mit  sechs  regulär- viereckigen  Flächen 
und  mit  acht  regulär- dreiflächigen  Ecken,  das  reguläre  He- 
xaedernetz VI  entspricht. 

VII)  Für  w«=5  und  i'«=3  resultiert  schliesslich: 

m  =  12,  u « 20,  A «=  120«,  cos  \ u  ==  -r—r- '  sina=     , 
'  '  ^  J)/3  3 

«  =  41«48'37",  2, 

d,  h.  ein  durch  12  reguläre  Fünfecke  gebildetes  Netz,  welches 
20  regulär -dreiflächige  Ecken  hat:  das  reguläre  Penta- 
gondodekaedernetz VII. 

Damit  sind  die  möglichen  Fälle  erschöpft,  da  den  zu- 
sammengehörigen Werten 

n  -=  3 ,  r  *=  6 , 
/z-=4,  1^  =  4, 
7««=6,     r  =  3, 

die  Werte  m«oc,  ft=QO  entsprechen,  also  beziehungsweise 
die  Grenzfälle  eines  ebenen  aus  regulären  Dreiecken,  aus 
Quadraten  und  aus  regulären  Sechsecken  zusammengesetzten 
Netzes  resultieren  und  für  alle  übrigen  Wertkombinationen 
von  n  und  v  negative  Werte  für  m  und  ft  erhalten  werden. 


§  9.  Tabellarische  Zusaminensielluiig. 
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§  9.  Tabellarische  Zusammenstellung. 

Ehe  wir  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser  sieben  regu- 
lären Netze  und  die  zwischen  denselben  stattfindenden  Be- 
ziehungen, welche  für  die  nachfolgenden  Betrachtungen  von 
grosser  Bedeutung  sind,  angeben,  sollen  zuvor  die  wichtigsten 
für  diese  Netze  geltenden  Relationen  übersichtlich  in  einer 
Tabelle  zusammengestellt  werden.  In  derselben  haben  die 
Grossen  n,  v,  m,  ft,  ^,  '«  die  bereits  festgesetzte  Bedeutung; 
R  und  P  sollen  resp.  den  Radius  des  einer  Grenzfläche  des 
Netzes  um-  und  eingeschriebenen  Kreises  darstellen. 

Der  bei  den  Netzen  III,  IV  und  VI  auftretende 
Winkel  17  bestimmt  sich  aus: 


7) 


s%n 


Cös2  ?;=-  —  „» 

6 


yy«=54H4'8",  2, 


und  die  bei  den  Netzen  V  und  VII  auftretenden  Winkel  9, 
^,  %  sind  durch  folgende  Beziehungen  bestimmt: 

1/5  —  1 
tang 9  —  2  sin  18^  —  - — ~ — r  lang  2  gj  =  2, 


8) 


tang  tl,' ^  tang'^  tp 


3-/5     .   ^  ^      2 
— 2 — ;  5m2V'«g) 


tang  x  =- 2  tang ^ -=  3  —  )/5,  sin 2%^  ^  cos^q)^ 

o 

9  =  31M3'2",  9, 

^•  =  20^54' 18",  6, 

X«  37« 22' 38",  5, 

(p  +  t  +  X-^O^- 


Nets. 


n 


m 


/' 


I.  Regoläres  Kreisteilangsnetz   ....    2,8,...n'       2 


ni. 
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VI. 

V. 
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Oktaedernets 
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2y 

/ 

2V 

^ 
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V 
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L  Die  heid&i  Netze  I  izui  11  ateCen  Greozfälle  dar, 
deren  BeT^cksicktigang  sich  ab<r  zumal  bei  den  weiteren 
Betraehtangen  alj  Toiteühafi  erweisen  wird.  Dieselben  stehen 
einmal  in  der  einfaelien  Beziehung,  dasa  das  eine  Netz  als 
Polarfigor  des  and«n  erhalten  wird.  30  dass  die  Eckpimkte 
des  einen  Netzes  die  Pole  za  den  Haaptkreisen  des  andern 
und  omgekehrt  die  Hacptkreise  des  einoi  die  Polaren  <  Äqna- 
toren)  za  den  Eckpunkten  des  andern  sind.  Andererseits 
sind  anch  die  Mittelpunkte  der  Fliehen  eines  Netzes  I  (II) 
die  Eckpunkte  eines  Netzes  IT  >!;.  während  die  Kanten  bei- 
der Netze  sich  gegenseitig  halbierend  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Ton  diesen  beiden  Netzen  ist  das  eine  das  Smi- 
metrienetz  des  andern  oder  beide  Netze  sind  einander  kon- 
jo giert  (reigl.  §  7,  7).  {Vergl.  Fig.  la  und  1^,  in  welchen 
die  stereographischen  Projektionen  zweier  solcher  konjugierten 
Netze  f&r  n  »  0  und  n  ^  6  dargestellt  sind.  Der  Projektions- 
punkt ist  einer  der  beiden  Eckpunkte  A  des  Netzes  11,  die 
Bildebene  die  Ebene  des  Hauptkreises  a  des  Netzes  L)  In 
dem  speziellen  Falle  w  «=  2,  v  =  2  sind  die  beiden  Netze  so- 
wohl konju  giert  y  als  sich  polar  entsprechend. 

2.  Die  gemeinschaftlichen  Svmmetrieebenen  der  bei- 
den konjugierten  Netze  I  und  II  sind  einmal  die  Ebene  des 
Hauptkreises  a  des  Netzes  I,  welcher  die  n  Kanten  dieses 
Netzes  enthält ,  sodann  die  n  Ebenen  der  auf  jenem  Haupt- 
kreise senkrechten  Hauptkreise,  welche  die  n  Kanten  und 
die  n  die  Winkel  derselben  halbierenden  Hauptkreise  des  kon- 
jugierten Netzes  II  ergeben. 

3.  Die  beiden  entgegengesetzt  gerichteten,  zu  der  ersten 
Symmetrieebene  a  senkrechten  Kugelradien,  von  denen  jeder 
eine  n-zählige  Axe  der  beiden  Netze  ist,  sollen  als  Haupt- 
axen  bezeichnet  werden.  Dieselben  sind  gleich  (oder  gleich- 
endig) (§  7,  9);  die  beiden  sphärischen  Ecken  des  Netzes  II, 
deren  Scheitel  die  Punkte  A  und  A'  sind,  können  zur  Deck- 
ung gebracht  werden.  Diese  Deckung  wird  durch  eine^ 
Drehung  von  der  Amplitude  180^  um  je   eine  der  2n  Axen 
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bewirkt,  welche  als  Schnittlinien  der  n  Symmetrieebenen  b 
oder  b  und  c  mit  der  Ebene  des  Äquators  a  denselben  in 
2n  gleiche  Teile  teilen  (siehe  Fig.  la  und  1/3).  Die  beiden 
Netze  I  und  II  haben  also  ausser  den  beiden  entgegengesetzt 
verlaufenden  n-zähligen  Hauptaxen  noch  zwei  Gruppen 
Yon  je  n  auf  diesen  senkrechten,  zweizähligen  Quer- 
axen;  je  n  einer  Gruppe  angehorige  sind  einander  gleich 
und  entsprechen  einem  regulären  Strahlenbüschel;  die  Axen 
der  einen  Gruppe  halbieren  die  Winkel  der  Axen  der  andern 
Gruppe^).  Für  n=>2p+l  gehören  je  zwei  entgegengesetzt 
Terlaufende  zweizahlige  Axen  verschiedenen  Gruppen  an 
und  sind  ungleichendig. 

Durch  Anwendung  des  Eul ersehen  Satzes  (§  6,  2)  über- 
zeugt man  sich  leicht,  dass  die  Kombination  irgend  zweier 
der  erwähnten  Drehaxen  immer  wieder  als  Resultante  eine 
der  übrigen  mit  der  entsprechenden  Amplitude  ergiebt.  Vergl. 
z.  B.  das  sphärische  Dreieck  AB^B\  in  Fig.  la,  oder  das 
ABy^Ci  in  Fig.  1/3.  Ein  solches  zweirechtwinkliges  Drei 
eck,  dessen  Inhalt  den  4n*®°  Teil  der  Kugelfläche  beträgt, 
werde  das  charakteristische  Dreieck  des  Netzes  I  oder  II 
genannt. 

Es  giebt  sonach  wesentlich  2 n  Drehungen,  welche  ein 
Netz  I  oder  II  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  wobei 
die  ursprüngliche  Stellung  einmal  mitgerechnet  ist:  n  Dre- 

360® 
hungen  von  der  Amplitude  um  eine  Hauptaxe   und  n 

Drehungen  von  der  Amplitude  180®  um  je  eine  Nebenaxe. 

4.  Den  Netzen  I  und  II  lassen  sich  keine  eigentlichen 
Polyeder  ein-  oder  umschreiben,  sondern  nur  Grenzfälle  von 
solchen. 

5.  Endlich  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  für  n» 
2p  + 1  beim  Netze  I  den  sphärischen  Ecken  keine  Gegen- 
«cken  und  beim  Netze  II  den  sphärischen  Kanten  nicht 
die  Gegenkanten  als  Teile  der  Netze  entsprechen. 


1)  Vergl.  Sohncke  a.  a.  0.  Satz  16  p.  49. 
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§  IL   Eigenschaften  der  Netze  III^  IV  und  YI. 

1.  Das  reguläre  Tetraedernetz  III  C^C'^C'^C^ 
(s,  Fig.  2«,  welche  die  stereographische  Projektion  für  den 
Eckpunkt  6\  als  Projektionspunkt  darstellt)  wird  von  sechs 
Hauptkreisbogen  (•=2^)  gebildet,  welche  sechs  verschiedenen 
Hauptkreisen  h^,  b^.,.bQ  angehören.  Bei  diesem  Netze  ist 
zu  keiner  der  Ecken  oder  Flächen  die  Gegenfigur  vorhanden. 
Die  Gegenfigur  dieses  Netzes  ist  ein  diesem  kongruentes 
reguläres  Tetraedemetz  C\  C^  C^  C\^  dessen  Eckpunkte  die 
Flächenmitten  des  ersteren  Netzes  sind  und  dessen  Flächen 
die  Eckpunkte  des  ersteren  zu  Mittelpunkten  haben.  Beide 
Netze  sind  konjugiert.  (Vergl.  Fig.  2/3,  welche  die  stereo- 
graphische Projektion  beider  Netze  für  einen  der  gemein- 
schaftlichen Kantenmittelpunkte  Ay^  als  Projektionspunkt  zeigt.) 

2.  Die  vier  Eckradien  eines  regulären  Tetraedernetzes 
sind  vier  gleiche  dreizäh lige  Axen;  ebenso  sind  die  vier 
diesen  entgegengesetzt  gerichteten  Radien,  welche  nach  den 
Flächenmitten  des  Netzes  (oder  den  Eckpunkten  des  konju- 
gierten Tetraedernetzes)  gehen,  vier  unter  sich  gleiche  drei- 
zählige  Axen.  Ferner  ergiebt  sich  sofort  durch  Anwendung 
des  Enlerschen  Satzes  (§  6,  2)  für  je  zwei  benachbarte 
angleiche  dreizählige  Axen  als  Komponenten  das  Vorhanden- 
sein von  drei  Paaren  von  entgegengesetzt  gerichteten,  ein- 
ander gleichen,  zweizähligen  Axen,  nämlich  den  nach  den 
Kantenmitten  A  gehenden  Kugelradien.  Ein  Dreieck,  wie 
^1^-2-^n  dessen  Eckpunkte  die  Endpunkte  zweier  benachbarten 
ungleichen  dreizähligen  Axen  und  der  Eckpunkt  der  resul- 
tierenden zweizähligen  Axe  ist,  heisse  das  charakteristische 
Dreieck  des  reg.  Tetraedernetzes.  Sein  Inhalt  beträgt  den 
24ten  'Tßji  (jgj.  Kugelfläche,  und  es  giebt  wesentlich  zwölf 
Drehungen,  welche  ein  Tetraedemetz  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  bringen,  nämlich  viermal  zwei  Drehungen  von 
120'^  um  die  dreizähligen,  dreimal  eine  Drehung  von  180^ 
um  die  zweizähligen  Axen,  nebst  der  einmal  zu  rechnen- 
den Drehung  von  360^,  welche  die  ursprüngliche  Stellung 
ergiebt. 
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Die  sechs  Ebenen  der  Hauptkreise  &|,63...&g  sind  die 
einzigen  direkt-symmetrischen  Mittelebenen  eines  regu- 
lären Tetraedernetzes. 

3.  Die  drei  Hauptkreise  a^,  a^,  a^  bilden  das  reguläre 
Oktaedernetz  IV  mit  den  Punkten  A  als  Eckpunkten^ 
während  die  Punkte  C  der  beiden  konjugierten  Tetraeder- 
netze, durch  Bogen  («=  180^  —  2?^)  der  sechs  Hauptkreise  b  ver- 
bunden, das  reguläre  Hexaedernetz  VI  ergeben  (s.  Fig.  3). 
Die  beiden  so  erhaltenen  Netze  sind  konjugiert^  die  zwölf 
gemeinschaftlichen  Eantenmittelpunkte  B  sind  die  Pole  bezw. 
Gegenpole  der  sechs  Hauptkreise  b. 

4.  Die  nach  den  Punkten  A  (den  Eckpunkten  des 
Netzes  IV  und  den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  VI) 
gehenden  Kugelradien  haben  für  diese  beiden  Netze  die  Be- 
deutung von  drei  Paaren,  entgegengesetzt  gerichteten ^  ein- 
ander gleichen  vierzähligen  Axen.  Die  nach  den  Punkten  C 
(den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  IV  und  den  Eckpunkten 
des  Netzes  VI)  gehenden  Kugelradien  stellen  vier  Paare  ent- 
gegengesetzt gerichteter,  einander  gleicher  dreizähliger 
Axen,  und  endlich  die  nach  den  gemeinschaftlichen  Kanten- 
mitten B  beider  Netze  gehenden  Kugelradien  sechs  Paare 
entgegengesetzt  gerichteter,  einander  gleicher  zweizähliger 
Axen  dar. 

Die  Endpunkte  dreier  benachbarter  Axen,  d.  h.  je  einer 
vier-,  einer  drei-  und  einer  zweizähligen  Axe,  von  denen 
jede  die  Resultante  der  beiden  andern  ist,  bilden  ein  recht- 
winkliges Dreieck  (z.  B.  A^CiB^)^  das  charakteristische 
Dreieck  des  Oktaeder-  und  des  Hexaedernetzes;  der  Inhalt 
desselben  beträgt  den  48^*^  Teil  der  Kugelfläche.  Es  giebt 
wesentlich  vierundzwanzig  Drehungen,  welche  ein  regu- 
läres Oktaeder-  oder  Hexaedernetz  mit  sich  selbst  zur 
Deckung  bringen,  nämlich  ausser  der  ursprünglichen  Stellung 
dreimal  drei  Drehungen  von  90^  um  die  vierzähligen,  vier- 
mal zwei  Drehungen  von  120®  um  die  dreizähligen  und 
sechsmal  eine  Drehung  von  180®  um  die  zweizähligen  Axen. 

5.  Die  drei  zu  den  vierzähligen  Axen  senkrechten  Ebenen 
der  Hauptkreise  0^,^2,03,  sowie  die  sechs  zu  den  zweizähligen 
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Axen  senkrechten  Ebenen  der  Hauptkreise  bi^h^.,.bf  sind 
direkte  symmetrische  Mittelebenen  beider  Netze.  Da- 
gegen sind  die  Ebenen  der  Hauptkreise  c^,  c^fC^jC^t  welche  die 
Aquatoren  zu  den  Punkten  C  sind  (z.  B.  der  durch  die  Punkte 
B^B^Bq  gehende  Hauptkreis  cj  keine  direkten  Symmetrie- 
ebenen der  Netze,  wiewohl  sie  dieselben  in  zwei  gleiche  und 
ähnliche  Hälften  teilen.  Denn  die  um  zwei  gegenüberliegende 
Punkte  C  gruppierten  und  sich  als  Gegenfiguren  entspre- 
chenden regulären  Flächen  oder  Ecken  sind  un gerad- 
zahlig und  die  direkt  symmetrische  Stellung  beider  Hälften 
würde  erst  eintreten,  wenn  die  eine  Hälfte  um  die  drei- 
zählige  Axe  eine  Drehung  von  60^  erführe  (vergl.  §  4,  2). 
Die  Zahl  der  direkten  Symmetrieebenen  eines  regu- 
lären Oktaeder-  und  eines  regulären  Hexaedemetzes  beträgt 
also  3-f-6,  wobei  die  drei  ersten  die  Hauptkreise  des  Ok- 
taedemetzesy  die  sechs  anderen  diejenigen  des  Hexaedemetzes 
ergeben. 

6.  Das  reguläre  Oktaedernetz  entspricht  sich  selbst  polar, 
während  dem  Hexaedemetze,  ebensowenig  wie  dem  Tetra- 
edemetze  ein  reguläres  Netz  polar  entspricht.  Denn  weder 
die  Polarfigur  einer  Grenzfläche  des  Hexaedemetzes  (z.  B. 
das  reguläre,  dem  Viereck  C^C\C\C^  polar  entsprechende 
Viereck  B^B^B^B^  (vergl.  Fig.  17a),  noch  die  Polarfigur  einer 
Grenzfläche  des  Tetraedemetzes  (z.  B.  das  reguläre  dem 
Dreieck  G^C^C\  polar  entsprechende  Dreieck  B'^B^B^  (vergl. 
Fig.  17a)  können,  da  ihre  Exzesse  keinen  aliquoten  Teil 
von  360^  bilden,  geschlossene  reguläre  Netze  ergeben.  Beide 
Figuren  werden  als  Grenzflächen  des  später  (§  32)  zu  be- 
trachtenden Kubo- Oktaedernetzes  XIX'  auftreten,  dessen  Eck- 
punkte die  Punkte  B  sind. 

7.  Den  Netzen  III,  IV  und  VI  können  sowohl  reguläre 
Polyeder  eingeschrieben  werden,  nach  welchen  die  Netze 
benannt  worden  sind,  als  auch  in  den  Eckpunkten  ent- 
sprechende Polyeder  umgeschrieben  werden,  nämlich  dem 
Netze  III  wieder  ein  reguläres  Tetraeder  [III],  dem  Netze  IV 
ein  reguläres  Hexaeder  [IV]  und  dem  Netze  VI  ein  regu- 
läres Oktaeder  [VI].    Über  die  einfachen  Beziehungen  dieser 
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Polyeder  zu  den  entsprechenden  Netzen  vergleiche  man  die 
allgemeinen  Bemerkungen  im  §  13  unter  le  bis  Ih. 


§  12.    Eigenschafton  der  Netze  V  und  TU. 

1.  Das  reguläre  Ikosaedernetz  V  und  das  reguläre 
Pentagondodekaedernetz  VII  werden  durch  dieselben 
fünfzehn  Hauptkreise  ü^i,  ü^s  • . .  ü^is  gebildet;  diese  schneiden 
sich  einmal  zu  je  fünf  unter  gleichen  Winkeln  in  den  zwölf 
Punkten  G^,  G, . . .  Gg  und  G\^  G'j . . .  G'q  des  Ikosaedemetzes, 
dessen  zwanzig  regulär-dreieckige  Grenzflächen  die  Kante  2(p 
(vergl.  Tabelle  §  9)  haben,  zweitens  zu  je  drei  unter  gleichen 
Winkeln  in  den  zwanzig  Punkten  Cj,  C, . . .  C^q  und  C\,  C\  ,..C\q 
des  Pentagondodekaedernetzes,  dessen  zwölf  regulär -fünf- 
eckige Grenzflächen  die  Kante  2^  haben,  ausserdem  noch 
senkrecht  zu  je  zweien  in  den  dreissig  gemeinschaftlichen 
Kantenmittelpunkten  B^^ B^... B^^  und  B\^ B\ . . . B\^  dieser 
beiden  konjugierten  Netze.  Diese  Punkte  B  sind  die  Pole 
bezw.  Gegenpole  zu  den  Hauptkreisen  b  (vergl.  Fig.  4,  welche 
die  stereographische  Projektion  dieser  beiden  konjugierten 
Netze  für  den  Punkt  G^  als  Projektionspunkt  darstellt; 
das  Ikosaedernetz  ist  punktiert,  das  Pentagondodekaedemetz 
stark  gezeichnet). 

2.  Was  die  Axen  dieser  beiden  Netze  V  und  VII  an- 
langt;  so  stellen  die  nach  den  Punkten  G  (den  Eckpunkten 
des  Netzes  V  und  den  Flüchenmittelpunkten  des  Netzes  VII) 
gehenden  Kugelradien  sechs  Paare  von  entgegengesetzt 
gerichteten^  einander  gleichen  fünf  zähligen  Axen  dar;  die 
nach  den  Punkten  C  (den  Flächenmittelpunkten  des  Netzes  V 
und  den  Eckpunkten  des  Netzes  VII)  gezogenen  Kugelradien 
sind  zehn  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten^  einander 
gleichen  dreizähligen  Axen,  und  endlich  stellen  die  nach 
den  gemeinschaftlichen  Kantenmittelpunkten  B  beider  Netze 
gehenden  Kugelradien  fünfzehn  Paare  von  entgegengesetzt 
gerichteten^  einander  gleichen  zweizähligen  Axen  dar. 
Das  charakteristische  Dreieck  des  Ikosaeder-  und  Pen- 
tagondodekaedemetzes    hat   zu  Eckpunkten    die   Endpunkte 
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dreier  benachbarter  solcher  Axen,  d.  h.  je  einer  fünf-,  einer 
drei-  und  einer  zweizähligen  Axe  (z.  B.  das  Dreieck  GiC^B^] 
jede  dieser  Drehaxen  ist  die  Resultante  der  beiden  anderen. 
Der  Inhalt  eines  solchen  Dreiecks  beträgt  den  120*®°  Teil 
der  Kugelfläche. 

Es  giebt  wesentlich  sechzig  Drehungen,  welche  ein  re- 
guläres Ikosaeder-  oder  ein  reguläres  Pentagondodekaeder- 
netz mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen;  nämlich  ausser 
der  die  ursprüngliche  Stellung  ergebenden  Drehung  von  360^: 
sechsmal  vier  Drehungen  von  72^  um  die  fünfzähligen,  zehn- 
mal zwei  Drehungen  von  120*^  um  die  dreizähligen  und 
fünfzehnmal  eine  Drehung  von  180^  um  die  zweizähligen 
Axen. 

3.  Analog,  wie  im  §  11,  5  ergiebt  sich,  dass  nur  die  zu 
den  geradzahligen  Axen  senkrechten  Mittelebenen  direkte 
Symmetrieebenen  dieser  Netze  sind,  d.  h.  die  Ebenen  der 
fünfzehn  Hauptkreise  ^n  i^2-«'^i5)  während  die  zu  den  fünf- 
und  den  dreizähligen  Axen  senkrechten  Mittelebenen  zwar 
die  Netze  in  zwei  gleiche  und  ähnliche,  aber  der  Stellung 
nach  sich  nicht  direkt  symmetrisch  entsprechende  Hälften 
teilen.  Die  durch  diese  letzteren  Ebenen  bestimmten  Haupt- 
kreise  y  und  c,  welche  bezw.  die  Aquatoren  zu  den  Punkten 
G  und  C  als  Polen  (und  Gegenpolen)  sind,  werden  in  dem 
§  33  zu  betrachtenden  gleicheckigen  Netze  XX'  und  in  den 
Netzen  XX'g  und  XX'^  höherer  Art  (vgl.  das  letzte  Kapitel) 
auftreten.  Die  Polarfiguren  der  Grenzflächen  des  Netzes  V 
und  VII  können  keine  regulären  Netze  bilden,  da  die 
Exzesse  dieser  Polarfiguren  keinem  aliquoten  Teil  von  360" 
gleich  sind. 

4.  Den  Netzen  V  und  VII  können  einmal  bezw.  die 
beiden  regulären  Polyeder  [VJ  und  [VII],  nach  welchen  die 
Netze  benannt  sind,  eingeschrieben,  andererseits  auch  in 
den  Eckpunkten  reguläre  Polyeder  umgeschrieben  werden, 
nämlich  dem  Netze  V  ein  reguläres  Pentagondodekaeder,  dem 
Netze  VII  ein  reguläres  Ikosaeder.  Vergl.  §  13  unter  1  e) 
bis  h). 
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§  13.  Allgemeine  Eigenschaften  der  regulären  Netze. 

1.  Von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  abge- 
leiteten und  nach  ihren  hauptsächlichsten  Eigenschaften  be- 
handelten sieben  regulären  Netzen  entsprechen  sich  I  und 
TI,  IV  und  VI,  V  und  VII  bezw.  als  konjugierte  Netze, 
während  das  Netz  III  kurz  als  sich  selbst  konjugiert 
hezeichnet  werden  kann.  Die  wesentlichsten  Beziehungen  für 
zwei  konjugierte  reguläre  Netze  und  die  ihnen  ein-  oder 
umgeschriebenen  Polyeder  sollen  im  folgenden  übersichtlich 
zusammengestellt  werden. 

a)  Die  Mittelpunkte  der  Flächen  des  einen  Netzes  sind 
die  Eckpunkte  des  andern. 

b)  Die  Kanten  beider  Netze  stehen  auf  einander,  sich 
gegenseitig  halbierend,  senkrecht.  Das  eine  Netz  ist  das 
Symmetrienetz  des  andern  (vergl.  §  7,7). 

c)  Der  Radius  des  einer  Fläche  des  einen  Netzes  ein- 
geschriebenen Kreises  ist  gleich  der  halben  Kante  des  andern 
Netzes. 

d)  Die  Radien  der  den  Grenzflächen  beider  Netze  um- 
geschriebenen Kreise  sind  gleich. 

e)  Die  Kanten  des  einen  Netzes  ergänzen  die  Flächen- 
(Innen-)  Winkel  des  ihm  selbst  umgeschriebenen,  dem  kon- 
jugierten Netze  eingeschriebenen  Polyeders  zu  180®. 

f)  Die  Polygonwinkel  des  einen  Netzes  ergänzen  die 
ebenen  Winkel  der  Grenzflächen  des  ihm  selbst  um- 
oder  dem  konjugierten  Netze  eingeschriebenen  Polyeders 
zu  180^ 

g)  Die  zwei  konjugierten  Netzen  ein  -  oder  um- 
geschriebenen Polyeder  besitzen  dieselben  Axen  uuid 
Symmetrieebenon,  welche  den  Netzen  eigentümlich 
«ind. 

h)  Zwei  Polyeder,  welche  demselben  Netze  das  eine 
ein-,  das  andere  umgeschrieben  ist,  entsprechen  sich  polar 
in  Beziehung  auf  die  Kugel  des  Netzes  als  Direktrix. 

Hess.   Kugelteilung.  3 
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Die  besonderen  Anwendungen  dieser  Beziehungen  auf 
die  einzelnen  regulären  Polyeder  ergeben  sich  leicht  mit 
Benutzung  der  Tabelle  9)  in  §  9. 

2.  Von  den  sieben  regulären  Netzen  sind  diejenigen  I 
und  II  für  w-2i),  die  IV  und  VI,  V  und  VII  als  voll- 
zählige und  zwar  sowohl  holoedrische,  als  auch  hole- 
gonische  zu  bezeichnen,  da  bei  ihnen  zu  jeder  Fluche  die 
Gegenfläche,  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im  Netze  vor- 
handen ist.  Dagegen  sind  die  Netze  I  und  II  für  w  =  2|)  -f  1 
und  das  Netz  III  als  halbzählige  zu  bezeichnen.  Von 
den  beiden  ersten  ergiebt  sich  das  Netz  I  aus  demjenigen 
für  M  =  4^;  +  2  durch  Entfernung  von  2p  +  1  abwechselnd 
aufeinanderfolgenden  Eckpunkten  als  Hemigonie,  das  zweite 
aus  demjenigen  II  für  M=4;?-f-2  durch  Entfernung  von 
2p +1  abwechselnd  aufeinanderfolgenden  Haupthalbkreisen 
als  Hemiedrie.  Das  reguläre  Tetraedemetz  III  wird  als 
Hemigonie  des  Hexaedernetzes  VI,  ebenso  wie  das  regu- 
läre Tetraeder  aus  dem  Hexaeder,  erhalten;  das  reguläre ' 
Tetraeder  ist  zugleich  die  Hemiedrie  des  dem  Hexaeder- 
netze umgeschriebenen  (oder  dem  Oktaqderaetze  eingeschrie- 
benen) Oktaeders,  während  das  reguläre  Tetraedernetz  sich 
nicht  direkt  aus  dem  regulären  Oktaedemetze  durch  Ent- 
fernen von  Kanten  herleiten  lässt. 

3.  Die  Eckpuukte  eines  regulären  Netzes  bilden  ein 
sog.  regelmässiges  Punktsystem  (vergl.  §  1),  in  welchem 
um  jeden  Punkt  die  übrigen  Punkte  des  Systems  in  der- 
selben Weise  gruppiert  sind  und  die  von  jedem  Punkte  nach 
allen  übrigen  Punkten  gezogenen  sphärischen  Strahlenbüschel 
kongruent  sind.  Die  für  ein  solches  System  charakte- 
ristischen Deckbewegungen,  durch  welche  das  beweglich 
und  starr  gedachte  System  mit  dem  ihm  kongruenten 
festen  Systeme  zur  Deckung  gebracht  wird,  erfolgen  um 
die  oben  angegebenen  Axen  als  Drehaxen.  Die  Flächen- 
mittelpunkte eines  regulären  Netzes  bilden  als  Eckpunkte 
des  konjugierten  Netzes  ebenfalls  ein  regelmässiges  Punkt- 
system. 
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Die  Beantwortung  der  Frage,  ob  aus  einem  regulären 
Netze  noch  andere  regelmässige  Punktsysteme  erhalten 
werden  können,  wird  in  dem  nächsten  Kapitel  gegeben 
werden,  in  welchem  auch  diejenigen  regelmässigen  Punkt- 
systeme Berücksichtigung  finden,  fiir  welche  die  von  jedem 
Punkte  nach  allen  übrigen  Punkten  des  Systems  gezogenen 
sphärischen  Strahlenbüschel  untereinander .  zur  Hälfte  kon- 
gruent, zur  Hälfte  symmetrisch  gleich  sind. 


Drittes  Kapitel. 

Bestimmung  der  einfacheii  gleichflächigeii  und  der 
diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze. 


§14.  übersieht  über  die  Entwicklungen  dieses  Kapitels* 

Wir  geben  nunmehr  die  beschränkende  Bestimmung, 
dass  die  gleichen  Flächen  eines  Netzes  regulär  sein  sollen, 
auf  und  behandeln  in  diesem  Kapitel  die  Aufgabe,  alle  ge- 
schlossenen, durch  lauter  gleiche  (und  zwar  kongruente  oder 
symmetrisch- gleiche)  Polygone  zusammengesetzten  Netze  zu 
finden,  welche  die  Kugelfläche  einmal  bedecken.  Die  ver- 
schiedeuen  Gesichtspunkte ;  nach  welchen  man  diese  Netze 
einteilen  und  in  Gruppen  zusammenfassen  kann,  werden  bei 
den  nachfolgenden  Betrachtungen  von  selbst  hervortreten 
oder  an  den  geeigneten  Stellen  hervorgehoben  werden. 

Wir  werden  die  Untersuchimg  in  der  Weise  durchführen, 
dass  wir  der  Reihe  nach  die  möglichen  gleichflächigen 
Dreiecks-,  Vierecks-,  Fünfecksnetze  ableiten,  indem  wir 
immer  von  den  einfacheren  Fällen  ausgehen.  Es  wird  dann' 
hierbei  der  wichtige  Unterschied  zwischen  festen  und  ver- 
änderlichen gleichflächigen  Netzen  sich  ergeben. 

Zugleich  werden  wir  für  die  erhaltenen  gleichflächigen 
Netze  die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  bestimmen, 
d.  h.  diejenigen  Netze,  deren  Symmetrienetze  die  gleich- 
flächigen sind  und  deren  Eckpunkte  durch  homologe  Punkte 
dieser  Netze  gebildet  werden.  Diese  gleicheckigen  Netze 
oder  die  durch  sie  bestimmten  regelmässigen  Punktsysteme 
zerfallen  dann  entsprechend  in  solche  mit  festen  und  mit 
veränderlichen  Symmetrienetzen. 

Endlich  werden  wir  auch  die  den  gleicheckigen  Netzen 
eingeschriebenen  gleicheckigen  Polyeder,  sowie  die  den- 
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selben  umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeder,  von 
welch'  letzteren  in  den  meisten  Fällen  eine  Varietät  dem 
entsprechenden  gleichflächigen  Symmetrienetze  eingeschrieben 
werden  kann,  nebst  ihren  wichtigsten  Eigenschaften  auf- 
führen. Nach  diesen  Polyedern  sind  die  betreffenden  Netze 
auch  benannt  worden. 


Erste  Abteilung. 

Oleiclifläcliige  Dreiecksnetze  ^)  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzen. 

A)  Fall,  dass  die  Grenzfläche  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  ist. 


§16.  Ableitung  der  Relationen  und  der  möglichen  Fälle 

für  die  festen  derartigen  Netze. 

Indem  wir  bei  der  Bestimmung  der  Dreiecksnetze  von 
dem  speziellen  Falle^  dass  das  Dreieck  gleichschenklig 
sei,  ausgehen,  setzen  wir  vorauS;  dass  für  die  Winkel  A^^ 
A2yA^  und  die  Kanten  a^,  a,,  a^  die   Beziehung  bestehe: 

10)  A^^A^^    cc^^a^. 

Damit  das  Dreieck  mit  seinen  Wiederholungen  ein  die 
Kugelfläche  bedeckendes  Netz  bilden  kann,  muss  einmal 
die  Bedingung  erfüllt  sein 

720^ 

11)  ^1  +  2^2-180««    — 

oder 

IIa)      •  ^1  +  2^-^^-180«, 

wenn  wiederum  m  die  Anzahl  der  Dreiecke  des  Netzes  be- 
deutet. 


1)  Zweiecksnetze  brauchen  hier  nicht  berücksichtigt  zu  werden, 
da  sich  für  diese  nur  der  Fall  der  regulären  Zweiecksnetze  II)  (§  10) 
ergiebt.  Über  die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  im  Fall  eines 
geraden  v  vergl.  §  16,  lo  und  §  18,4  u.  5. 
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Was  zweitens  die  sphärischen  Ecken  eines  solchen 
Netzes  anlangt,  so  ergeben  sich  für  deren  Beschaffenheit 
und  Anordnung  mehrere  möglichen  Fälle.  Wir  berücksich- 
tigen zunächst  den  Fall  der  festen  derartigen  Netze,  bei 
deren  Grenzfläche  sowohl  der  Winkel  an  der  Basis,  wie  der- 
jenige an  der  Sßitze  eines  aliquoten  Teil  von  360^  beträgt 
und  bei  welchen  demgemäss  zweierlei  sphärische  Ecken 
auftreten.  Diejenigen  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  bilden,  sind  regulär,  während  die- 
jenigen, deren  Scheitel  die  Endpunkte  der  Basis  bilden,  als  halb  - 
reguläre sphärische  Ecken  zu  bezeichnen  sind  (vergl.  §  7,2). 

Für  derartige   Netze  gelten,    wenn  r,  die  Zahl   der   in 

einem  Eckpunkte  zusammenstossenden    gleichen  Winkel   Ai 

bedeutet,  die  Beziehungen: 

360% 

360^ 
oder 


12)  {""'i' 


,       360<> 
A, , 


12  a) 


^1 


360° 

'2  ^ 


-^o  =  7 


*'2 


aus  deren  Vereinigimg  mit  11)  sich  ergiebt: 

2         4  4 

13)  — +  4=1  +  - 

oder 

13«)         wi  = 


l/j  Vg  w 


4v^v^ 


2       j4_  __  j      4i/i  +  2 1^2  —  ^1^3 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  durch  die  Winkel  A^ 
gebildeten  Ecken  durch  /it^,  die  Anzahl  der  durch  Basiswinkel 
gebildeten  Ecken  durch  /[t^)  ^^  ^^^' 


14) 


7)1 

2  m 


und 

14a)  Vif*i  +  '^2  1^2'=- 3m; 

die  Länge  der  Kanten  ^2^^^»  ^^^  ^i   ^^^  Netzes  folgt  aus: 


.  Doppelpjramidennetze  VIII  etc. 
(        i         cos-j  Ai 


15) 


I  eosa^  =  cotgA^.colg-^^A^. 
Erteilt  man  nun  v,  und  v^  alle  zulässigen  ganzzahUgen 
Werte,  wobei  die  Zahl  Vj  notwendig  gerade  und  die  zu- 
aammen gehörigen  Werte  für  v,  und  v^  verschiedene  ganze 
Zahlen  sein  mUssen,  so  erhält  man  aus  obigen  Forniehi 
durch  einfache  Diskussion  nur  folgende  möglichen  Fälle: 


Nr.              auu  d(i  SttH). 

., 

- 

„;... 

.. 

,1,=^, 

-,=a, 

n=S,4,6... 

1 

», 

, 

m' 

so° 

SiiO° 

.ü» 

IX     TiiakliMlrMdsnieK   .  . 

XU     TiiikiiokliedemM.    .  . 
SUT     Trii.kl..ko»»edQniet.  .  . 

u 

i 

i: 

80' 

Sy 

1=0- -s,') 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  diese  gleichfiachigen 
Netze  hinsichtlich  ihrer  wichtigsten  Eigenschaften  nebst  den 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  und  den  entsprechenden 
gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyedern  der  Reihe  nach 
betrachtet  werden. 


%  16.  Doppelpyratnideniietze  YIII  nebst  den  zu- 
geordneten gleiclieekigen  Netzen  VIII'  and  den 
entsprechenden  Polyedern. 

1.  Diese  Netze  bestehen  aus  2n  (n>3)  kongruenten  zwei- 
rechtwinkligen sphärischen  Dreiecken,  deren  dritter  Winkel 

und  dritte  Kante  betragen.     In  den  beiden  diametral 

gegenüberliegenden  Punkten  A  und  A!  vereinigen  sich  die 
Spitzen  von  je  n  Dreiecken;  die  von  denselben  in  diesen 
Punkten  gebildeten  sphärischen  Ecken  sind  reguläre  n-ilä- 


1)  Vergl.  Formel  7)  in  §  9. 

2)  Vergl.  Formel  8)  in  §  9. 
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chige  Ecken  (vergl.  §  7,2);  die  Scheitel  B  der  n  anderen 
Ecken  liegen  auf  dem  Hauptkreise  a^  den  Punkten  eines 
regulären  n-Ecks  entsprechend.  Diese  sphärischen  Ecken  sind, 
da  die  vier  sich  rechtwinklig  schneidenden  Hauptkreisbogen 
abwechselnd  gleich  sind  (ausser  für  n<=4)  als  halb- 
reguläre vierflächige  Ecken  zu  bezeichnen  (vergl.  die  stark 
gezeichneten  Teile  der  Fig.  5  a  (n==3),  5/3  (»==5)  und  5y 
(n  =  4),  (das  reguläre  Oktaederuetz)  und  Fig.  5d  (n«=C). 
Diese  Netze^  welche  auch  passend  als 

Vin     sphärische  (2  +  w)-eckige  2n-Flache 
bezeichnet  werden  können,  entstehen  also  einfach  durch  Ver- 
einigung der   Netze   I  und  H  (Fig.  \a  und  1/3),  d.  h.  die 
Eckpunkte    eines    Doppelpjramidennetzes    entsprechen   den- 
jenigen eines  Zweiecks-  und  eines  Kreisteilungsnetzes. 

2.  Die  Symmetrieebenen  eines  Doppelpjramidennetzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  des  Ereisteilungs-  und  des 
Zweiecksnetzes,  durch  deren  Vereinigung  jenes  erhalten  wird 
(vergl.  §  10,  2).  Die  Ebene  der  gemeinschaftlichen  Basis  a, 
sowie  die  n  auf  diesen  senkrechten  Ebenen,  welche  die 
2n  Schenkel  und  die  2n  Symmetrie -Hauptkreisbogen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  bilden,  sind  also  direkt  sym- 
metrische Mittelebenen  des  Netzes. 

3.  Ebenso  besitzt  ein  Doppelpyramidennetz  dieselben 
Axen  und  von  gleicher  Zähligkeit,  wie  sie  den  beiden 
entsprechenden  Netzen  I  und  II  zukommen.  Es  sind  also 
zwei  gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete  n-zählige  Haupt- 
axen  {OA  und  OA!)  und  zwei  Gruppen  von  je  n  gleichen 
auf  diesen  senkrechten  zweizähligen  Queraxen  (OjB,  bezw. 
OB  und  OC)  vorhanden  (vergl.  §  10,  3),  wobei  fürn  =  2j;+  1 
je  zwei  entgegengesetzt  gerichtete  zweizählige  Axen  ver- 
schiedenen Gruppen  angehören.  Das  sog.  charakteri- 
stische Dreieck  erscheint  hier  als  die  Hälfte  einer  Grenz- 
fläche des  Doppelpyramidennetzes. 

4.  Für  n  =  2p  -f- 1  sind  die  Doppelpyramidennetze  als 
halbzählige  zu  bezeichnen  (§§  13,  2  u.  10,  5),  welche 
aus  den  dem  Werte  2n  entsprechenden  einfach  durch  Ent- 
fernung von  n  abwechselnd  aufeinander  folgenden  vierflächigen 
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Scken  erbalten  werden  können.  Die  n- flächigen  Ecken  mit 
den  Scheiteln  A  und  A!  entsprechen  sich  für  w  —  2j)  +  1  nicht 
als  Gegenecken. 

5.  Einem  Doppelpyramidennetze  lässt  sich  ein  gleich- 
flächiges Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges  Poly- 
eder umschreiben.  Das  eingeschriebene  Polyeder  ist  eine 
gerade  reguläre  Doppelpyramide,  deren  beide  End- 
ecken regulär  n- flächig,  deren  n  Randecken  halbregulär  vier- 
flächig  sind  (d.  h.  gleiche  ebene,  aber  abwechselnd  gleiche 
Flächen  Winkel  haben)  und  für  welche  die  End-  und  Rand- 
axen  gleich  lang  sind.  Das  in  ^en  Eckpunkten  des  Netzes 
der  Kugel  umgeschriebene  Polyeder  ist  ein  gerades  Prisma, 
dessen  beide  Endflächen  reguläre  n-Ecke,  dessen  n  Seiten- 
flächen Rechtecke  sind  und  für  welches  die  beiden  Endflächen 
und  die  n  Seitenflächen  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel  haben. 

Beide  Polyeder  entsprechen  sich  polar  in  Beziehung  auf 
die  Kugel  als  Direktrix;  die  Eckpunkte  des  umgeschriebenen 
Polyeders  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen  der  Grenzflächen 
des  eingeschriebenen;  die  Kanten  beider  Polyeder  entsprechen 
sich  als  reziproke  Polaren.  Die  Eckenaxen  des  umge- 
schriebenen oder  die  Flächenaxen  des  eingeschriebenen  Po- 
lyeders treffen  die  Kugel  in  den  Mittelpunkten  der  den  zwei- 
rechtwinkligen Dreiecken  des  Netzes  umgeschriebenen  Kreise. 
Diese  Punkte  sind  die  Eckpunkte  eines  der  Kugel  einge- 
schriebenen gleicheckigen  Polyeders^  welches  dem  umge- 
schriebenen ähnlich  ist,  während  die  in  diesen  Punkten  an 
die  Kugel  gelegten  Berührungsebenen  eine  der  eingeschriebe- 
nen ähnliche  Doppelpyramide  einschliessen. 

6.  Diese  Mittelpunkte  der  den  Grenzflächen  des  Netzes  VIII 
umgeschriebenen  Kreise  sind  die  Eckpunkte  eines  gl  ei  ch- 
eckigen Netzes^  welches  dem  gleichflächigen  konjugiert 
ist.  Denn  die  Kanten  dieses  gleicheckigen  Netzes  stehen 
auf  denjenigen  des  gleichflächigen  Netzes  in  deren  Mittel- 
punkten senkrecht  und  werden  selbst  in  diesen  Punkten 
halbiert;  sie  bilden  in  jedem  Mittelpunkte  eiiier  Fläche  des 
Netzes  YIII  eine  gleichschenklig- dreiflächige  sphärische  Ecke, 
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während  die  Flachen  des  gleicheckigen  Netzes  zwei  reguläre 
n-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A'  und  n  halbregu- 
läre  gleicheckige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  JB  dar- 
stellen. Jedes  dieser  beiden  Netze  ist  ein  Svmmetrienetz 
des  andern,  und  es  gelten  für  sie  im  wesentlichen  (d.  h. 
abgesehen  von  den  durch  den  Umstand,  dass  die  Grenz- 
flächen und  Ecken  nicht  sämtlich  regulär  sind,  bedingten 
Änderungen)  dieselben  Beziehungen,  welche  für  zwei  regu- 
läre konjugierte  Netze  im  §  13,1  a)  bis  h)  aufgestellt 
worden  sind.  Eine  solche  Änderung  findet  hauptsächlich 
in  betreff  der  unter  c)  ai^gesprochenen  Eigenschaft  statt, 
welche  nur  für  reguläre  Grenzflächen  gilt. 

7.  Nimmt  man  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer 
Fläche  des  Netzes  VIII,  d.  h.  dem  Halbierungskreise  des 
Winkels  ^3  und  der  gegenüberliegenden  Kante  a,  einen 
Punkt  P^  beliebig  an,  so  bilden  die  zu  Pj  homologen 
Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  VIII  die  Eck- 
punkte eines  gleicheckigen,  jenem  zugeordneten  (vergL 
§  7,  7)  Netzes.  Die  Kanten  desselben,  welche  je  zwei  be- 
nachbarte Punkte  P  verbinden,  stehen  senkrecht  zu  den 
Kanten  des  gleichflächigen  Netzes  und  werden  in  den  Schnitt- 
punkten halbiert;  sie  bilden  in  jedem  Punkte  P  eine  gleich- 
schenklig-dreiflächige sphärische  Ecke,  während  die  Flächen 
zwei  reguläre  «-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A^  und 
n  halbreguläre  gleicheckige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten 
li  darstellen  (vergl.  Fig.  öor,  5^,  by  und  56),  Wir  bezeichnen 
diese  gleicheckigen  Netze,  deren  Symmetrienetze  die  Netze 
VIII  sind,  auch  als 

VIII'     sphärische  (2  +  n)'iVdchige  2?i-Ecke. 

Für  n«4  erhält  man  ein  dem  regulären  Oktaedemetz 
zugeordnetes 

IV'     (2 +  4)-f lächiges  Achteck, 
dessen  beide  Endflächen  reguläre,  dessen  Seitenflächen  halb- 
reguläre Vierecke  sind. 

Das  in  G)  betrachtete  Netz  ist  der  spezielle  Fall  dieser 
Netze,  bei  welchem  der  Punkt  P  der  Mittelpunkt  des  der 
Grenzfläche  des  gleichflächigen  Netzes  umgeschriebenen 
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Kreises   ist  und  bei  welchem   auch  umgekehrt  das  gleich- 
eckige Netz  das  Sjmmetrienetz  des  gleicbfläcbigen  ist. 

WeDn  der  Punkt  Pj  speziell  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  A^B^B^  eingeschriebenen  Kreises  ist,  so  werden 
die  senkrechten  Abstände  jedes  Punktes  P  von  den  *Kanten 
des  ihn  einschliessenden  Dreieckes  gleich,  die  sämtlichen 
Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  also  einander  gleich  und 
die  n  Seitenflächen  zu  regulären  Vierecken.  Wir  be- 
zeichnen dieses  besondere,  zugleich  gleicheckige  und 
gleichkantige  Netz  als  die  Archimedeische  Varietät 
der  Netze  VIII'. 

8.  Den  Netzen  VIII'  kommen  dieselben  Symmetrie - 
ebenen  und  dieselben  Axen  von  gleicher  Zähligkeit 
zu,  wie  den  zugehörigen  Symmetrienetzen  VIII  (vgl.  2  u.  3 
dieses  Paragraphen).  Insbesondere  möge  hervorgehoben  wer- 
den, dass  für  die  Archimedeische  Varietät  die  Axen  OJÖ, 
wiewohl  sie  für  die  regulären  Vierecke  vi  erzählige  Axen 
sind,  doch  für  das  Netz  nur  die  Bedeutung  zweizähliger 
Axen  haben. 

9.  Jedem  Netze  VIII'  lässt  sich  ein  gl  ei  checkiges 
Polyeder,  nämlich  ein  gerades  Prisma  mit  regulären  End- 
flächen einschreiben  und  ein  gleichflächiges  Polyeder,  näm- 
lich eine  gerade  reguläre  Doppelpyramide  umschreiben. 
Beide  Polyeder,  welche  man  bez.  als 

[VIII']     gleicheckige  (2  +  n)-flächige  prismatische 

,     ,  2w-Ecke 

und  als 

[VIII]  gleichflächige  (2  +  n)-eckige  2w-Flache 

bezeichnen  kann,  entsprechen  sich  polar   in  Beziehung  auf 
die  Kugel  (vergl.5  dieses  Paragraphen);  ihre  Symmetrieebenen 
und  Axen  sind  dieselben,  wie  diejenigen  der  zugehörigen  Netze. 
Der  Archimedeischen  Varietät  der  Netze  entspricht  bez 
die  Archimedeische  Varietät  der  zugehörigen  Polyeder. 

10.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  gleich- 
eckigen Netze  VIII'  werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  P  alle 
möglichen  Lagen  auf  dem  Quadranten  einnimmt,  welcher 
das  zweirechtwinklige  Dreieck  des  Netzes  VIII  in  zwei  sym- 
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AMtuuid  «b»  Pnikxea  P.  T'Hl  *ier  Spins  A  des  giedk- 
seiLOLkli^en  Dreieesa  mfs  £«.  «iiai  AJäffcuui  de»  Ptmktes  P^ 
Tou  einem  Eiuipaiikce  jE»  «ier  Btsis  mic  £v.  «iie  Kantwi  and 
PoiTtronirixikel  des  zLridieckiTgen.  X^ues  darck  aeeoitaierte 
Bfnrh^aoen  «'j,  «\««'j  and  ^'..  ^'*=«^*,.  wobei  also  je 
zwei  aafehianiier  lenkredite  Kanrwi  des  cLesdieckigeii  und 
des  gleiehffjrfiTggn  Netzes  deoselbea  Index  er&alxeii,  so 
geben  siek  leiefax  folgende  BeiAtionen.: 


17« 


l¥}*  1S*>** 


iW  -^ 

t«J 

«il» 

c«il1l- 

«wi£,= 

=  iMI£x 

CiW- 

II 

-«3 

r   i  *': 

—  *» 

'-f.. 

ft><y 

'ß 

«^^a 

t^tamg 

1^>* 

4» 

j',= 

1S>>' 

Dem  Werte  £,-=00*  entspricht  der  Grenz&U  der  re- 
galaren   Ereisteilanganetze  I  •  TergL  §  ^,  I  und  §  9.  9). 

Far  die  dem  Netze  VIII  konjugierte  Varietät  des 
Netzes  Vlir  wird  £«»£,«=12  gleich  dem  gemeiasehaft liehen 
Werte  fär  die  Radien  des  dem  zweireehtwinkligoi  Dreiecke 
and  den  beiderlei  Grenzflächen  des  Netzes  VI  11'  umge- 
schriebenen  ELreises.  Alsdann  bestehen  ixt  einfachen  Be- 
z;ehangen: 


17/J) 


n 


•    £^  =  £t  =  i?. 


1  1^«'»^ 

tang  \  «/^  =  -^  i^ing 


V2 


n 


aus  welchen  z.  B.  für  w-=4,  aj=  1S<J'^  — 2ij,  d.  h.  die  Kante 
des  regulären  Hexaedemetzes  VI  (vergL  §  9,  9)  sich  ergiebt. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  VIII'  ist: 


17y; 


cotg  Ba  =  Sin j 


n 


i«'i=  U'2=  J-a',=P=90'^-£„ 


wo  P  den  Radius  des  dem  zweirechtwinkligen  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises  bedeutet.  Für  >i  =  4  resultiert  wieder- 
um das  Hexaedemetz  VI. 
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11.  Was  die  einem  Netze  VIIF  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sich  die  für  dieselben  cha- 
rakteristischen Grössen  in  einfacher  Weise  aus  den  obigen 
Relationen. 


§  17.  Beziehungen  für  die  einem  gleicheckigen  Netze 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder. 

Wir  wollen  bei  dieser  Gelegenheit  gleich  allgemein 
die  Beziehungen  aufstellen,  welche  für  solche  Polyeder 
gelten,  die  einem  gleicheckigen  Netze  bezw.  ein-  und  um- 
geschrieben sind  (vergl.  §§  7,8  und  auch  §  13e  u.  f). 

a)  Die  sphärischen  Kanten  a,  und  Winkel  Ai  des 
gleichflächigen  Netzes,  welchem  das  gleicheckige  Netz  zu- 
geordnet ist,  ergänzen  bezw.  die  Innenflächenwinkel  TF',  und 
die  ebenen  Winkel  m?',  des  dem  gleicheckigen  Netze  ein- 
geschriebenen gleicheckigen  Polyeders  zu  180^,  d.  h. 

es  ist 

.«  .  f  IT',  =  180^-«,, 

^^*^  1  tl;^=180«-^^. 

b)  Die  sphärischen  Kanten  a',  und  Winkel  A\  des 
gleicheckigen  Netzes  ergänzen  bezw.  die  Innenflächenwinkel 
Wi  und  die  ebenen  Winkel  w?,  des  diesem  Netze  um- 
geschriebenen gleichflächigen  Polyeders  zu  ISO®,  d.  h. 
es  ist 


1RM  /Fi-lSO«-«',, 


c)  Bedeuten,  wie  bisher,  £a,  «6...  die  sphärischen  Ra- 
dien der  den  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  umge- 
schriebenen Kreise  (d.  h.  die  Abstände  eines  Eckpunktes  P^ 
von  den  Eckpunkten  der  Grenzfläche  des  gleichflächigen 
Symmetrienetzes),  so  bestehen  für  die  senkrechten  Abstände 
p'a,  p'&***  der  yerschiedenen  Grenzflächen  des  gleicheckigen 
Polyeders  vom  Mittelpunkte,  sowie  für  die  mit  jenen  Ab- 
ständen gleichgerichteten  Eckradien  Qa,  Pd-«*  des  umge- 
schriebenen Polyeders  die  Relationen: 
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18c) 


g'a  ^  r  cos  Sa,       qU  ■=  r  C05  «6  . . . , 

r  r 

Qa  =  — ; —  J         Qb  = 


cos  £a  COS  £b 


g'iQi^r^, 


wo  r  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet. 

d)  Die  Kanten  K'i  des  eingeschriebenen  gleicheckigen 
Polyeders  sind  die  Sehnen  zu  den  Bogen  a',,  welche  die 
Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  bilden;  jede  Kante  K\  des 
umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  ergiebt  sich  aus 
den  beiden  zugehörigen  Eckradien  qj.,  qi  und  dem  von  diesen 
eingeschlossenen  Winkel  a,-,  d.  h.  es  ist 

Die  Anwendung  dieser  Beziehungen  auf  die  den  Netzen 
VII r  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  bietet  keine 
Schwierigkeit.  Insbesondere  entspricht  dem  unter  17  a)  an- 
gegebenen Werte  für  f«  bezw.  diejenige  Varietät  der  beiden 
Polyeder,  welche  zugleich  einer  Kugel  ein-  und  einer  an- 
dern umgeschrieben  werden  kann;  dem  aus  17^)  folgenden 
Werte  für  Sa  entsprechen  die  Archimedeischen  Varietäten 
beider  Polyeder. 

§  18.    Doppelpyrainidennetze  YIII^  nebst  den  zu- 
geordneten  gleichockigen   Netzen    VIII"    und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Wenn  n  =  2p  eine  gerade  Zahl  ist,  so  sind  dem 
Doppelpyramidennetze  VIII  gleicheckige  Netze  von  noch 
allgemeinerer  BeschaflFenheit  zugeordnet,  *  als  die  in  §  16 
unter  7  bis  10  betrachteten.  Nimmt  man  nämlich  in  die- 
sem Falle  im  Innern  eines  zweirechtwinkligen  Dreiecks  des 
Netzes  VIII  beliebig  (also  nicht  gerade  auf  dem  Symme- 
triehauptkreise) einen  Punkt  Pj  an,  konstruiert  die  zu  dem- 
selben in  Beziehung  auf  die  einschliessenden  Hauptkreise 
symmetrisch  liegenden  Punkte  und  verfahrt  mit  den  er- 
haltenen Punkten  in  gleicher  Weise  u.  s.  f.,  so  erhält  man 
ein   gleicheckiges   Netz,    für    welches  je    zwei   benachbarte 
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sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  P  in  zwei  längs  einer  Kante 
aneinanderstossenden  Dreiecken  des  Netzes  VIII  liegen,  nicht 
kongruent,  sondern  symmetrisch  gleich  sind  (vergl. 
Fig.  6«  (p  =  2),  6/3  (p  =  3),  6y  (p-.4),  6d  (p  =  5). 

Die  2 11  dreiflächigen  Ecken  dieses  Netzes,  deren  Winkel 
sowohl  wie  Kanten  im  allgemeinen  ungleich  sind,  zerfallen 
also  in  zwei  Gruppen  von  je  2p  rechten  und  2p  linken  Ecken. 
Die  heiden  Endflächen,  deren  Kanten  auf  den  Schenkeln  der 
Dreiecke  des  Netzes  VIII  senkrecht  stehen,  sind  halbregu- 
läre gleicheckige  (j)+^)- kantige  2.^;-Ecke  mit  den  Mittel- 
punkten A  und  J.',  während  die  Seitenflächen  zwei  verschie- 
dene Gruppen  von  je  p  halbregulären  (2  -f  2)  -  kantigen 
2 . 2-Ecken  mit  bez.  den  Mittelpunkten  B^ ,  J?g,  ^^5, . . .  und  iJg, 
-^4)  -^G'-'  bilden.  Wir  bezeichnen  diese  Netze  daher  auch  als 
Vm"     sphärische  (2+i)-f j))-flächige  2.2p'Ecke. 

2.  Die  direkt-symmetrischen  Mittelebenen  eines 
Netzes  VIII"  sind  ausser  der  Ebene  des  Hauptkreises  a,  der 
gemeinschaftlichen  Basis,  die  p  Ebenen,  welche  die  Schenkel 
der  Dreiecke  des  Netzes  VIII  erzeugen,  während  die  p  Ebenen 
'der  Symmetriehauptkreise  dieser  Dreiecke  für  das  Netz  VIII" 
keine  Symmetrieebenen  sind.  In  der  That  sind  die  sämt- 
lichen Eckpunkte  P  des  Netzes  VIII"  nur  dann  homologe 
Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  VIII,  wenn  diesen 
letzteren  selbst  keine  Symmetriehauptkreise  zukommen.  Man 
hat  also  in  diesem  Falle  auch  das  Doppelpyramidennetz  VIII 
als  ein  solches  aufzufassen,  dem  jene  p  Symmetrieebenen 
nicht  eigentümlich  sind,  und  je  zwei  längs  eines  Schenkels 
aneinanderstossende  zweirechtwinklige  Dreiecke  dieses  Netzes 
nur  als  symmetrisch  gleich  zu  betrachten  (vergl.  die 
Schraffierung  in  Fig.  6  a). 

Wir  können,  um  auszudrücken,  dass  das  Netz  VIII  die 
angegebene  Beschaffenheit  hat,  dasselbe  als 

VIIIcc     sphärisches   (2-f-2>-f-2>)-eckiges  2.2|}-Flach 

bezeichnen. 

Was  die  Axen  des  Netzes  VIII"    anlangt,  so  besitzt 
dasselbe  zwei  gleiche,  entgegengesetzt  gerichtete  |>-zählige 


48     Drittes  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichilächig.  u.  d.  etc.  Netze. 

Hauptaxen  (0-4 und  OÄ)  und  zwei  Gruppen  von  je|)  gleichen^ 
auf  diesen  senkrechten  zweizähligen  Axen  {OB),  wobei, 
wenn  p  eine  ungerade  Zahl  ist,  je  zwei  entgegengesetzt 
gerichtete  zweizählige  Queraxen  verschiedenen  Gruppen 
angehören.  Das  Doppelpyramidennetz  Villa,  welchem  die 
Netze  VIII "  zugeordnet  sind,  besitzt  also  auch  nur  diese 
Axen;  während,  wenn  die  Grenzflächen  des  Netzes  VIII  als 
einander  kongruent  und  selbst  aus  zwei  symmetrischen  Hälften 
bestehend  betrachtet  werden  (wie  §  16,  2  u.  s)  die  Zählig- 
keit  der  beiden  Hauptaxen  2p  betragen  und  zu  den  2p  Quer- 
axen noch  2p y  nämlich  die  Axen  OC  (Fig.  1/3),  hinzutreten 
würden,  welche  die  Winkel  des  ersteren  halbieren. 

Speziell  für  p  =  2  ergiebt  sich,  dass  die  vierzähligen 
Axen  des  Oktaedernetzes  jetzt  nur  noch  die  Bedeutung 
von  zweizähligen  haben  und  zwar,  dass  ein  Paar  als  die 
Hauptaxen,  die  anderen  beiden  Paare  als  Nebenaxen  auf- 
zufassen sind;  und  femer,  dass  die  sechs  Symmetrieebenen 
&t,  &2...&ß  dem  Netze  nicht  mehr  zukommen. 

3.  Jedem  Netze  VIII"  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
nämlich  ein  gerades  Prisma  mit  gleicheckigen,  halbregulären 
Endflächen,  dessen  Seitenflächen  zwei  Gruppen  von  Rechtecken 
bilden  und  welches  2p  rechte  und  2p  linke  gleiche  drei- 
flächige Ecken  besitzt,  eingeschrieben  werden.  Wir  be- 
zeichnen ein  solches  Polyeder  als 


[VIII"]     gleicheckiges  (2+2}+p)-flächige8, 
prismatisches  2.2^-Eck. 

Das  dem  Netze  VIII"  in  dessen  Eckpunkten  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  gleicheckigen 
polar  entspricht,  ist  eine  gerade  Doppelpyraraide,  welche 
von  2p  rechten  und  2p  linken  unregelmässigen  Dreiecken  be- 
begrenzt ist  und  deren  ebener  Rand  ein  (p+jp)- eckiges  gleich- 
kantiges 2.p-Kant  ist.  Die  beiden  Scheiteleckeu  sind  halb- 
regulär 2|)-flächig,  mit  2p  gleichen  ebenen  und  abwechselnd 
gleichen  Flächen  winkeln;  die  Randecken  bilden  zwei  Gruppen 
von  je  vier  halbregulär- vierflächigen  Ecken.  Wir  bezeichnen 
dies  Polyeder  als 
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[Villa]     gleichflächiges  (2+p+jp)-eckiges, 
ebenrandiges  2.2|>-Flach. 
Für  |>  =  2   ist   das   gleicheckige   Polyeder   ein   gerades 
rechtwinkliges  Parallelepiped,  das  gleichflächige  ein  rhom- 
bisches Oktaeder. 

4.  Um  die  wichtigsten  für  die  Netze  VIII"  geltenden  Re- 
lationen zu  erhalten,  bestimmen  wir  die  Lage  eines  Punktes  P 
z.  B.  Fl  innerhalb  des  Dreieckes  AB^B^  (Fig.  6a  —  6d)  durch 
den  sphärischen  Abstand  Sa  dieses  Punktes  von  A  (die  Pol- 

JgQO 

distanz)  und  den  Winkel  '9'a=>c ,  welchen  der  Haupt- 
kreisbogen AP^  mit  demjenigen  AB^  bildet  (die  Länge); 
wobei  0<x<l  ist.  Werden  alsdann  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Punktes  P^  von  den  Endpunkten  J?^,  B^  der 
Basis  durch  f^n  ^62;  ^^  senkrechten  Abstände  von  den  Kanten 
B^B^j  AB^  und  AB^  bezw.  mit  -fa'^,  -Ja'g,  -f^'s;  ^^^  ^^^ 
denselben  bei  P^  gebildeten  Winkel  bezw.  durch  A!^^  A\,  A'^ 
bezeichnet;  sodass  also  diese  Winkel  die  Polygonwinkel,  a\^ 
a'2,  a'3  die  Kanten  des  Netzes  VIII"  bedeuten,  und  sind 
A'\  und  A"\  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche  der  Haupt- 
kreisbogen AiP^  den  Winkel  A\  zerlegt  (vergl.  Fig.  6*, 
in  welcher  P^A^Ca,  P^B^^e^,^^  PiB^^st^^  ^iA*=*i«'n 
P^Dg  —  -f  «'2,  PjDg  =  4^  a'3  ist),  so  ergeben  sich  leicht  folgende 
Beziehungen  för  die  Elemente  der  Netze  VIII": 
.    ,    ,        .         .      180« 

2     8  «  ^ 

JgQO 

sin  \  a'g  —  sin  Sa  /fm  (I  —  x)  —  ■  p    -|  a\  ==»  90«  --  €a  , 
cotg  A\  =  cos  €a  fang  x j 


19a) 


cotg Al^\ « Cös ff« toi^g (1  —  x)  - 

^'a  -  180«  -  Al\ ,  ^'3  =  180«  -  J^'\ ,  ^', «  ^"1  +  A 

180«  .  ,,       ,  180«n 

COSBb^  '^SinSaCOSX }    C0SSb2'^StneaC0S{l'-X) }' 


w 


1 ) 


1)  Vergl.  Formel  2)  in  §  6. 

H€8f,  Kngelteilung. 
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Die  Elemente  der  Netze  VIII"  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  Sa  und  x  ab,  wobei  0<£a  <90^, 
0<x<l  ist. 

Für  j7»2  erhält  man  die  Relationen  für  das  dem  Ok- 
taedemetz  zugeordnete 

IV"     prismatische  (2  +  2  +  2)-flächige  2 . 4-Eck. 

Für  £a  =  90^  resultiert  der  Grenzfall  der 

II'     halbregulären  Ereisteilungsnetze: 

19/3)  a'i  =  0,  ^'i-180« 

(s.  Fig.  6g,  jj)«=4),  welche  den  regulären  Zweiecksnetzen  zu- 
geordnet sind.  Je  zwei  benachbarte  Zweiecke  dieser  Netze 
sind  dann  ebenfalls  nur  als  symmetrisch-gleich  aufzufassen. 

Für  X  «^  Y  werden  bei  einem  beliebigen  Werte  des  Ba 
die  einem  geraden  Werte  von  n  entsprechenden  Netze  VIII' 
(vergl.  7  —  9  des  §  16)  erhalten. 

Was  die  einem  Netze  VIII"  ein-  und  umgeschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sich  die  sämtlichen  wesent- 
lichen Relationen  einfach  aus  den  Formeln  18  a)  bis  18  (Z), 
wenn  die  bezüglichen  Werte  aus  19  a)  in  dieselben  einge- 
führt werden. 

Auf  die  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  Saj  x  und 
den  sog.  Ableitungskoefficienten  dieser  Polyeder  wird 
später  (im  fünften  Kapitel)  eingegangen  werden. 

5.  Wir  wollen  zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  noch 
eine  allgemeine  Bemerkung  anfügen,  welche  durch  die  letzten 
Betrachtungen  veranlasst  wird  und  welche  auch  für  die 
weiteren  Untersuchungen  von  Wichtigkeit  ist. 

Die  Netze  VIII"  boten  uns  zuerst  einen  Fall  solcher 
gleicheckigen  Netze  dar,  welche  gleiche,  abwechselnd  kon- 
gruente und  symmetrische  Ecken  besitzen  und  deren  Eck- 
punkte als  homologe  Punkte  der  Dreiecke  des  Symmetrie- 
netzes VIII  beliebig  im  Innern  derselben  gewählt  werden 
konnten. 

Für  alle  solche  gleichflächigen  Netze,  bei  welchen  jeder 
Winkel  der  Grenzfläche  einen  aliquoten  Teil  von  360^  be- 
trägt,  die  Ecken  des  Netzes  aber  regulär  oder  halbregulär 
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sind,  müssen  die  Eckpunkte  eines  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  —  als  solche  homologe  Punkte  der  Grenzflächen, 
welche  zu  den  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen  —  die 
Eckpunkte  von  regulären  oder  halbregulären  (gleich- 
eckigen) Polygonen  sein,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte 
des  gleichflächigen  Netzes  sind.  Die  Eckpunkte  jeder  Grenz- 
fläche des  gleicheckigen  Netzes  können  daher  aus  einem 
derselben  (z.  B.  P^)  als  Spiegelbilder  erhalten  werden,  welche 
durch  die  vereinte  Wirkung  der  spiegelnd  zu  denkenden 
Ebenen  der  beiden  Hauptkreise,  welche  den  Punkt  P^  ein- 
schliessen,  erzeugt  werden  (vergl.  §  5,  4  und  §  4,  2).  Ist 
der  Winkel   dieser   beiden    den   Punkt   P^    einschliessenden 

360® 
Uauptkreise  ,   so  kann  für  v«2^)  der  Punkt  Pj  eine 

beliebige  Lage  innerhalb  des  Winkels  haben:  die  entstehen- 
den Spiegelbilder  stellen  alsdann  nebst  dem  Punkte  P^ 
selbst  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  (p +^)- kantigen 
2.|}-Ecks  dar;  ist  aber  i/  — 2^+1,  so  muss  der  Punkt  P^ 
auf  dem  Halbierungshauptkreise  des  Winkels  liegen:  die 
Spiegelbilder  nebst  dem  Punkte  sind  alsdann  die  Eckpunkte 
eines  regulären  i/-Ecks. 

Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  Winkel  einer  Grenzfläche 

A       1  •  i,fl.-  1,-        V  .       360«   360«  360«      ,   ,  , 

des  gleichfiachigen  Netzes , , ...  betragen,  und 

sämtliche  Zahlen  v^  v^,  v^...  gerade  sind,  der  Punkt  P^ 
beliebig  im  Innern  der  Grenzfläche  gewählt  werden  kann, 
i^ährend,  wenn  eine  der  Zahlen  Vj,  v^,  1/3  ungerade  (oder 
auch  «2)  ist,  derselbe  auf  dem  Halbierungskreise  dieses  Win- 
kels liegen  muss;  wenn  zwei  dieser  Zahlen  ungerade  sind, 
also  nur  ein  bestimmter  Punkt  der  Grenzfläche  sein  katm. 
Wenden  wir  diesen  Satz  noch  auf  die  regulären  Netze I 
bis  Vn  an,  so  folgt,  wie  auch  schon  bei  den  Betrachtungen 
des  §  16  unter  7  und  10  und  dieses  Paragraphen  unter  4 
hervorgetreten  ist,  dass  nur  beim  regulären  Oktaeder- 
netz IV  und  bei  dem  regulären  Zweiecksnetz  II  für 
i/«2p  sich  auch  bei  beliebiger  Lage  des  Punktes  P^  inner- 
halb  oder   bez.  auf  einem  Symmetriekreisbogen  der   Grenz- 
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fläche  dieser  Netze  zugeordnete  gleicheckige  Netze  IV"  (oder 
speziell  IV '  und  II')  ergeben.  Für  die  anderen  regulären 
Netze  jedoch,  nämlich  die  Netze  III,  V,  VI,  VII  und  das 
reguläre  Kreisteilungsnetz  I  (bei  welchem  die  Winkel  der 
Grenzflächen  180^  betragen)  können  die  Punkte  P  der  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netze  nur  die  Mittelpunkte  der 
regulären  Grenzflächen  sein. 

Dagegen  tritt  für  die  regulären  Kreisteilungsnetze  I, 
falls  n  «  2jp  ist,  der  besondere  Umstand  ein,  dass  diesen  sich 
halbreguläre  Zweiecksnetze,  deren  Eckpunkte  die  Mittel- 
punkte A^A*  der  Grenzflächen  jener  (der  Pol  und  Gegenpol 
zu  dem  gemeinsamen  Hauptkreise  d)  sind,  zuordnen  lassen, 
da  jeder  von  A  (oder  A*)  nach  einem  beliebigen  Punkte  von  a 
gezogene  Hauptkreisbogen  auf  diesem  senkrecht  steht.  Es 
sind  also  einem  regulären  Kreisteilungsnetze  I,  wenn  n»2|)  ist: 

I'     gleicheckige,  h'albreguläre  Zweiecksnetze 

zugeordnet  (vergl.  Fig.  6$,  in  welcher  die  Haupthalbkreise 
APi^  AP^,..  vollständig  ausgezogen  zu  denken  sind,  während 
das  reguläre  Kreisteilungsnetz  mit  den  Eckpunkten  B^^B^.,, 
das  zugehörige  Symmetrienetz  darstellt). 

§  19.    Triakistetraedernetz  IX  nebst  den  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  IX'  und  den  entsprechenden 

Polyedern. 

1.  Die  Grenzfläche  des  Triakistetraedernetzes  IX  ist 
(vergL  Tabelle  16  in  §  15)  ein  gleichschenkliges  Dreieck^ 
für  welches  die  Beziehungen  gelten: 

A,^  -  60^       cc^ «  «3  =  180«  -  2  y], 

120«,  i  =  2i?0- 

Die  zwölf  Grenzflächen  des  Netzes  bilden  vier  regulär 
dreiflächige  Ecken,  deren  Scheitel  den  Spitzen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  entsprechen,  und  vier  halbreguläre 
sechsflächige  sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  die  Endpunkte 
der  Basen  sind. 


■«)  \t 


1)  Vergl.  Formel  7}  in  §  9. 
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Dieses  Netz  wird  daher  einfach  aus  dein  regulären 
Tetraedernetz  III  (§  11, i,  vergl.  Fig.  2«  u.  2/3)  erhalten, 
wenn  die  Mittelpunkte  der  vier  regulären  Dreiecke  (z  B. 
Ol,  C'j,  C3,  C4),  welche  die  Eckpunkte  des  konjugierten 
Tetraedemetzes  sind,  durch  Hauptkreisbogen  (=180*^  — 2i^) 
mit  den  Eckpunkten  (z.B. Cg,  G,,  C4,  C\)  verbunden  werden 
(vergl.  die  stark  gezeichneten  Teile  der  Fig.  7  a  und  7/3, 
welche  bezüglich  der  Fig.  2«  und  2/3  entsprechend  die  stereo- 
graphische Projektion  für  die  Projektionspunkte  C^  und  A^ 
darstellen).  Da  diese  Verbind ungskreisbogen  Fortsetzungen 
der  Hauptkreise  h  des  Tetraedernetzes  darstellen,  so  werden 
die  gesamten  Kanten  dieses  Netzes  durch  die  Hauptkreise  h^ 
welche  bis  auf  einen  Bogen  (z.  B.  C^A^C^'^  180^ —  271)  aus- 
gezogen sind,  gebildet.  Die  4  +  4  Eckpunkte  C  entsprechen 
denjenigen  eines  regulären  Hexaedernetzes  VI,  aus 
welchem  hiemach  das  Netz  IX  ebenfalls  in  einfacher  Weise 
hergeleitet  werden  kann. 

Wir  bezeichnen  dies  Triakistetraedernetz  auch  als 

IX     sphärisches  (4  +  4)-eckiges  4.3-Flach. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  der  beiden  konjugierten  regu- 
lären Tetraedemetze,  aus  welchen  das  Netz  zusammengesetzt 
ist.  Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen 
sind  die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  h^,  bj.,,bQ.  Die  vier 
nach  den  Eckpunkten  der  dreiflächigen  Ecken  gerichteten 
Kugelradien  sind  vier  gleiche  dreizählige  Axen,  ebenso  stellen 
die  vier  diesen^  entgegengesetzt  gerichteten,  nach  den  Eck- 
punkten der  sechsflächigen  Ecken  gezogenen  Radien  vier  unter 
sich  gleiche  dreizählige  Axen  dar.  Ausserdem  bilden  die  nach 
den  Mittelpunkten^ der  Basen  der  gleichschenkligen  Dreiecke 
gericht-eten  Kugelradien  drei  Paare  von  entgegengesetzt  ge- 
richteten, einander  gleichen,  zweizähligen  Axen  Das  sog. 
charakteristische  Dreieck  erscheint  also  hier  als  die  Hälfte 
der  Grenzfläche  eines  Triakistetraedernetzes  (vergl.  §  11,  2). 

Das  Triakistetraedernetz  ist  ein  halbzähliges,  insofern 
zu  keiner  Grenzfläche  die  Gegenfläche  und  zu  keiner  Ecke 
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am  Gegenp unkte  des  Scheitels  die  Gegenecke  im  Netze  vor- 
handen ist. 

3.  Wird  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche 
des  Netzes  IX  z.  B.  auf  0^-4^  irgend  ein  Punkt  P^  ange- 
nommen und  werden  alsdann  die  zu  P^  homologen  Punkte  P 
sämtlicher  Grenzflächen  konstruiert,  so  bilden  diese  Punkte  P, 
von  denen  je  zwei  benachbarte  zu  einer  Kante  des  Netzes  IX 
symmetrisch  liegen,  die  Eckpunkte  eines  diesem  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzes.  Die  Kanten  dieses  Netzes^ 
welche  senkrecht  zu  denjenigen  des  gleichflächigen  Netzes 
stehen  und  in  den  Schnittpunkten  halbiert  werden,  bilden 
in  jedem  Punkte  P  eine  gleichschenklig-dreiflächige  sphärische 
Ecke;  die  Flächen  des  Netzes  sind  vier  reguläre  Dreiecke 
mit  den  Mittelpunkten  Ci^C^^G\^C\  und  vier  halbregu- 
läre (3 -f  3) -kantige  gleicheckige  Sechsecke  mit  den  Mittel- 
punkten Cg,  Cg,  C'4,  C'i  (vergl.  Fig.  7a  u.  Iß). 

Ein  solches  gleicheckiges  Netz,  dessen  Symmetrienetz 
das  Netz  IX  ist,  wird  daher  auch  passend  als 

IX'     sphärisches  (4 -f4)-f lächiges  4.3-Eck 
bezeichnet. 

Für  jede  Lage  des  Punktes  P,  auf  dem  Symmetriekreis- 
bogen A^C^  resultiert  eine  bestimmte  Varietät  dieser  gleich- 
eckigen Netze.  Ist  der  Punkt  P^  speziell  der  Mittelpunkt 
des  dem  Dreiecke  C^C^C^  eingeschriebenen  Kreises,  so 
werden  die  sämtlichen  Kanten  des  Netzes  gleich,  die  halb- 
regulären  Sechsecke  zu  regulären  Sechsecken;  dies  be- 
sondere, zugleich  gleicheckige  und  gleichkantige 
Netz  bezeichnen  wir  als  die  Archimedeis.che  Varietät 
der  Netze  IX'. 

Der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C^C^C^  umge- 
schriebenen Kreises  fällt  hier  mit  dem  Halbierungspunkte 
der  Basis,  d.h. dem  Punkte  A^  zusammen.  Das  dem  Netze  IX 
konjugierte  gleicheckige  Netz  ist  also  wiederum  das  regu- 
läre Oktaedernetz  IV,  dessen  Eckpunkte  die  sechs  Mittel- 
punkte A  der  Basen  des  gleichflächigen  Netzes  IX  sind  und 
dessen  Kanten  in  den  Mittelpunkten  li  der  Schenkel  desselben 
auf  diesen  senkrecht  stehen  (s.  Fig.  3).    Jedoch  ist  jetzt  das 
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reguläre  Oktaedemetz,  da  sein  Symmetrienetz  nicht  das  regu- 
läre Hexaedemetz  VI,  sondern  das  Netz  IX  ist,  als  der- 
jenige Grenzfall  des  gleicheckigen  Netzes  IX'  zu  betrachten, 
bei  welchem  die  auf  den  Basen  senkrechten  Kanten  ver- 
schwinden, demgemäss  die  vier  halbregulären  Sechsecke  als 
reguläre  Dreiecke  erscheinen  und  in  jedem  Eckpunkte  A  die 
Scheitel  von  zwei  gleichschenklig  -  dreiflächigen  Ecken  zu- 
sammenfallen. 

Die  Symmetrie -Ebenen  und  Axen  der  gleicheckigen 
Netze  IX'  sind  dieselben,  wie  diejenigen  des  zugehörigen 
Synmietrienetzes  IX. 

4.  Jedem  Netze  IX'  lässt  sich  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder, nämlich 

[IX']     ein  gleicheckiges  (4-f-4)-flächiges  4.3-Eck 
(ein  Polyeder,  welches   sich   auch  durch  gleichmässige  und 
gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines  regulären  Tetraeders 
erhalten  lässt)  einschreiben  und  ebenso  ein  jenem  polar  zu- 
geordnetes gleichflächiges  Polyeder,  nämlich 

[IX]   ein  gleichflächiges  (4-|-4)-eckiges  4.3-Flach 
(ein  Triakistetraeder  oder  Pyramidentetraeder)  umschreiben. 

Der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  IX'  ent- 
sprechen die  Archimedeischen  Varietäten  bez.  des  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeders. 

Das  dem  unter  3.  betrachteten,  dem  Netze  IX  konju- 
gierten Netze  eingeschriebene  Polyeder  ist  ein  reguläres 
Oktaeder,  welches  aber  als  derjenige  Grenzfall  der  gleich- 
eckigen Polyeder  [IX']  anzusehen  ist,  in  welchem  die  gerade 
Abstumpfung  der  Ecken  eines  regulären  Tetraeders  bis  zum 
Verschwinden  der  Kanten  desselben  vorgeschritten  ist.  Ebenso 
ist  das  jenem  konjugierten  Netze  umgeschriebene  Polyeder, 
das  als  reguläres  Hexaeder  erscheint,  als  derjenige  Grenz- 
fall eines  Pyramidentetraeders  aufzufassen,  in  welchem  je 
zwei  sich  in  einer  Tetraederkante  schneidende  Grenzflächen 
in  eine  Ebene  fallen.  Ein  diesem  letzteren  Polyeder  ähn- 
liches ist  auch  dem  Netze  IX  eingeschrieben,  ebenso  wie 
ein  dem  erwähnten  Grenzfalle  der  gleich  eckigen  Polyeder 
entsprechendes  diesem  Netze  IX  umgeschrieben  werden  kann. 
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5>  Bezeichnen  wir  den  sphärischen  Abstand  eines  Punktes 
Pj  von  der  Spitze  C^  des  gleichschenkligen  Dreiecks  durch  Ceiy 
den  Abstand  von  einem  Endpunkte  der  Basis  durch  «es 9  ^^^ 
Kanten  und  Winkel  des  gleicheckigen  Netzes  durch  t^u 
o'j  — a'3,  J-'i,  J.'g«-4'j  (vergl.  §  16, 10),  so  ergeben  sich 
leicht  folgende  Brclationen: 

sin  -\  o'j  ■*  sin  Cci  sin  60^  =  -|  ]/3  5m  Bei , 


20a) 


a 


«'s,  i^i-n-^ci] 


A^ 


COtg  ^^  ^  cos  Bei  ^^  60°  ^  V^  cos  Bei  ^ 

^',-^',-180»-^; 


cos  Be2  '^  COS  tj  COS  (fj  —  Bei)  ' 

Für  die  dem  Netze  IX  konjugierte  Varietät  folgt: 


20Ä 


sin  -j  ci 


Bei  —  ^^2 

1 


R-v, 


a 


0^  ^',  =  ^',«^',  =  90^ 


für  die  Archimedeische  Varietät  der  Netze IX'  ergiebt  sich: 

21/2 


20y)< 


tangBci 


2  "2 


\a\^F^7i-Bci', 


m 

tangP^^^  =  >/3  sm3i?  =  '^-j  P- 25«  14' 21",  8. 


V2 
3 


Durch  Einführung  der  Werte  (20  a)  in  die  Formeln 
18  a)  bis  18  d)  des  §  17  erhält  man  auch  die  Relationen 
für  das  dem  Netze  IX'  eingeschriebene  gleicheckige  und  das 
dem  Netze  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder. 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sich  für  die  unter  20/3)  und 
20y)  aufgeführten  Werte  von  b^  auch  sofort  die  Relationen 
für  die  entsprechenden  besonderen  Varietäten  dieser  Polyeder. 

5.  Da  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  des  Netzes  IX 

360« 
der  Winkel  an  der  Spitze  120«^— 7.—  beträgt,  so  folgt  aus 
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dem  in  §  18^6  aufgestellten  Satze,  dass  nur  die  auf  dem 
Halbierungskreise  dieses  Winkels  liegenden  Punkte  Pdie 
Eckpunkte  eines  dem  Netze  IX  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  IX'  bilden  können,  dass  also  der  Punkt  P^  nicht  be- 
Uebig  im  Innern  jenes  Dreieckes  angenommen  werden  kann. 
Die  Netze  IX'  werden  in  §  35  als  Hemigonieen  von  voll- 
zähligen gleicheckigen  Netzen  (XXI')  erhalten  werden.  Mit 
Rücksicht  hierauf  sind  auch  die  Eckpunkte  P  in  den  Fig. 
7  a  u.  7/3  numeriert  worden  (vergl.  Fig.  19). 

^  20.  Tetrakishexaedernetz  X  und  Hexakistetraeder- 

netz  ^ccy  nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen 

X'  und  X"  und  den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  Netz  X  setzt  sich  aus  24  gleichschenkligen  Drei- 
ecken zusammen,  für  welche  (vergl.  §  15,  Tab.  16) 


^^  Ml  «90«,  a,-180«- 


«1-180^-21? 

ist,  und  welche  sechs  regulär -vierflächige  und  acht  halbre- 
gulär-sechsflächige  sphärische  Ecken  bilden. 

Dieses  Netz  wird  daher  einfach  aus  dem  regulären  Hexa- 
edemetz  VI  durch  Verbindung  der  Mittelpunkte  A  der  re- 
gulären Vierecke  mit  den  Eckpunkten  G  derselben  erhalten 
(vergl.  Fig.  3).  Da  diese  Verbindungskreise  den  Hauptkreisen 
h  dieses  Netzes  angehören,  so  wird  das  ganze  Netz  X  durch 
die  vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  hi,h^..,hQ  ge- 
bildet (vergl.  Fig.  Sa). 

Wir  bezeichnen  dies  Tetrakishexaedernetz  auch  als 
X     sphärisches  (6  +  8)-eckiges  6.4-Flach. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
stimmen  mit  denjenigen  eines  regulären  Hexaeder-  oder 
Oktaedemetzes  überein  (vergl.  §  11,4  u.  5).  Die  Ebenen 
der  sechs  Hauptkreise  Z»,  welche  die  Kanten  und  die  Ebenen 
der  drei  Hauptkreise  a,  welche  die  Symmetriekreisbogen 
der  Dreiecke  des  Netzes  bilden,  sind  direkt  symmetrische 
Mittelebenen  desselben.  Die  nach  den  Scheiteln  A  der  vier- 
flächigen Ecken  gerichteten  Kugelradien  stellen  drei  Paare 


58     Drittes  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichflächig,  u.  d.  etc.  Netze. 

gleicher,  entgegengesetzt  gerichteter  vierzähliger  Axen, 
die  nach  den  Scheiteln  C  der  sechsflächigen  Ecken  gerich- 
teten Kugelradien  vier  Paare  gleicher^  entgegengesetzt  ge- 
richteter dreizähliger  Axen  dar;  und  endlich  sind  die 
nach  den  Mittelpunkten  B  der  Basen  gezogenen  Radien 
sechs  Paare  von  gleichen ^  entgegengesetzt  gerichteten  zwei- 
zähligen  Axen  des  Netzes.  Das  charakteristische  Dreieck 
ist  also  eine  der  beiden  Hälften,  in  welche  der  Symmetrie- 
kreisbogen ein  gleichschenkliges  Dreieck  (z.B.^iC7iC^)  zerlegt. 

Das  Netz  X  ist  ein  vollzähliges  Netz. 

3.  Die  zu  einem  beliebig  auf  dem  Symmetriekreisbogen 
einer  Grenzfläche  (z.  B.  auf  A^B^  angenommenen  Punkte  P| 
homologen  Punkte  aller  Grenzflächen  bilden  die  Eckpunkte 
eines  gleicheckigen,  dem  Netze  X  zugeordneten  Netzes. 
Denn  je  zwei  benachbarte  Punkte  P  liegen  zu  einer  Kante 
des  Netzes  X  symmetrisch;  die  sämtlichen  Verbindungs- 
kreise je  zweier  benachbarten  Punkte  P  bilden  daher  in 
jedem  Punkte  P  eine  gleichschenklig -dreiflächige  sphärische 
Ecke.  Die  Flächen  des  so  entstehenden  gleicheckigen  Netzes 
sind  sechs  reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und 
acht  halbreguläre  (3 +  3) -kantige  gleicheckige  Sechsecke  mit 
den  Mittelpunkten  C  (vergl.  in  Fig.  8  a  den  punktiert  ge- 
zeichneten Teil). 

Dieses  dem  Netze  X  zugeordnete  gleicheckige  Netz  be- 
zeichnen wir  als 

X'     sphärisches  (6-f  8)-flächiges  6.4-Eck5 
ihm  kommen  wiederum  dieselben  Symmetrieebenen  und  Axen 
zu,  wie  dem  Netze  X. 

Jeder  Lage  des  Punktes  P^  auf  dem  Symmetriekreis- 
bogen  A^B^  entspricht  eine  bestimmte  Varietät  der  gleich- 
eckigen Netze  X'.  Ist  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des 
dem  gleichschenkligen  Dreiecke  G^C^Ay^  umgeschriebenen 
Kreises,  so  sind  die  beiden  Netze  X'  und  X  konjugiert, 
das  eine  das  Symmetrienetz  des  andern.  Fällt  dagegen  der 
Punkt  Pj  mit  dem  Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  G^C^A^ 
eingeschriebenen  Kreises  zusammen,  so  wird  das  gleich- 
eckige  Netz  X'   zugleich    gleichkantig,   die  halbregulären 
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Sechsecke  gehen  in  reguläre  über;  diese  besondere  Varietät 
bezeichnen  wir  wiederum  als  die  Archimedeische  Varietät 
der  Netze  X'. 

4.  Jedem  Netze  X'  kann  ein  gleich  eckiges  Polyeder, 
nämlich  ein 

[X']  gleicheckiges  (6  +  8)-flächige8  6.4.Eck 
eingeschrieben  werden,  d.  h.  ein  Polyeder,  welches  auch  durch 
gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines 
regulären  Oktaeders  entsteht,  dessen  Flächen  also  eine  Korn- 
bination  der  Flächen  eines  Hexaeders  und  eines  Oktaeders 
darstellen.  Ebenso  kann  jedem  Netze  X'  in  dessen  Eck- 
punkten ein,  dem  gleicheckigen  polar  entsprechendes,  gleich- 
flächiges  Polyeder,  nämlich  ein 

[X]     gleichflächiges  (6  +  8)-eckiges  6.4-Flach 
umgeschrieben   werden,   d.  h.  ein   sog.  Tetrakishexaeder 
(Pyramiden Würfel),  dessen  Eckpunkte  eine  Kombination  der 
[Eckpunkte  eines  Oktaeders  und  eines  Hexaeders  darstellen. 

Der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  X'  entsprechen 
die  Archimedeischen  Varietäten  bezw.  des  ein-  und  um- 
geschriebenen Polyeders.  Das  dem  konjugierten  Netze  X' 
eingeschriebene,  gleicheckige  Polyeder  ist  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  umgeschrieben;  dasselbe  ist  konzentrisch 
vLod  ähnlich  demjenigen  Polyeder,  welches  dem  gleich- 
flächigen Netze  X  in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben 
werden  kann.  Analog  ist  das  dem  konjugierten  Netze  X' 
umgeschriebene,  gleichflächige  Polyeder  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Kugel  eingeschrieben;  dasselbe  ist  konzentrisch 
und  ähnlich  demjenigen  Polyeder,  welches  dem  Netze  X  ein- 
geschrieben werden  kann. 

5.  Die  Relationen  für  die  Netze  X'  und  die  zugehörigen 
Polyeder  ergeben  sich  wieder  in  einfacher  Weise.  Die 
Kanten  und  Polygonwinkel  dieser  Netze  seien  in  ähnlicher 
Weise  bezeichnet,  wie  in  §  17,  lo  und  in  §  19,  6  diejenigen 
der  Netze  VIII'  und  IX';  ea  bedeute  den  sphärischen  Ab- 
stand des  Punktes  Pj  von  der  Spitze  A^  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  CjCg^i,  «c  denjenigen  von  einem  Endpunkte  C^ 
der  Basis.    Alsdann  ist: 
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21  ß) 


a 


sin  -i- «',  — » sin  £«  sin  45®  -=  -7^  sin  £«  1 

^'s?    -Ja\  =  45®-£a; 
cos  «a  tang  45®  -«  Cf:)s  f« , 


co(y 


2 
A' 


cos  Sc  —  sj«  ij  cos  (45*  —  £0) 


(OS  ta  +  S  JW  £, 


Für  die  dem  Netze  X  konjugierte  Varietät  ist: 

l  i?« 36®  12' 21",  2;  teii^ J  a^^sin  ^  i?; 

und  für  die  Archimedeische  Varietät   der    Netze  X'    er- 
hält man: 

fa-=45®-P=90®-29,  to?^f«-L  tangP^l^ 


21y) 


/a«//  f  c 


j/v  >'. 


2  "2 


i«'3  =  i>. 


18®26'5",  8. 


Die  Substitution  der  Werte  aus  21«)  bis  21y)  in  die 
Formeln  18a)  bis  ISd)  liefert  die  Relationen  für  die  den 
Netzen  X'  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder,  bezw.  deren 
besondere  Varietäten. 

6.  Wenn  man  den  Punkt  Pj  beliebig  (also  nicht  ge- 
rade auf  dem  Symmetriekreisbogen)  im  Innern  des  Dreiecks 
A^CiC2  annimmt,  die  zu  demselben  in  Beziehung  auf  die 
einschliessenden  Hauptkreise  symmetrisch  liegenden  Punkte 
konstruiert  und  mit  den  so  erhaltenen  Punkten  in  glÄcher 
AVeise  verfährt,  so  erhält  man  ein  dem  Netze  X  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz,  bei  welchem  je  zwei  benachbarte  sphä- 
rische Ecken,  deren  Scheitel  in  zwei  längs  einer  Kante  an- 
ei;iandersto8senden  Dreiecken  des  Netzes  X  liegen,  symme- 
trisch gleich  sind.  Dass  in  der  That  in  diesem  Falle  ein 
solches  gleicheckiges  Netz  existiert,  ergiebt  sich  zufolge  des 
allgemeinen  in  §  18,  5  aufgestellten  Satzes  daraus,  dass 
bei  dem  Dreiecke  des  Netzes   X  sowohl  für  den  Winkel  A^ 


§  20.  Tetrakishexaedernetz  X  u.  Hezakistetraedernetz  Xa  etc.    Ql 

an  der  Spitze^  wie  für  denjenigen  A^  an  der  Basis  die  Quo- 
tienten (^—  =-4,   — j —  =  6j  gerade  Zahlen  sind,  sich  also 

die  zu  den  Kanten  einer  sphärischen  Ecke  des  Netzes  X 
symmetrisch  liegenden  Punkte  P  als  die  Eckpunkte  eines 
halbregulären  gleicheckigen  Polygons  gruppieren. 

Die  24  unregelmässig -dreiflächigen  sphärischen  Ecken 
dieses  gleickeckigen  Netzes  zerfallen  hiernach  in  zwei  Gnippen 
von  je  zwölf  rechten  und  linken  Ecken.  Die  sechs  Flächen 
dieses  Netzes,  deren  Mittelpunkte  die  Punkte  A  des  Netzes  X 
sind  und  deren  Kanten  auf  Äen  Schenkeln  der  Dreiecke  dieses 
Netzes  senkrecht  stehen,  sind  (2 +  2) -kantige  gleich- 
eckige Vierecke.  Die  acht  Flächen  dieses  Netzes,  deren 
Mittelpunkte  die  Punkte  C  des  Netzes  X  sind,  bilden  zwei 
Gruppen  von  je  vier  (3 +  3) -kantigen  gleicheckigen  Sechs- 
ecken, wobei  die  Mittelpunkte  der  ersten  und  der  zweiten 
Gruppe  bezw.  die  Eckpunkte  eines  regulären  Tetraedemetzes 
und  des  konjugierten  sind  (vergl.  Fig.  8/J). 

Wir  bezeichnen  diese  gleicheckigen  Netze  als 

X"     sphärische  (6  +  4  +  4)-flächige  2.12-Ecke. 

7.  Die  Netze  X"  haben  zu  direkt  symmetrischen 
Mittelebenen  nur  die  Ebenen  der  sechs  Hauptkreise  6, 
welche  die  Kanten  des  Symmetrienetzes  X  bilden,  während 
die  drei  Ebenen  der  Hauptkreise  a  für  diese  Netze  X" 
keine  direkten  Symmetrieebenen  sind.  Es  ist  also  auch 
das  Netz  X  (analog  wie  in  §  18,  2  das  Netz  VIII)  als  ein 
solches  aufzufassen,  dem  diese  Symmetriehauptkreise  a 
nicht  zukommen,  dessen  Grenzflächen  also  nicht  aus  zwei 
symmetrisch  gleichen  Hälften  sich  zusammensetzen.  Die 
in  6)  konstruierten  Punkte  P  sind  in  der  That  auch  nur  bei 
dieser  Beschaffenheit  der  Grenzflächen  des  Netzes  X  homo- 
loge Punkte  derselben.  Wir  können,  um  auszudrücken,  dass 
das  Netz  X  in  diesem  Falle  als  ein  solches  aufzufassen  ist, 
in  welchem  je  zwei  benachbarte  Dreiecke  nur  symmetrisch- 
gleich sind  und  auch  die  acht  halbregulär -sechsflächigen 
Ecken  iü  zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  das  Netz  X 
entsprechend  als 
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Xa    sphärisches  (6  +  4  +  4)-eckige8  2.12-Flach 
bezeichneu. 

Dieses  Netz  Xa  von  der  angegebeuen  Beschaffenheit  re- 
sultiert in  sehr  einfacher  Weise,  wenn  in  den  beiden  kon- 
jugierten regulären  Tetraedernetzen  (vergl.  Fig.  2a  und 
2ß')  die  Eckpunkte  des  einen  mit  denjenigen  des  andern 
Netzes  durch  Hauptkreisbogen  (vermöge  Ausziehens  der 
Hauptkreise  h)  verbunden  werden.  Bei.  dieser  Art  der  Ent- 
stehung ist  das  Fehlen  der  Symmetrieebenen  a  .sofort  evi- 
dent, welche  dem  aus  dem  Hexaedernetze  hergeleiteten 
Netze  X  (vergl.  1  dieses  Paragraphen)  zukommen,  ebenso  auch 
die  verschiedene  Beschaffenheit  je  zweier  Schenkel  eines  gleich- 
schenkligen Dreiecks  (vergl.  Fig.  8/J,  in  welcher  die  ver^ 
schiedene  Beschaffenheit  der  Kanten  des  Netzes  Xa  zu  er- 
kennen ist).  Wir  bezeichnen  dieser  Entstehung  gemäss  das 
Netz  Xa  auch  als  Hexakistetraedernetz. 

Die  Axen  der  Netze  X''  und  des  Symmetrienetzes  Xa 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  zweier  konjugierten  regulären 
Tetraedemetze.  Die  nach  den  Punkten  A  gerichteten  Axen, 
welche  für  das  Netz  X  und  die  Netze  X'  vi  erzählige  Axen 
waren,  haben  für  die  Netze  Xa  und  X"  nur  noch  die  Bedeu- 
tung von  zweizähl  igen  Axen;  die  nach  den  Punkten  C  ge- 
richteten Kugelradien  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je  yier 
unter  sich  gleichen  dreizähligen  Axen,  während  die  nach 
den  Punkten  J^  gezogenen  Radien  die  Bedeutung  zweizähliger 
Axen  verloren  haben. 

8.  Einem  jeden  Netze  X"  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder eingeschrieben  werden,  welches  eine  Kombinations- 
gestalt darstellt;  die  von  den  sechs  Flächen  eines  Hexaeders 
und  von  den  (4  +  4)  Flächen  zweier  Tetraeder  begrenzt  ist. 
Die  Seitenflächen  desselben  sind  sechs  Rechtecke  und  zwei 
Gruppen  von  je  vier  (3 +  3) -kantigen  gleicheckigen  Sechs- 
ecken; die  24  Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  zwölf 
rechten  und  zwölf  linken  Ecken. 

Ein  solches  Polyeder  wird  daher  als 
[X"]     gleicheckiges  (6  +  4-}-4)-flächiges  2.12-Eck 
bezeichnet. 
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Das  entsprechende  gleichflächige,  dem  Netze  X"  umge- 
schriebene Polyeder  ist  das  sog.Hexakistetraeder  oder  das 

[Xa]     gleichflächige  (6  +  4  +  4)-eckige  2.12-Flach, 

welches  sechs  (2  + 2)-kantige  vierflächige  Ecken,  zwei  Gruppen 
von  je  vier  (3 +  3) -kantigen  sechsflächigen  Ecken  hat  und 
von  2.12  imregelmässigen  Dreiecken  begrenzt  ist.  Die  Eck- 
punkte sind  also  eine  Kombination  der  Eckpunkte  eines  Ok- 
taeders und  zweier  Tetraeder. 

9.  Um  schliesslich  noch  die  wichtigsten  für  die  Netze  X" 
geltenden  Beziehungen  aufzustellen,  wollen  wir  die  Lage 
des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreiecks  A^^C^C^  (s.  Fig.  8y) 
durch  den  sphärischen  Abstand  Sa^^PiA^  und  den  Winkel 
^a  bestimmen,  welchen  der  Hauptkreisbogeu  Ä^P^  mit  dem 
Halbierungskreise  A^B^  des  Winkels  A^  bildet.  Die  sphä- 
rischen Abstände  des  Punktes  Pj  von  den  Endpunkten  Cj 
und  C^  der  Basis  seien  wiederum  e^  und  6c2j  die  senkrechten 
Abstände  von  den  Kanten  C^C^^  A^n  -^iQ  ^^^"  l^'u  '2^\r 
2  ^\i  ^^^  ^^^  diesen  bei  Pj  gebildeten  Winkel  seien  bez. 
A!^,  A!^,  A!^  und  Ä\,  A!\',  A!\^  A!\',  A!\,  A\  die  Teil- 
winkel, in  welche  A\^  A'^j  A'^  bezw.  durch  PiA^^  Pi(^i  ^^^ 
PiC^  zerlegt  werden;  dann  erhält  man: 

sm  -j  «2  •=  stn  €a  sm  (4o"  —  ^a)  =  sin  Ca -7= J 


sin  -\  «'s  =  sin  Ba  sin  (45^  -f  ^c)  =  sin  Sc 


V2 

COS  d^a  +  sin  ^a 


sin  -|  «1  «= — ) 


j      f    _COSBa  —  sin  Sa  COS  &c 

W 

cos  €a  +  (cos  ^a  +  sin  ^a)  Sin  f « 

22)  I     cosfcx-— y^ , 

cos  Ba  +  (cos  d^a  —  Sin  -^a)  sin  6a 

cose., y= '- , 

cotg  Ä\  =  cos  Sa  fang  (45^  -f  &„) , 

cotgA!^\  •=  cos  Sa  tang  (45°  —  ^a) , 
cos  Al\  =  tang  -|  a\  cotg  Bc^  ,   cos  A^^\  — =  tang  -^  a\  cotg  Bc  i , 
cos  -4"^  «=  tang  -j  a\  cotg  Bc^  ,  cos  A!^\  —  tang  ^  a\  cotg  «C2 . 


64     Drittes  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichflächig,  u.  d.  etc.  Netse. 

Die  Elemente  der  Netze  X"  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  f«  und  -ö*«  ab,  wobei  0<6a <ij| 
0<'^a<  45^  ist;  für  -a-a-O  resultieren  die  Netze  X'  (vergL 
21a). 

Die  wesentlichen  Relationen  fiir  die  den  Netzen  X"  ein- 
und  umgeschriebenen  Polyeder  erhält  man,  wenn  man  die 
Werte  aus  22)  in  die  Formeln  18a)  bis  18d)  einsetzt. 


§  21.  Pentakisdodekaedernetz  XI  nebst  den  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen  XI'  und  den  entsprechenden 

Polyedern. 

1.   Die  Grenzfläche    des    Pentakisdodekaedemetzes    XI 

(vergl.  Tab.  16  in  §  15)  ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck, 
für  welches 

23)  pa"=^8-60^    a^^a^^Xj 

U  =  72%  a,^2r) 

ist 

Die    sechzig   Grenzflächen    dieses    Netzes  bilden    zwölf 

reguläre  fünfflächige  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der 
gleichschenkligen  Dreiecke  sind,  und  zwanzig  halbreguläre 
sechsflächige  sphärische  Ecken,  deren  Scheitel  den  Endpunkten 
der  Basen  entsprechen. 

Verbindet  man  also  die  zwanzig  Eckpunkte  C  des  re- 
gulären Pentagondodekaedemetzes  VIT  durch  Hauptkreisbogen 
mit  den  Mittelpunkten  G  der  regulären  Fünfecke,  so  wird  das 
in  Rede  stehende  Netz  erhalten  (vergl.  in  Fig.  9  den  stark 
gezeichneten  Teil).  Die  angegebenen  Verbindimgskreisbogen 
gehören  den  Hauptkreisbogen  &162...615  des  Pentagondode- 
kaedemetzes an*,  also  werden  die  sämtlichen  Kanten  des 
Netzes  XI  durch  die  zufolge  der  Konstruktion  ausgezogenen 
Teile  der  fünfzehn  Hauptkreise  gebildet,  und  zwar  sind  die- 
jenigen Teile  der  Hauptkreise  h  nicht  ausgezogen,  welche 
die  Kanten  des  regulären  Ikosaedernetzes  V  bilden.  Das 
Netz  XI  wird  passend  auch  als 


1)  Vergl.  Formel  8)  in  §  9. 
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XI     sphärisches  (12  +  20)-eckige8  12.5-Flach 
bezeichnet. 

2.  Das  Netz  XI  besitzt  dieselben  direkt  symme- 
trischen Mittelebenen  imd  dieselben  Axen,  wie  das  re- 
guläre Pentagondodekaeder-  oder  Ikosaedernetz  (vergleiche 
§  12,2  u.  s).  Die  Ebenen  der  fünfzehn  Hauptkreise  h  sind 
die  direkten  Symmetrieebenen,  die  fünfzähligen,  die  drei- 
zähligen  und  die  zweizähligen  Axen  bezw.  die  nach  den 
Punkten  G  (den  Spitzen  der  gleichschenkligen.  Dreiecke), 
nach  den  Punkten  C  (den  Endpunkten  der  Basen)  und  nach 
den  Punkten  B  (den  Mittelpunkten  der  Basen)  gerichteten 
Kugelradien.  Das  charakteristische  Dreieck  ist  eine  der 
beiden  symmetrisch  -  gleichen  Hälften  einer  Grenzfläche  des 
Netzes  XL     Das  Netz  selbst  ist  ein  y  ol  1  zähl  ige s. 

3.  Die  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Netze  XI',  welche 
dem  Netze  XI  zugeordnet  sind,  werden  wiederum  als  die  zu 
einem  auf  dem  Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche  an- 
genommenen Punkte  Pj  homologen  Punkte  sämtlicher  Grenz- 
flächen gebildet.  Die  sechzig  kongruenten  Ecken  dieser 
Netze  sind  gleichschenklig  -  dreiflächig,  die  Flächen  sind 
zwölf  reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  zwan- 
zig halbreguläre  (3 -f  3) -kantige  Sechsecke  mit  den  Mittel- 
punkten C  (s.  Fig.  9). 

Ein  solches  Netz  wird  daher  auch  als 

Xr     sphärisches  (12-f  20)-flächiges  12.5-Eck 
bezeichnet. 

Wenn  der  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  GiB^  einnimmt,  so  werden  die  sämt- 
lichen möglichen  Varietäten  der  Netze  XI'  erhalten  und  zwar 
speziell  das  konjugierte  Netz,  wenn  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  G^C^^Ü^ 
umgeschriebenen,  und  das  zugleich  gleichkantige  Netz 
(die  Archimedeische  Varietät),  wenn  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  jenem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreises  ist. 
Für  eine  andere  Lage  des  Punktes  P^,  als  auf  dem 
Halbierungskreise  des  Winkels  bei  G  ergiebt  sich  (vergl. 
§  18,5)  kein  dem  Netze  XI  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz. 

Hess,  Kogelteilung.  5 


g^     Dritte  Kx^.  RrnlTT.T.-a^  i,  eisi  z->khf^hig. o. d.  etc. Xetie. 

4.  DaAgleicheckige  Poljeder.  welches  jedemNetze XI' 
eingeschrieben  werden  kann  and  das  wir  als 

[XV]     gleicheckiges  «  12-^ 2''») -flächiges  12.5-Eck 

bezeichnen,  kann  auch  durch  gleichmässige  und  gerade  Ab- 
«rtnmpfnng  der  Ecken  eines  reg::Iären  Ikosaeders  erhalten 
werden :  seine  Flächen  sind  also  eine  Kombination  der  Flächen 
eines  P^ntagondodekaeders  und  eines  Ikosaeders. 

Das  jedem  Netze  XI'  umgeschriebene  gleichflächige  Po- 
lyeder ist  ein 

0 

[XI]     gleichflächiges  (12-f  2»y-eckiges  12.5-Flach 

1  Pentakisdodekaeder  oder  PTramidendodekaeder  K  welches  auch 
durch  Aufsetzen  regulär -funfseitiger  Pyramiden  auf  die  Flä- 
chen eines  regulären  Pentagondodekaeders  erhalten  werden 
kann:  die  Eckpunkte  desselben  stellen  eine  Kombination 
der  Eckpunkte  eines  Ikosaeders  und  eines  Pentagondode- 
kaeders dar. 

Die  dem  konjugierten  Netze  XI'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polveder  sind  bez.  den  beiden  Polvedem,  welche 
dem  gleichflächigen  Netze  XI  um-  und  eingeschrieben  werden 
können,  konzentrisch  und  ähnlich.  Der  Arcfaimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XI'  entsprechen  die  Archimedeischen 
Varietäten  des  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeders. 

5.  Werden  der  sphärische  Abstand  des  Punktes  P,  von 
der  Spitze  (j^  des  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  Bg^  die 
Abstände  von  einem  Endpunkte  i\  oder  (\  der  Basis  mit  f<^ 
die  Kanten  und  Winkel  des  gleicheckigen  Netzes  XI'  wiederum 
durch  vi  und  AI  bezeichnet,  so  ist  (vergl.  §  9  Formel  8) 

sm  \  a\  —  sin  f..  sin  öb^  =  :r- 


23  «j 


:^cosq> 

cotg  ^^  ^cossn  tang  36 ^  =  cos  Sn  — —  > 
2  ^      ^  -^  cos(p 

.'l',  =  .4'3=180'^-^2^ 

cos  ec  =  costl)  cos  {(p  —  f  y) . 
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Für  die  dem  Netze  XI  konjugierte  Varietät  ist 


23/3) 


'  '        '^  cos  36"      008  24" 


B-22"41'25",  8,   tan<7-^«'j-sm  JzteH5r36"; 
und  fär  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XI'  ist 
(  «      .   Ti     coto30"       coto  36"       „    ^ 

23,)''""'"^'  '^^^^=^/Mr=^i<F^-'^'"^'" 

I         -\  «'i  -  i  «'» =  i  «',  =  P=  1 1"  38'  26",  6. 
Die  Relationen  für   die   den  Netzen  XI'  ein*  und  um- 
geschriebenen Polyeder  und   deren  besondere  Varietäten  er- 
geben sich  durch  Substitution  der  Werte  23«)  bis  23  y)  in 
die  Formeln  18  a)  bis  18  d). 

%  22.  Triakisoktaedemetz  XII  nebst  den  zugeordneten 
gleicheckigen  Netzen  XII'   und    den   entsprechenden 

Polyedern. 

1,  Die  Grenzfläche  des  Triakisoktaedernetzes  XII 
(vergl.  Tab.  16  in  §  15)  ist  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  für 
welches 

ist,  also  speziell  ein  rechtseitiges  Dreieck. 

Da  die  24  Grenzflächen  dieses  Netzes  acht  regulär- 
dreiflächige  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  sind,  und  sechs  halbregulär  acht- 
flächige Ecken  bilden^  deren  Scheitel  die  Endpunkte  der 
Basen  sind^  so  folgt,  dass  dieses  Netz  XII  einfach  erhalten 
wird,  wenn  man  die  Mittelpunkte  C  der  Dreiecke  des  regu- 
lären Oktaedemetzes  lY  durch  Hauptkreisbogen  mit  den 
Eckpunkten  A  desselben  verbindet  (vergl.  in  Fig.  10  den 
stark  gezeichneten  Teil). 

Diese  Yerbindungskreisbogen  gehören  den  Hauptkreisen 
2'i,2»2***^6  ^^^  Hexaedemetzes  YI  an^  die  Kanten  des  Netzes  XII 
werden  also  durch  diese  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  b, 
welche  die  Schenkel  der  gleichschenkligen  Dreiecke,  und 
durch   die  vollständig   ausgezogenen  Hauptkreise  a  des  Ok- 
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taedernetzes,  welche  die  Basen  der  gleichschenkligen  Drei- 
ecke bilden,  dargestellt. 

Von  den  Hauptkreisen  b  sind  diejenigen  Teile  nicht 
ausgezogen,  welche  die  Kanten  des  regulären  Hexaeder- 
netzes ergeben. 

Das  Netz  XH  wird  passend  als 
XII     sphärisches  (8  +  6)-eckiges  8.3-Flach 
bezeichnet. 

2.  Die  Symmetrieebenen  und  Axen  des  Netzes 
stimmen  mit  denen  eines  regulären  Hexaeder-  oder  Okta- 
edernetzes (vergl.  §  11,  4  u.  5)  oder  denjenigen  eines  Tetra- 
kishexadernetzes  X  (§20,  2)  überein.  Das  Netz  ist  ein  voll- 
zähliges. 

3.  Die  Eckpunkte  der  dem  Netze  XH  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  sind  die  zu  einem  Punkte  P^,  welcher 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  Cj  B^  einer  Grenzfläche  (z.  B. 
^i-^gCj)  angenommen  wird,  homologen  Punkten  sämtlicher 
Grenzflächen.  Die  24  kongruenten  Ecken  dieser  Netze  sind 
gleichschenklig-dreiflächig,  die  Flächen  sind  acht  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  sechs  halbreguläre 
(4  4-4)-kantige  Achtecke  mit  den  Mittelpunkten  Ä  (s.  in 
Fig.  10  das  punktiert  gezeichnete  Netz).  Ein  solches  gleich- 
eckiges Netz  bezeichnen  wir  als 

XII'     sphärisches  (8  + <5)-flächiges  8.3-Eck. 

Den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  Pj  auf  dem  Sym- 
metriekreisbogen Gl  B^  entsprechen  die  verschiedenen  mög- 
liehen Varietäten  der  Netze  XII'.  Wird  also  speziell  der 
Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  L\A^A^  ein- 
geschriebenen Kreises,  so  resultiert  die  zugleich  gleich - 
kantige,  die  sog.  Archimedeische  Varietät,  bei  welcher 
die  halbregulären  Achtecke  zu  regulären  geworden  sind. 

Was  dagegen  das  dem  Netze  XII  konjugierte  Netz 
XII'  anlangt,  so  tritt  hier  der  besondere  Umstand  ein,  dass 
der  Mittelpunkt  des  (-iner  Grenzfläche  des  Netzes  XII  um- 
geschriebenen Kreises  ausserhalb  dieser  Fläche,  nämlich 
auf  dem  Symmetriekreise  Cj  B^  über  B^  hinausfällt  (vergl. 
unter  b)  Formel  24/3),  und  also  in  dem  längs  der  Basis  J,  A^ 
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anstossenden  Nachbardreiecke  liegt.  Werden  die  zu  einem 
solchen  Mittelpunkte  in  Beziehung  auf  die  Kanten  des  zu- 
gehörigen Dreiecks  symmetrisch  liegenden  Punkte  konstruiert 
und  wird  mit  den  erhaltenen  Punkten  in  gleicher  Weise 
verfahren,  so  entsteht  ein  gleicheckiges  Netz,  dessen  Eck- 
punkte die  Mittelpunkte  der  den  sämtlichen  Dreiecken  des 
Netzes  XII  umgeschriebenen  Kreise  sind.  Von  den  Grenz- 
flächen dieses  Netzes  sind  aber  die  (4 +  4) -kantigen  Acht- 
ecke, deren  Mittelpunkte  die  Punkte  A  sind,  nicht  kon- 
vexe Figuren,  sog.  überschlagene  Achtecke;  der  innere 
Flächenteil  derselben,  ein  reguläres  Viereck,  hat  den  ent- 
gegengesetzten Zellenkoeffizienten  ^),  wie  die  vier  gleichschenk- 
lig-dreieckigen Flächenteile,  welche  durch  die  über  die  Eck- 
punkte des  Vierecks  hinaus  verlängerten  und  gleichmässig 
abgestumpften  Kanten  gebildet  werden.  Dieses  sphärische 
gleicheckige  Netz  ist  daher  als  nicht  konvex  zu  bezeichnen, 
während  es  im  übrigen  alle  Eigenschaften  eines  dem  Netze 
XII  konjugierten  Netzes  besitzt.  Auf  diejenigen  Netze 
(höherer  Art),  deren  Eckpunkte  homologe,  ausserhalb  der 
Flächen  des  gleichflächigen  Netzes  liegende  Punkte  sind, 
wird  im  letzten  Kapitel  näher  eingegangen  werden. 

Nur  die  auf  dem  Symmetriekreise  Cj  B^  liegenden 
Punkte  Pj  bilden  nebst  ihren  homologen  Punkten  ein  dem 
Netze  XII  zugeordnetes  gleicheckiges   Netz  (vergl.  §  18,  ö). 

4.  Jedem  Netze  XII'  lässt  sich  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder, nämlich  ein 

[Xirj  gleicheckiges  (8-t-6)-flächiges  8.3-Eck 
einschreiben,  d.  h.  ein  Polyeder,  welches  durch  gleichmässige 
vind  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  eines  Hexaeders  entsteht, 
dessen  Flächen  also  eine  Kombination  der  Grenzflächen  eines 
Oktaeders  und  eines  Hexaeders  sind.  Das  diesem  Polyeder 
polar  entsprechende  gleichflächige  Polyeder,  welches  dem 
Netze  XII'  umgeschrieben  ist,  das 

[XII]     gleichflächige  (8-f6). eckige  8.3-Flach 

1)  Vergl.  Möbius,  Baryc. Calci 65  Anm.;  Statik  46,  sowie  meine 
Schrift:  Über  gleicheckige  und  gleichkantige  Polygone,  Kassel,  Th.  Kay, 
1874,  §  16. 


70      Drittes'  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichflächig,  u.  d.  etc.  Netse. 


(Triakisoktaeder^  Pyramidenoktaeder),  wird  auch  durch  Auf- 
setzen regulär -dreiseitiger  Pyramiden  auf  die  Flächen  eines 
Oktaeders  erhalten;  die  Eckpunkte  desselben  sind  also  eiue 
Kombination  derjenigen  eines  Hexaeders  imd  eines  Oktaeders. 

Die  der  Archimedeischen  Varietät  der  Netze  XII' 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  sind  bez.  die  Archime- 
deischen Varietäten  dieser  gleicheckigen  und  gleichflä- 
chigen Polyeder.  Das  dem  nicht  konvexen,  konjugierten 
Netze  XI'  eingeschriebene  gleicheckige  Polyeder  ist  ein 
nicht  konvexes  Polyeder,  dessen  achteckige  Grenzflächen 
(die  den  Hexaederflächen  entsprechen)  überschlagene  halb- 
reguläre Achtecke  mit  Flächenteilen^  von  entgegengesetzt 
gleichen  Zellenkoeffizienten  sind^  welche  bezüglich  der  Innen- 
und  Aussenseite  der  Grenzfläche  entsprechen;  das  dem 
konjugierten  Netze  XII'  umgeschriebene  gleichflächige 
Polyeder  ist  ebenfalls  nicht  konvex^  insofern  die  Innen- 
fiächenwinkel  an  den  Oktaederkanten  überstumpf  sind. 
Ein  dem  letzteren  Polyeder  konzentrisches  und  ähnliches  ist 
das  dem  gleichflächigen  Netze  XII  eingeschriebene  Polyeder, 
ebenso  wie  das  diesem  Netze  umgeschriebene  gleicheckige 
Polyeder  dem  nicht  konvexen  gleicheckigen  Polyeder  kon- 
zentrisch und  ähnlich  ist. 

5.  Für  die  Kanten  und  Winkel  der  gleicheckigen  Netze 
XII'  erhält  man,  wenn  die  Abstände  des  Punktes  P^  von  Q 
und  einem  der  beiden  Punkte  A^  oder  A^  bez.  mit  Bc  und  £« 
bezeichnet  werden,  die  Relationen: 


^'11 

I 


24«) 


sm  Sc  sin  60^  =  ^  Y^sin  Sc , 
cotg  ~  =  cos  €c  tang  60°  =  |/3 .  cos  Sc , 

cos  Sa  =  cos  45^ .  cos  (90^  —  >?  —  ^c)  =   /.  sin  (rj  -f  Sc) 

1    (  sinsc\ 

«    ,    lcossc+  -,--)' 
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Der  Radius  R  des  dem  Dreiecke  C^A^^A^  umgeschrie- 
benen Ejreises  folgt  aus 

,,,,     lte«^B  =  'Äi|»^5"»|/2(V/3-l), 
24/J)     j      ^  cosGO^       cos  15^      ^     ^^  ^' 

1         i?  -  45^  59' 34",  7. 

JR  ist  also  grö  s ser,  als  C,  2?i «  90«  -^  i?  -  35«  15'  51",  8, 
d.  h  der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises  fällt  auf 
die  Verlängerung  von  C^Bi  über  B^  hinaus  (vergl.  3  dieses 
Paragraphen). 

Für  die  dem  Netze  XII  konjugierte  Varietät  der 
Netze  XII"  wird  daher 

(«c-^^a^-R,  tang -^a!^'^ sin -\ijtang 60^ 
,/>/3(i/3-l) 


/ 


2 

und  -ia'i«(90«-i^)-J?  wird  negativ  «- [10M3'42",  9], 
d.  h.  das  sphärische  Perpendikel  von  dem  Mittelpunkte  des 
umgeschriebenen  Kreises  trifft  die  Aussenseite  der  Basis 

Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XII'  er- 
giebt  sich: 


24y) 


cotg  22  i'^  cotgGO' 


fc^90^  —  ri  —  P,cotgP^  _ 

'  sm  45"         sin()j  — 45°) 

=  l/2(>/2  +  l), 

-J-a'i-i«',-  J-a'3«P=16n9'29",  8. 
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ten gleicheckigen  Netzen  XIII'  und  den  entsprechenden 

Polyedern. 

1.  Das  Triakisikosaedemetz  XIII  setzt  sich  aus 
sechzig  kongruenten  gleichschenkligen  Dreiecken  zusammen, 
für  welche  (vergl.  Tab.  16  in  §  15) 


25) 
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ist:  dieselben  bilden  zwanzig  regulär -dreiflächige  sphärische 
Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der  gleichschenkligen 
Dreiecke,  und  zwölf  halbreguläre  zehnflächige  f!cken,  deren 
Scheitel  die  Endpnnkte  der  Basen  sind.  Dieses  Netz  wird 
daher  erhalten,  wenn  die  Mittelpunkte  C  der  Dreiecke  des 
regulären  Ikosaedemetzes  V  durch  Hauptkreisbogen  mit  den 
Eckpunkten  G  derselben  verbunden  werden  (vergl.  in  Fig.  11 
den  stark  gezeichneten  Teil  i. 

Die  sämtlichen  Kanten  des  Netzes  gehören  den  f&nfzehn 
Hauptkreiseu  6^^  62...6j5  an,  von  denen  diejenigen  Teile  nicht 
ausgezogen  sind,  welche  die  Kanten  des  regulären  Pentagon- 
dodekaedemetzes  VII  bilden. 

Wir  bezeichnen  das  Netz  XIII  auch  als 

XIII     sphärisches  (20  + 12)-eckiges  2Ü.3-Flach. 

2.  Die  Svmmetrieebenen  und  Axen  dieses  Netzes 
sind  dieselben,  wie  diejenigen  eines  regulären  Ikosaeder- 
oder  Pentagondodekaedemetzes  (vergl.  §  12,  2  u.3).  Das  Netz 
ist  ein  vollzähliges. 

3.  Die  zu  einem  Punkfe  Pj ,  welcher  auf  dem  Symmetrie- 
kreisbogen C\IJ^  einer  Grenzfläche  {C^GiG^)  angenommen 
wird,  homologen  Punkte  sämtlicher  Grenzflächen  bilden  die 
Eckpunkte  eines  dem  Netze  XIII  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  XIII'.  Dasselbe  hat  sechzig  kongrueute  gleichschenk- 
lig-dreiflächige Ecken,  seine  Flächen  sind  zwanzig  reguläre 
Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  zwölf  halbreguläre 
(5 +  o)- kantige  Zehnecke  mit  den  Mittelpunkten  G.  Wir  be- 
zeichnen ein  solches  Netz  als 

Xlir     sphärisches  (20+ 12)-fläehiges  20.3-Eck 

(vergl.  in  Fig.  11  den  punktiert  gezeichneten  Teil). 

Für  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  Pj  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  C\B^  resultieren  die  verschiedenen  mög- 
lichen Varietäten  der  Netze  XIII'.  Wenn  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  (\G^G^  eingeschriebenen 
Kreises  ist,  so  entsteht  das  zugleich  gleichkantige 
Netz  Xlir,  die  sog.  Archimedeische  Varietät,  bei  welcher 
die  halbreguliiren  Zehnecke  zu  regulären  geworden  sind. 
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Dagegen  ist  das  dem  Netze  Xni  konjugierte  gleich- 
eckige Netz  ebenso,  wie  das  dem  Netze  XII  konjugierte,  ein 
nicht  konvexes  Netz.  Denn  der  Mittelpunkt  des  einer  Grenz- 
flache des  Netzes  XIII  umgeschriebenen  Kreises  liegt  auf  dem 
Symmetriekreise  C^JS^  ausserhalb  der  Fläche,  auf  der  Ver- 
längerung über  B^  hinaus  (yergl.  unter  5  die  Formel  25/}).  Das 
gleich  eckige  Netz,  welches  die  Mittelpunkte  der  sämtlichen 
Dreiecken  des  Netzes  XIII  umgeschriebenen  Kreise  zu  Eck- 
punkten hat  und  welches  zu  diesem  Netze  konjugiert  ist, 
hat  zu  Grenzflächen  zwanzig  reguläre  Dreiecke  mit  den  Mittel- 
pimkten  C  und  zwölf  nicht  konvexe,  sog.  überschlageue 
(5  -f  5) -kantige  Zehnecke  mit  den  Mittelpunkten  G;  der  innere 
Flächenteil  eines  solchen  Zehnecks,  nämlich  ein  reguläres 
Fünfeck^  hat  den  entgegengesetzten  Zellenkoeffizienten^  wie 
die  fänf  gleichschenklig-dreieckigen  Flächenteile,  welche  durch 
die  über  die  Eckpunkte  des  Fünfecks  hinaus  verlängerten  und 
gleichmässig  abgestumpften  Kanten  gebildet  sind. 

Für  eine  andere  Lage  des  Punktes  P^,  als  auf  dem 
Sjmmetriekreise  des  gleichschenkligen  Dreiecks  CiG^G^,  er- 
giebt  sich  (vergl.  §  18,5)  kein  dem  Netze  XIII  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz. 

4.  Das  gleich  eckige  Polyeder,  welches  jedem 
!Netze  XIII'  eingeschrieben  werden  kann,  ist  ein 

[Xlirj     gleicheckiges  (20 -f  12)- flächiges  20.3-Eck, 

welches  auch  durch  gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung 
der  Ecken  eines  regulären  Pentagondodekaeders  erhalten 
werden  kann,  dessen  Flächen  also  eine  Kombination  der  Grenz- 
flächen eines  Ikosaeders  und  eines  Pentagondodekaeders  sind. 
Das  jedem  Netze  XIII'  umgeschriebene  gleich- 
flächige Polyeder,  das 

[XIII]     gleichflächige  (20-f  12)-eckige  20.3-Flach 
(Triakisikosaeder-  oder  Pyramidenikosaeder), 

kann  auch  durch  Aufsetzen  regulär- dreiseitiger  Pyramiden 
auf  die  Flächen  eines  Ikosaeders  erhalten  werden;  die  Eck- 
punkte desselben  stellen  also  eine  Kombination  derjenigen 
eines  Pentagondodekaeders  und  eines  Ikosaeders  dar. 
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Der  Archimedeischen  Varietät  der  Netze  XIII'  sind 
auch  die  sog.  Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder  ein-  hez.  umgeschrieben.  Das 
dem  konjugierten,  nicht  konvexen  Netze  XIII'  einge- 
schriebene gleicheckige  Polyeder  ist  ebenfalls  nicht  konvex; 
die  den  Pentagondodekaederflächen  entsprechenden  Grenz- 
flächen sind  überschlagene  halbreguläre  Zehnecke^  deren 
mit  entgegengesetzt  gleichen  Zellenkoeffizienten  behafteten 
Flächenteile  bezüglich  der  Innen-  und  Aussenseite  der 
Grenzflächen  entsprechen.  Ebenso  ist  das  dem  konjugierten 
Netze  Xni'  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder  nicht 
konyex,  da  die  Innen -Flächenwinkel  an  den  Ikosaederkanten 
überstumpf  sind.  Das  dem  gleichflächigen  Netze  XIII  ein- 
geschriebene Polyeder  ist  diesem  letzteren  Polyeder  konzen- 
trisch und  ähnlich^  ebenso  wie  das  diesem  Netze  umge- 
schriebene Polyeder  dem  nicht  konvexen  gleicheckigen  Po- 
lyeder konzentrisch  und  ähnlich  ist. 

5.  Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Punktes  Pj  von  der 
Spitze  C^  und  einem  der  beiden  Endpunkte  G^  oder  G^  der 
Basis  wiederum  bez.  durch  £«  und  £^,  so  erhält  man  für  die 
Kanten  und  Winkel  der  gleich  eckigen  Netze  XIII'  die  Be- 
ziehungen: 

sin  -  a'j  =  sin  Sc  sin  60°  =  -|  ys  sin  6c , 


25«) 


A^  — 

cofg  -^-  -*  cos  €c  tang  60°  —  V 3  cos  Bc  , 


^',-^'3-180°-^*-, 


4^ 
2 

cos  Bg «—  cos  q>cos{tlf  —  Bc)  . 

Der  Radius  R  des  dem  Dreiecke  C^  G^  G^  um  geschriebenen 
Kreises  folgt  aus 

25^)to«^iJ--^ij— -^;    B-3404'45",2, 

^^      ^  cosQO^       cos2A^  '    ' 

d.  h.  R  ist  grösser  als  QB^ -^-20° 54' 18'',  6;  der  Mittel- 
punkt des  umgeschriebenen  Kreises  fallt  also  auf  die  Ver- 
längerung von   CjJij   über  B^  hinaus  (vergl.  3  dieses  Para- 
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graphen).    Für  die  dem  Netze  XIII  konjugierte  Varietät 
der  Netze  XIII'  ergiebt  sich  also:   . 

25/J')  ec^ig'^B,  tang^a^^sin-^xtangeO^^VSsin^Xy 
und  ^a'.^tlf-R  wird  negativ  «-[13^0' 26",  6],  d.h. 
das  von  dem  Mittelpunkte  des  umgeschriebenen  Kreises 
auf  die  Basis  G^^G^  gefällte  Perpendikel  trifft  die  Aussen- 
Seite  desselben. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  ist: 

ITi      ^   -n     cotg  18^        cotg 60^         cosw 
'  stn(p       sinix  —  (p)     stn^g) 

T  «'i  -  4  a'sj  -  T  «'s  -  P-  9M1'  37",  4. 
Die   Substitution  dfr  Werte  von  25«)  bis  25  y)  in  die 
Formeln  18  a  bis   18  d)  ergiebt  die  Relationen  für  die  den 
Netzen  XlII'  um-  und  eingeschriebenen  Polyeder. 


§  24.  Teränderliche  gleichflltchige  Netze^  deren  Grenz- 
fläche ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist. 

1.  Netz  des  tetragonalen  Sphenoids  XIY. 

1.  Die  bisher  betrachteten  gleichflächigen  Netze^  deren 
Grenzfläche  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ist,  waren  die  sog. 
festen  derartigen  Netze,  bei  deren  Grenzfläche  sowohl  der 
Winkel  an  der  Basis,  als  derjenige  an  der  Spitze  einen  ali- 
quoten Teil  von  360®  betrug  und  bei  welchen  daher  zweierlei 
sphärische  Ecken  auftraten,  deren  Scheitel  den  Eckpunkten 
zweier  konjugierten  regulären  Netze  entsprachen. 

Für  die  Gruppierung  und  Beschaffenheit  der  Ecken  eines 
aus  gleichschenkligen  Dreiecken  zusammengesetzten  Netzes 
ist  nun  aber  zweitens  der  Fall  möglich^  dass  die  Winkel 
einer  Grenzfläche  keinen .  aliquoten  Teil  von  360®  betragen 
und  an  allen  Ecken  des  Netzes  in  gleicher  Weise  auftreten, 
sodass  das  gleichflächige  Netz  zugleich  gl  ei  check  ig  wird, 
d.  h.  lauter  gleiche,  wenn  auch  im  allgemeinen  nicht  regu- 
läre, sphärische  Ecken  besitzt. 

Dieser  Bedingung  wird  zunächst  allgemein  dadui*ch  ge- 
nügt, dass  an  jedem  Eckpunkte  der  Basiswinkel  A^  2/:-mal 
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ft'.ftnu,  falls  der  Winkel  J.  an  der  Spitze)  i'-mal  aoftritt. 
Z'i  d^  in  §  15  unter  lle;  aufgestellten  BeJüngangsgleichang: 

lU;  -4,-r2J.-"'-'^'^l^v 

*  -  »i 

t.'itt  al«o  jetzt  die  folgende: 

Linzu.     AoÄ  beiden  Gleicbongea  folgt: 

4/. 
Jha)  m^- — y- 

'  V  /• 

Wiraia  als  einzig  zulässiger  Wert  fir  l  der  Wert  i*  =  1  sich 
ergiebt,  welchem  der  Wert  fM«4  entspricht  Für  die  Zahl 
fi  der  Eckpunkte  dieses  Netzes  ergiebt  sich  ebenfalls  der 
Wert  4 ,  da  die  Zahl  v  der  in  jeder  Ecke  zusammenstossenden 
Fliehen  3  betragt. 

2,  Das  so  bestimmte  Netz,  welches  wir  als 

XIV    gleichschenkliges  sphärisches  viereckiges 

4-Flach 
oder  als  sphärisches  Netz  des  tetragonalen  Spheno- 
id-j  bezeichnen  wollen,  hat  also  zu  Grenzflächen  vier  gleich- 
schenklige, einander  kongruente  Dreiecke  und  zu  Ecken  vier 
gleichschenklig- dreiflächige,  einander  kongruente  Ecken.  Da 
(]u:  Winkel  einer  Grenzfläche  nur  der  Bedingung 

20^;  ^j  +  2.'1,-:;goo 

genügen  müssen,  so  folgt,  dass  dies  zugleich  gleicheckige 
und  gleichfläehige  Netz  ein  veränderliches  (oder  beweg- 
liches; ist,  dessen  Elemente  von  einer  veränderlichen  Grosse 
abliängen. 

Filr  die  Elemente  des  Dreiecks  erhält  man  die  einfachen 
H<;ziehungen: 


20  y)  - 


yl  -  yj   =  1  SO''  _  4» .  ta>uf  A, \     ; 

ros  ,j  -  cotrj  ^J  ;    cos  l  a,  «  cos  l  a,  =  -  -  sin  i  a, ; 

1  a 

COS  U.,  -=>  0)b  ftj,  =  —  COt(/  "^  =-  —  C0:>^    ^  ; 


§  24.  Veränderliche  gleichflilchige  Netze  etc.  77 

mit  Hilfe  deren  leicht  alle  Veränderungen  des  Netzes  verfolgt 
werden  können,  wenn  man  z.  B.  cc^^  die  Basis  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks,  als  Variable  wählt.  Für  0<flfi<180^ 
ist  90«<Ji<U0^  135«>^>90«,  die  Winkel  sind 
also  immer  stumpfe  Winkel,  welche  zwischen  den  ange- 
gebenen Grenzen  liegen,  ebenso  sind  die  beiden  Schenkel  a^ 
und  a^  immer  stumpf,  während  die  Basis  a^  spitz,  recht 
oder  stumpf  sein  kann.  Für  a^^2ri  resultiert  das  reguläre 
(d.  h.  zugleich  auch  gleichkantige)  Tetraedernetz   III 

(§  11, 1). 

3.  Ein  solches  Dreieck  und  ein  durch  vier  solcher  Drei- 
ecke gebildetes  Netz  lässt  sich  durch  folgende  einfache  Kon- 
struktion erhalten:  Man  ziehe  zwei  auf  einander  senkrechte 
Durchmesser  eines  kleinen  Kugelkreises  und  verbinde  die 
Endpunkte  P^Ps  des  einen  Durchmessers  mit  den  Gegen- 
punkten P'g,  P'4  der  Endpunkte  des  andern  Durchmessers  durch 
Hauptkreise  (s.  Fig.  12  a). 

Denn  das  Dreieck  P^  P3  P  \  ist  das  au  die  Basis  P^  P, 
anstossende  Nebendreieck  eines  solchen  gleichschenkligen 
Dreiecks,  für  welches  der  Winkel  an  der  Spitze  das  doppelte 
desjenigen  an  der  Basis  beträgt,  d.  h.  des  Diagonaldreiecks 
eines  regulären  Vierecks. 

Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  dass  das  Netz  XIV  auch 
einfach  als  Hemigonie  des  gleicheckigen  (2-[-4)-flä- 
chigen  prismatischen  Achtecks  IV'  (vergl.  §  16,7)  er- 
halten werden  kann,  welches  dem  regulären  Oktaedernetze 
IV  zugeordnet  ist.  Wählt  man  von  den  acht  Eckpunkten 
(s.  Fig.  5y)  entweder  diejenigen  P^Ps?  P'sjP'i  oder  die- 
jenigen Pjj,P4,P'i,P'3  aus  und  verbindet  dieselben  durch 
die  Diagonalen  der  regulären  und  halbregulären  viereckigen 
Grenzflächen,  so  wird  je  ein  Netz  XIV  erhalten.  Diese  Dia- 
gonalen entstehen  sämtlich  durch  Verlängerung  der  Kanten 
des  Netzes  IV'.  Die  Mittelpunkte  der  Basen  sind  die  Punkte 
A^  und  A\,  die  Mittelpunkte  der  Schenkel  die  auf  dem 
Hauptkreise  a^  liegenden  Punkte  A^i  "^3>  -^'2;  ^'s-  ^^^  Netz  XIV 
^ist  ein  halbzähliges  Netz. 
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Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen, 
welche  dem  Netze  XIV  zukommen,  sind,  wie  auch  aus  der 
zuletzt  angegebenen  Entstehung  des  Netzes  sich  ergiebt,  die 
beiden  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die  Basen  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke  bilden  und  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Dagegen  sind  die  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die  Schen- 
kel bilden,  keine  Symmetrieebenen  des  Netzes.  Die  nach 
den  Mittelpunkten  A^^  und  A\  der  Basen  gerichteten  Haupt- 
axen,  welche  für  das  vollzählige  Netz  IV'  vierzählig  waren, 
haben  jetzt  nur  die  Bedeutung  zweizähliger  Axen;  die 
Queraxen  OA^,  OA'^  und  OA^^  0A\  sind  ebenfalls  zwei- 
zähl ig,  während  die  zweite  Gruppe  zweizähliger  Queraxen, 
welche  die  Winkel  der  ersteren  halbieren,  nicht  mehr  vor- 
handen ist. 

Das  Netz  XIV  wird  später  als  ein  besonderer  Fall  des 
Netzes  XVII  eines  rhombischen  Sphenoids  (§  29),  sowie 
auch  als  ein  Grenzfall  der  hauptaxigen  Deltoidnetze 
XXIV  (§  39)  erhalten  werden. 

4.  Nimmt  man  auf  dem  Symmetriekreisbogen  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  —  dieser  Symmetriekreisbogen 
ergänzt  die  halbe  Basis  der  beiden  an  die  Spitze  dieses  Dreiecks 
anstossenden  Dreiecke  zu  einem  Halbkreis  —  einen  Punkt  Q^ 
an,  konstruiert  in  den  drei  anderen  Dreiecken  des  Netzes  die 
zu  diesem  homologen  Punkte  und  verbindet  diese  vier  Punkte 
durch  Hauptkreisbogen,  so  entsteht  wiederum  ein  Netz  XIV', 
welches  ebenfalls  ein  Netz  eines  tetragonalen  Sphenoids 
ist  und  welches  wir  dem  Netze  XIV  unsymmetrisch-kon- 
jugiert  nennen  wollen.  Denn  wiewohl  die  beiden  Netze 
in  der  gegenseitigen  Beziehung  stehen,  dass  die  Eckpunkte 
des  einen  homologe  Punkte  der  Flächen  des  andern  sind 
und  dass  die  Kanten  sich  gegenseitig  halbieren,  so  stehen 
doch  nur  die  Basen  der  gleichschenkligen  Dreiecke  beider 
Netze,  nicht  aber  die  Schenkel  auf  einander  senkrecht  —  das 
eine  Netz  ist  also  nicht  das  Svrametrienetz  des  andern. 
Ist  speziell  der  sphärische  Abstand  des  Punktes  Q^  von  der 
Mitte  der  Basis  des  ihn  einschliessenden  Dreiecks  gleich  der 
Hälfte  dieser  Basis  (=  \  a.^),  so   sind   die  beiden  Netze  XI V^ 
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und  XIV'  koDgruent   und   bilden  zusammen  das  Netz   IV ', 
als  dessen  Hemigonieen  beide  zu  betrachten  sind. 

Wird  aber  der  Punkt  ^^  speziell  der  Mittelpunkt  ?ß^  des 
dem  gleichschenkligen  Dreieck F^P^P\  (Fig.  12«) umgeschrie- 
benen Kreises^  so  werden  die  beiden  Netze  symmetrisch 
konjugiert;  d.  h.  das  eine  das  Symmetrienetz  des  andern. 

Zu  jedem  Netze  XIV  giebt  es  daher  ein  symmetrisch- 
konjugiertes (oder  in  dem  frühern  Sinne  konjugiertes) 
Netz  XIV',  welches  das  einzige  jenem  symmetrisch-zugeord- 
nete  gleicheckige  Netz  darstellt. 

5.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  des  Netzes  XIV 
werden  erhalten,  wenn  die  Variable  £a~-|^«i  alle  Werte 
von  0®  bis  90®  annimmt,  d.  h.  wenn  der  Punkt  Pj  den  Qua- 
dranten des  Symmetriekreises  A^B^  des  regulären  Oktaeder- 
netzes durchläuft  (vergl.  Fig.  by  und  Fig.  12/J).  Da  nun  zu 
jeder  einem  Werte  von  £a  =  \oLi  entsprechenden  Varietät 
ein  symmetrisch-konjugiertes  Netz  XIV'  gehört,  welches 
wiederum  eine  andere  bestimmte  Varietät  der  Netze  XIV 
darstellt,  die  dem  Werte  £'«=  {-«'^  (d.  h.  dem  sphärischen 
Abstände  des  Punktes  ^ß^  von  A^  entspricht,  so  wird,  wenn 
der  «'a  entsprechende  Bogen  von  A^  aus  auf  A^  B^  abgetragen 
wird,  ein  Punkt  ?ßi  erhalten,  welcher  nebst  den  drei  ent- 
sprechenden Punkten  ^8>^'«>^'4  ^^®  Eckpunkte  eines  jenem 
symmetrisch -konjugierten  Netze  XIV'  kongruenten 
Netzes  bildet.  Wir  nennen  die  beiden  Punkte  Pj  und  ?ßi  kon- 
jugiert; sie  sind  in  der  That  konjugierte  Punkte  eines 
projektivisch-involutorischen  Punktsystems  auf  dem 
Hauptkreise  A^B^,  Die  Doppelpunkte  dieses  Punktsystems 
sind  die  Punkte  C^  und  Q,  da  für  die  sphärischen  Abstände 
£a  und  f'a  der  beiden  Punkte  Pj  und  ?ßi  von  -4^,  der  Mitte 
von  CiC^,  die  einfache  Relation  besteht 

26  d)  fang  Ba .  fang  s^a  "=-  2 , 

oder 

26  d')  tang  -\  a^ .  fang  \  a\  =  2, 

Durchläuft  Pi  den  Bogen  A^C^^  so  durchläuft  der  kon- 
jugierte  Punkt   $ßi    den    IJogen    B^C^]    durchläuft    Pj  den 
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Bogen  Cji/g,  so  durchläuft  ^ß^  den  Bogen  CiA^  u.  8.  f.; 
der  Doppelpunkt  C^  entspricht,  wie  schon  erwähnt,  dem  re- 
gulären Tetraedernetz. 

Als  weitere  Relationen  zwischen  den  Elementen  der 
beiden  symmetrisch -konjugierten  Netze  XIV  und  XIV  er- 
geben sich  leicht  ausser  derjenigen  (26 d)  folgende: 

^        1    t       sin^a^      .        .  sin  4«'« 

^  *     ^      cos  la^^         -^  *    *      cos^a\  ' 

,    ,  y2cos-la^  ,  y2{»s4«'s 

cos  4  «2  =    r- '-^—  ;    cos  4  «9  =-  ' — ^'— : 

26a)  V^3cös*2a2  /l-f  3  cos* -Ja',' 

cos  li  =  cos -^- cos  ■— '=  cos  7:cos-~'=-cotg-^cotg-~ 
2        2  2        2  ^2^2 

=  co^^r  ^^  cotg  Ä\  , 

wo  i2  den  Radius  des  den  Grenzflächen  beider  Netze  umge- 
schriebenen Kreises  bedeutet. 

6.  Jedem  Netze  XIV  oder  XIV'  kann  sowohl  ein  Po- 
lyeder ein-  als  auch  umgeschrieben  werden,  welches  wie  die 
Netze  ein  zugleich  gleicheckiges  und  gleichflächiges  ist. 
Jedes  derartige  Polyeder  ist  ein 

[XIV]     tetragonales  Sphenoid, 

welches  sowohl  als  die  Hemigonie  eines  geraden  tetra- 
gonalen  Prisma,  als  auch  als  die  Hemiedrie  eines  tetra- 
gonalen  Oktaeders  erhalten  werden  kann.  Die  beiden  tetra- 
gonalen  Sphenoide,  von  welchen  das  eine  einem  Netze  XIV 
ein-,  das  andere  demselben  Netze  umgeschrieben  ist,  sind 
symmetrisch  -  konjugiert,  und  zwar  ist  das  eingeschriebene 
(umgeschriebene)  demjenigen  tetragonalen  Sphenoide  kon- 
zentrisch und  ähnlich,  welches  dem  symmetrisch -konju- 
gierten Netze  umgeschrieben  (eingeschrieben)  ist. 

Die  Beziehungen  für  zwei  solche  konjugierte  tetragonale 
Sphenoide,  sowie  für  ein  tetragonales  Sphenoid  überhaupt, 
ergeben  sich  leicht  durch  Substitution  der  Werte  2Qy)  bis 
2G£)  in  die  Formeln  18a)  bis  18d). 

7.  Es  sei  endlich  noch  einuial  darauf  hingewiesen,  dass 
bei  diesem  veränderlichen  Netze,  welches  zugleich  gleicheckig 
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und  gleichflächig  ist,  die  Eckpunkte  sich  als  die  Hälfte  der 
Eckpunkte  eines  (veränderlichen)  gleicheckigen  Netzes  (IV) 
ergeben,  während  sie  bei  den  festen  Netzen  VIII  bis  XIII 
als  Kombination  der  Eckpunkte  zweier  regulären  Netze 
erhalten  werden,  und  ferner,  dass  das  Netz  XIV  nur  ein 
teilweise  symmetrisches  ist,  da  nur  die  Ebenen  der 
Basen,  nicht  aber  diejenigen  der  Schenkel  der  Grenzflächen, 
direkt  symmetrische  Mittelebenen  des  Netzes  repräsentieren. 


§  25. 

2.  Gleichschenklige^  Skalenoedernetze  XVIIIa. 

1.  Schliesslich  ergiebt  sich  noch  eine  dritte  Möglich- 
keit für  die  Anordnung  und  Beschaffenheit  eines  aus  gleich- 
schenkligen   Dreiecken    zusammengesetzten    gleichflächigen 

Netzes.     Von  den  beiden  gleichen  Winkeln  J.^«^^«- — 

können  nämlich  einmal  je  v^  Winkel  A^^  in  einer  Ecke  des 
Netzes  zusammenstossen,  so  dass  eine  erste  Gruppe  von 
halbregulären  sphärischen  Ecken  entsteht,  welche  von  der- 
selben Beschaffenheit  sind,  wie  die  Ecken  der  festen  NetzeVIlI 
bis  XIII;  zweitens  können  alsdann  je  k  Winkel  A^  mit  je 
k  Winkeln  -^3  sich  zu  einer  Ecke  vereinigen,  so  dass  eine 
zweite  Gruppe  von  unter  sich  gleichen  Ecken  entsteht,  deren 
Beschaffenheit  derjenigen  des  veränderlichen  Netzes  XIV  ent- 
spricht. 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  Ecken  der  ersten  Gruppe 
durch  fi^,  diejenige  der  Ecken  der  zweiten  Gruppe  durch  /Ug, 
so  gelten  also  für  derartige  Netze  folgende  Beziehungen: 

1/1^1=- 360«;   k{A^  +  A^)  ^360""] 


27«) 


m  m 


1' 


k 


aus  welchen  in  Verbindung  mit  Ha)  folgt: 

Hess,  Kagelteilung.  6 
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27  ß) 

oder 

21  ß') 


<-iy 


m  +  4 


m 


m 


4  i/j  l- 

2  v\  ~(v,  -  2)  /.• 


Da  aber   zufolge   des  Wertes   für  ^1,   in   27  a)    uur   der 
Wert  /.•^2  zulässig  ist,  so  ergiebt  sich: 

und  da  die  Zahl  Vj  --  ^^  notwendig  gerade  sein  muss,  so  ist 
i/i  =  2j[>i  (i>i  ="  2,  3...),  womit  schliesslich  die  Formeln  über- 
gehen in: 


21  d) 


w?  -  4/), ,  /t,  -    2 ,    ,a,  -    '2p, 


Die  Basis  a^,  sowie  die  Schenkel  «j,  f^jj  bestimmen  sich 
aus  den  einfachen  Formeln: 


27  f) 


A, 


180^' 


cos  Cf,  --=  COt^  A,  COU]    ^^  '-    rot(J  - 


fmiff 


i)0" 


ros 


180' 


sni  -l  «,  -- 


2  cos 


90 


0  ) 


<v>5'  l  a.^  ^ 

^4, 
cos      ' 

2 

.s/7/ 

Pl 

.     ISO" 

^ 

^'■a  • 

lS(r'      r 

IM)" 


>7?/  ^  «, ; 


L'  /f'ö' 


1  ) 


d.  h  die  GrenzÜäche  ist  das  ]S'ei)(  ndrei«^ck  eines  re<jfulilren 
Dreiecks  von  der  Kante  «... 

Dem  Werte  y>j  =- 2  entspricht  das  reguläre  Oktaeder- 
netz  IV. 

2.  Die  im  vorigen  cliaraktf^risierten  Netze  be/eichneii 
wir  als 
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XVIIIa)     gleichschenklige  Skalenoedemetze. 

Sie  werden  durch  ip^  gleichschenklige  Dreiecke  gebildet, 
die  in.  zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten  zu  je  2pi  mit 
den  gleichen  Winkeln  A^  zusammenstossen,  und  ausserdem 
2pi  vierflächige  sphärische  Ecken  bilden,  in  welchen  je  zwei 
Basiswinkel  A^  und  zwei  Winkel  A^  zusammönstossen. 

Diese  Netze  ergeben  sich  durch  eine  einfache  Zerteilung 
des  Doppelpyramidennetzes  VlII;  doch  soll  jetzt  auf  die 
genauere  Beschaffenheit  dieser  Netze  XVIIIa  sowie  der  ent- 
sprechenden gleicheckigen  Netze  und  der  zugehörigen  Po- 
lyeder nicht  eingegangen  werden,  da  sich  die  Netze  XVIII o 
im  §  30  als  ein  ganz  spezieller  Fall  der  dort  zu  betrachtenden 
allgemeineren,  veränderlichen  Skalenoedemetze  XVIII  er- 
geben werden. 

Es  sei  nur  noch  daraufhingewiesen,  dass  die  Netze  XVIIIa 
zwar  feste  Netze  sind  (für  einen  angenommenen  Wert  des 
|>i),  dass  sie  aber,  wie  die  Netze  XIV,  zum  Teil  unsymme- 
trisch sind,  indem  nur  die  Ebenen  der  Hauptkreise  der 
Basis  und  des  einen  Schenkels,  nicht  aber  des  andern  Schen- 
kels Symmetrieebenen  des  Netzes  darstellen. 

3.  Durch  Berücksichtigung  aller  Möglichkeiten  für  die 
Beschaffenheit  und  Anordnung  der  gleichschenkligen  Dreiecke, 
welche  ein  die  Kugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz  bilden 
können,  haben  sich  im  vorstehenden  wesentlich  drei  Haupt- 
fälle ergeben.  Der  erste  Hauptfall  umfasst  die  festen  und 
symmetrischen  derartigen  Netze  VIH  bis  XIII,  der  zweite 
das  veränderliche,  zum  Teil  unsymmetrische,  zugleich 
gleicheckige  und  gleichflächige  Netz  XIV  eines  tetragonalen 
Sphenoids,  der  dritte  das  feste,  aber  zum  Teil  unsym- 
metrische Netz  XVIII r7  eines  gleichschenkligen  Skale- 
noeders. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  den  allgemeinsten  Fall 
der  gleichflächigen  Dreiecksnetze  zu  behandeln,  bei  welchem 
die  Dreiecke  als  ungleichkantig  vorausgesetzt  werden. 


6* 
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B.    Allgemeiner  Fall  der   gleichflächigen  Dreiecks- 
netze:    Die    Grenzfläche    ist    ein    ungleichkantiges 

Dreieck. 


K  20.   Ableitung  der  Relationen  und  der  mög- 
liehen Fälle  für  die  festen  und  symmetrischen 

derartigen  Netze. 

Wenn  ein  ungleichkantiges  Dreieck  mit  den  Kanten 
«2,  «3  und  den  Winkeln  A^^A^^A^  nebst  seinen  Wieder- 
holungen ein  die  Eugelfiäche  einmal  bedeckendes  Netz  bilden 
soll,  so  muss  erstens  die  Bedingung  erfüllt  sein 


a 


n 


28)  • 


^,-f^,  +  ^3  =  '^-t-^180«, 


wo  m  die  Zahl  der  Dreiecke  des  Netzes  bedeutet. 

Was  zweitens  die  Beschaffenheit  und  Anordnung  der 
Ecken  anlangt,  so  ergeben  sich  auch  hier  mehrere  Fälle,  von 
welchen  wir  zunächst  den  Fall  der  festen  und  symme- 
trischen Netze  berücksichtigen,  bei  welchen  jeder  der  drei 
Winkel  yl^,  yJ^,  Ar^  einen  aliquoten  Teil  von  360^  beträgt 
und  daher  drei  Gruppen  von  sphärischen  Ecken  entstehen, 
indem  in  jedem  Eckpunkte  je  r,  gleiche  Winkel  Ai  zusammen- 
stossen.     W^ir  erhalten  daher  ferner  die  Beziehungen: 


2i0 


''l 

-1, 

-  aöo", 

Vj, 

A.. 

-  360», 

»'» 

^h 

-SfiO», 

oder 


2i)ß) 


A ,  - 


J.. 


360 '^ 


3()0^> 

1'.. 


aus  welchen  in  Verbindung  mit  2^)  sich  ergiebt: 


■MI) 
oder 
30«  j  m 


S  86.  Ableitung  der  RtilationeD  und  der  möglichen  Falle  etc.   g5 
2    .    2    ,2       .    ,    4 


Wird  die  Zahl  der  durch  je  v,  gleiche  Wiukel  Ai  ge- 
bildeten Ecbeu  mit  ft,  bezeiclmet,  so  ist 

m  m  m 

und 

31(.)  v,  fii  +  i/jfijj  +  Vjftj^.^iiJf. 

Werden  nun  den  Zahlen  Vi,v^,Vg  diejenigen  zulässigen 
ganziiahligen  und  von  einander  verschiedenen  Werte  erteilt, 
welchen  ein  positiver  und  ganzzaliliger  Wert  von  m  ent^ 
spricht,  Bo  werden  die  möglichen  gleicbtiSchigen  Netze  von 
der  angegebenen  Beschaffenheit  erhalten.  Die  Diskussion 
liefert  nur  die  folgenden  beiden  Fälle,  in  welchen  die 
Dreiecke  rechtwinklig  sind,  die  Kanten  derselben  sich 
also  auf  sehr  einfache  Weise  aus  den  Winkeln  bestimmen 
lassen. 


Diese  beiden  gleichflächigen  Netze  XV  und  XVI  sollen 
nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  und  den  ent- 
sprechenden Polyedern  zunächst  in  den  beiden  folgenden 
Paragraphen  genauer  betrachtet,  werden. 


1}  Vergl.  Fonnel  7)  in  §  9. 
8)  Vergl  Fonnel  8)  in  %  9. 
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§  27.   Uexakisoktaederuetz  XY  uebst  den  zugeordne- 
ten gleicheckigeu  Netzen  XT'  und  den  entsprechenden 

Polyedern. 

1.  Aus  den  in  Tabelle  32  aufgeführten  Werten  für  die 
Winkel  und  Kanten  einer  Grenzfläche,  sowie  denjenigen  für 
die  Zahl  der  Ecken  und  der  in  ihnen  zusammenstossenden 
Flächen  ergiebt  sich  sofort,  dass  das  Netz  XV  durch  die 
drei  vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  «^,  a^,  a^  des  re- 
gulären Oktaedernetzes  IV  und  durch  die  sechs  vollständig 
ausgezogenen  Hauptkreise  h^,  h^.,,  b^.  des  jenem  konjugierten 
regulären  Hexaedernetzes  VI  gebildet  wird  (vergl.  in  Fig.  13« 
den  stark  gezeichneten  Teil).  Die  sämtlichen  Kanten  des 
IJIetzes  XV  gehören  also  den  3  +  0  Hauptkreisen  an,  deren 
Ebenen  die  direkt -symmetrischen  Mittelebenen  des  regulären 
Oktaedernetzes  IV  oder  des  regulären  Hexaedernetzes  VI 
darstellen;  und  das  Netz  XV  kann  auch  dadurch  erhalten 
werden,  dass  man  die  gleichschenkligen  Grenzflächen  der 
Netze  X  oder  XII  durch  Ziehen  der  Symmetriekreisbogen 
in  je  zwei  symmetrisch -gleiche  rechtwinklige  Dreiecke  zer- 
teilt. Die  48  Grenzflächen  des  Netzes  XV  zerfallen  hiernach 
in  zwei  Gruppen  von  je  24  einander  kongruenten  Dreiecken, 
während  die  Dreiecke  der  einen  Gruppe  denen  der  anderen 
symmetrisch  gleich  sind  (vergl.  Fig.  13  ^,  in  welcher  die 
Schraffierung  diese  Beschafienheit  des  Netzes  bezeichnen 
soll). 

Was  die  Ecken  dieses  Netzes  XV  anlangt,  so  stossen  in 
den  sechs  Oktaedereckpunkten  ^  je  acht,  in  den  acht  Hexa- 
ederpunkten ('  je  sechs  und  in  den  zwölf  Punkten  B  (den 
Kantenmittelpunkten  der  konjugierten  Netze  IV  und  VI)  je 
vier  Grenzflächen  bezw.  unter  gleichen  Winkeln  aneinander^ 
so  dass  die  Ecken  mit  den  Scheiteln  A^  (\  B  bezw.  halb- 
reguläre achtflächige y  sechsflächige,  vierflächige  sphärische 
Ecken  sind. 

Wir  bezeichnen   daher  das  Netz  XV  passend   auch  als: 

XV    sphärisches  (6 -f  8 -f  12)-eckige8  2.24-Flach. 
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2.  Die  Grenzfläche  (z.  B.  A^  C\  li^  des  Hexakisoktaeder- 
iietzes  ist  das  früher  (vergl.§  11,  4)  erwähnte  charakteristi- 
sche Dreieck  des  regulären  Oktaeder-  und  des  Hexaeder- 
netzes. Die  Ecken axen  des  Netzes  XV  bilden  bez.  die  drei 
Paare  vierzähliger,  die  vier  Paare  dreizähliger  und  die 
sechs  Paare  zweizähliger  Äxen  desselben,  während  die  die 
Kanten  des  Netzes  XV  erzeugenden  Ebenen  der  drei  Haupt- 
kreise  n  (der  Aquatoren  zu  den  Punkten  A)  und  der  sechs  Haupt- 
kreise  h  (der  Aquatoren  zu  den  Punkten  B)  die  direkt-sym- 
metrischen Mittel  ebenen  des  Netzes  darstellen  (vergl.  §11,5). 

3.  Werden  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenz- 
fläche (z.  B.  A^  C\  y^i)  angenommenen  Punkte  Pj  die  homo- 
logen Punkte  in  allen  übrigen  Dreiecken  des  Netzes  XV 
konstruiert,  so  liegen  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante 
benachbarte  Punkte  P  symmetrisch  zu  derselben  und  das 
durch  die  Verbindung  sämtlicher  48  Punkte  P  entstehende 
Netz  ist  ein  gleicheckiges  Netz  XV',  welches  dem  Netze  XV 
als  seinem  Symmetrienetze  zugeordnet  sind.  Die  48  drei- 
flächigen sphärischen  Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von 
je  24  rechten  und  linken  Ecken,  da  je  zwei  benachbarte 
Ecken,  deren  Scheitel  in  zwei  längs  einer  Kante  anstossenden 
Dreiecken  des  Netzes  XV  liegen,  symmetrisch-gleich 
sind.  Diejenigen  gleicheckigen  Netze,  deren  Eckpunkte  je 
einer  dieser  beiden  Gruppen  von  24  Punkten  angehören, 
werden  später  in  §  42  als  Netze  XXVI',  die  den  Pentagon- 
ikositetraedemetzen  XXVI  zugeordnet  sind,  erhalten  werden. 

Die  Grenzflächen  des  Netzes  XV',  deren  Kanten  durch 
die  auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Kanten  des  Symmetrie- 
netzes XV  halbiert  werden,  sind  einmal  sechs  gleich- 
eckige (4  rf  4) -kantige  Achtecke  mit  den  Mittelpunkten  A^ 
ferner  acht  gleicheckige  (3  +  3)  -  kantige  Sechsecke  mit  den 
Mittelpunkten  6^  und  endlich  zwölf  gleicheckige  (2 -f  2) -kan- 
tige Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B  (vergl.  in  Fig.  13« 
das  punktiert  gezeichnete  Netz).  Wir  bezeichnen  das  gleich- 
eckige Netz  XV'  als 

XV'     sphärisches  (6-f  8 -f  12)-f lächiges  2.24-Eck. 
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Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  des  Netzes  XV' 
entstehen,  wenn  der  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen  inner- 
halb des  Dreieckes  A^  C\  B^  annimmt.  Ist  dieser  Punkt 
der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  umgeschriebenen 
Kreises ,  so  erhält  man  diejenige  Varietät ,  welche  dem 
Netze  XV  konjugiert  ist.  Wenn  dagegen  der  Punkt  1\ 
mit  dem  Mittelpunkte  des  dem  Dreiecke  A^  C^  B^  einge- 
schriebenen Kreises  zusammenfällt,  so  werden  die  sämtlichen 
Kanten  des  Netzes  XV'  einander  gleich,  die  sämtlichen  im 
allgemeinen  halbregularen  Grenzflächen  gehen  in  reguläre 
über.  Wir  bezeichnen  diese  Varietät  wiederum  als  die  Ar- 
chimedeische  Varietät  der  Netze  XV'. 

Die  Netze  X'  und  XII'  entsprechen  den  beiden  beson- 
deren Fällen  der  Netze  XV',  in  welchen  der  Punkt  1\  bez. 
auf  der  Kante  A^  B^  und  der  Kante  B^  C\  liegt,  das  Netz 
XV  also  durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  solchen 
Kante  zusammenstossenden  Dreiecke  bez.  in  das  Netz  X 
und  XII  übergeht.  Der  Fall,  in  welchem  der  Punkt  P^  auf 
die  Kaute  ^'i^i  fällt,  wird  in  §  35  erhalten  werden,  wobei 
die  entsprechenden  Netze  als  zugeordnete  Netze  des  sog. 
Deltoidikositetraedernetzes  XXI  auftreten,  welches  durch 
Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  Kante  (\Ai  zusammen- 
stossenden Dreiecke  des  Netzes  XV  resultiert. 

Die  dem  Hexakistetraedernetz  X«  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  X"  f§  20)  stellen  diejenige  Hemigonie 
der  Netze  XV'  dar,  bei  welcher  von  den  48  Eckpunkten  dieser 
Netze  nur  diejenigen  beibehalten  werden,  welche  symmetrisch 
zu  den  Hauptkreiseri  />,  nicht  aber  zu  den  Hauptkreisen  a 
liegen. 

Als  eine  andere  Hemigonie  dieser  Netze  XV'  werden 
im  §  38  die  dem  Diakisdodekaedernctz  XXIII  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netze  XX 111'  auftreten. 

4.  Jedem  Netze  XV'  kann  ein  gl  eich  eckiges  Polyeder, 
nämlich  ein 

[XV'J  gleicheckiges  ((>  +  8  +  12)-flächiges  2.24-Eck 
eingeschrieben   werden,   ein  Polyeder,  welches  durch  gleich- 
massige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken  und  der  Kanten 
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eines  regulären  Oktaeders  erhalten  werden  kann,  dessen  Flä- 
chen also  eine  Kombination  der  Grenzflächen  eines  regulären 
Hexaeders,  Oktaeders  und  eines  Rhombendodekaeders  dar- 
stellen. Die  Beschaffenheit  der  Ecken  und  der  Grenzflächen 
folgt  einfach  aus  derjenigen  der  Ecken  und  der  Grenzflächen 
des  gleicheckigen  Netzes. 

Das  einem  Netze  XV'  in  dessen  Eckpunkten  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  eingeschrie- 
benen gleicheckigen  polar  entspricht,  ist  ein  He xakis Ok- 
taeder oder  ein 

|XV|  gleichflächiges  (6 -f  8+ 12)-eckiges  2.24-Flach, 

dessen  Eckpunkte  eine  Kombination  der  Eckpunkte  eines 
regulären  Oktaeders,  Hexaeders  und  eines  Kubooktaeders  dar- 
stellen. Dasselbe  ist  von  2.24  (24  rechten  und  24  linken) 
unregelmässigen  Dreiecken  begrenzt  und  hat  sechs  acht- 
flächige, acht  sechsflächige  und  zwölf  vierflächige  halbregu- 
läre Ecken,  deren  Flächen winkel  im  allgemeinen  abwechselnd 
gleich  sind. 

Die  dem  konjugierten  Netze  XV'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  sind  bez.  den  beiden  Polyedern  kon- 
zentrisch und  ähnlich,  welche  dem  Netze  XV  um-  und  ein- 
geschrieben werden  können;  während  der  Archimedeischen 
Varietät  der  Netze  XV'  die  Archimedeischen  Varietäten 
des  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeders  entsprechen,  für 
welche  bez.  sämtliche  Grenzflächen  oder  sämtliche  Ecken 
regulär  werden. 

o.  Die  Elemente  der  Netze  XV'  hängen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grössen  ab,  als  welche  wir  wiederum  den  sphä- 
rischen Abstand  Sa  des  Punktes  P^  vom  Eckpunkte  A^  und 
den  Winkel  ^a  wählen  wollen,  welchen  der  Hauptkreis  A^l\ 
mit  dem  Hauptkreise  A^  B^  bildet.  Die  Winkel  des  sphä- 
rischen Dreiecks  bei  ^1,^1,^1  mögen  (statt  wie  bisher  durch 
Ay^,  ^3,  A^)  durch  J,  2/,  C\  die  Kanten  (statt  wie  bisher 
durch  «1,  «3,  «2)  durch  «,  /5,  y;  die  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  1\  von  den  Eckpunkten  Jy,  und  (\  durch  Si,  und  Sc 
und    die   Winkel,    welche    die    Hauptkreisbogen   B^  P^    und 
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C\  Pj  bez.  mit  BiC\  und  C\Ai  einschliessen  durch  d^t,  und-d^ 
bezeichnet  werden.  Die  senkrechten  Abstände  des  Punktes  Pj 
von  den  Kanten  a^  ß^  y  oder  die  halben  Kanten  des  zuge- 
ordneten gleich  eckigen  Netzes  XV'  sollen  durch  J  «',  \  ß\ 
2  y\  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch  A\  B\  C\ 
und  endlich  die  Teilwinkel,  in  welche  die  Winkel  A\B\C' 
bez.  durch  die  Bogen  Pi-lj,  Pi  Pi,  Pi  (\  zerlegt  werden,  durch 
A'\A'"',  B",B'"',  C",C'"  bezeichnet  werden  (vergl.  Fig.  13y). 
Alsdann  gelten  die  Beziehungen: 


:^:3  ß) 


cos  £a  +  sin  £.,  COS  ^„        COS  £«  +  COS  Bg^ 
COS£;.^  '  =-     -    — 7 

y2  |/2 


cos  e,. 


cos  Sa  +  (cos  ^a  +  **'W  d'a)  SiU  Sa 
cos  fa  +  COS  Sa 2+  COS  f^^ 


wo 


i\^)ß)  COS  6^2  '-^  ^*"'  ^a  CU^'  d^a  ,      COS  faj  =  *'"'  ^«  ^''^  ^a 

gesetzt  ist,  also  f„  oder  f<ii,  £«3,,  fas  die  sphärischen  Ab- 
stände des  Punktes  1\  von  den  drei  Eckpunkten  A^^A^^A^ 
des  Oktantendreiecks  bedeuten  und 


■.):)y) 


r/>.s'-'  e„i  +  co>''^  s,,.,  +  cos'^  f,,^  =-  I 


ist. 


Ferner  ist: 

shi  i  fc'  --  sin  tf. ,  sin  t)-/,  =-  sin  f,. .  sin  (*30"  —  'O'..) 


(VAS  £f,  —  C(/S  £^2 

sin  i  /^ '  =■-  sin  Sc .  6/><  1%  --  siyt  f «  .  .n///  (45"  —  !>„ ) 

COi'  £,,jj  —  cos  ^flj, 

sin  2- ;''  ^--  cS/y/  ^,, .  s/"// 1)„  --  siu  t^ .  rvy^- 1)-/,  ^  cos  f„3  : 


und 


I  cotg  vi "  -^  cos  /•„  tawj  9-„ ,  r-o/^  .1 "'   -  cos  e..,  iany  (^45 "  —  -it« ) , 

I5H  6  j    ro^(/  /> ' '  =^-'  cos  F>,  lang  0"/. ,  t^oig  />'''-  cos  f  ^  c'o/</  9-^ , 

I  roUj  C"  ^  cos s, tmnj ^ ■ ,  coifj  C'"  -  ^  ros f, /^(/k/  (()()" - 1^.. ) ; 
wobei: 
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330 


tany  %,, 


cos  ias 


sin  ^^  y' 


tang(4b^-^a)=^~- 


rosea.      y2sm-^,ß'+slniy' 
cos  f„2  —  COS  «fl...  sin  \  ß' 


cos  ia^  +  cos  £as     y2sin  l  y'  +  sin  l  ß' 
cos  f«  —  cos  6a  o      sin  l  a' 


5m  4  y' 


tü^m  d^.- 


y2cOS8a^ 

}/3  (cos  Sa  2  —  COS  «aa) 


tang  {ÜO^  -  ^,)  = 


2  cos  Sa  —  {cos  Sa  2  +  COS  fa«.) 

_  ySsinlß' 
2sinla'  +  sin  Iß'' 

1/3  (cos  Sa  —  COS  Sa  2) 
cos  Sa  +  COS  £„2  ~"  2  COS  6^3 

1/3  5m  Ja' 
26'/n  l~ß'  +  sin\cc' 


ist. 

Die  von  den  sphärischen  Perpendikeln  PiJay  PiJc,  ^iJb 
auf  den  Kanten  a,  y,  ß  erzeugten  Abschnitte  (s.  Fig.  13y) 


A^  J.  =  y(i) 
A^  Jf,  ---=  ß^i) 


Ci  e//,  =  /3(i)  V^j  e7.,  ==  «(1) 

C\  e/;,  =  «(2)  7^1  J,.  =  7^(2)  ; 

welche  bez.  die  beiden  Badien  der  je  einem  halbregulären  gleich- 
eckigen Polygon  des  gleicheckigen  Netzes  eingeschriebenen 
Kreise  darstellen,  bestimmen  sich  aus  den  einfachen  Formeln: 

.  cos  Sao 

tangya^-^ > 

cos  Sa 

COSSa^  +  COSSa^ 

fang  /3(2. 7^ ~  ? 


331?) 


t^ng  /}(! , 


1/2  COS  Sa 
2  cos  Sa  —  COS  Sa2  —  COS  faj 
1/2  (cos  Sa  +  COS  Sa2  +  COS  Sa^) 

COS  Sa  +  COS  f as  —  2  COS  Sa • 
y2  (cos  Sa  +  COS  Sa^  +  COS  Sa^) 

l/2C05fa3 


- 1 


tangyij,  = 


C0SSa  +  C0SSa2 
COS  Sa  —  CC(S  £02 
COS  Sa  +  COS  f aj 


:if  :  -zj^f  Äi>ix^-fl:£Le&ür.  xd  ecr.  Xctae. 


Fär  d«>c  ßadiTiä  /^  «ies  <i*ai   Dreiecke  -1^  f\  i',  amg«^- 
ST:krieb«nen  Kreises  erfaßt  man 


f//w  45  *  —  j  ij        Mnj?  ^  15      *emjr22-| 


.  j 


■«3T1* 


damit  toltT-  f^r  da?  dem  Netze  XV  konjaeierte  Netz  XV ': 


r  --  ;.  -    .^  -=  //.     ^^  =  >'•    —  er.  = 


t.V>-^.  =  374«, 


a^d    welch ^Ij    Werten   sieb    die    Kanten    und   Winkel   dieses 
Netzes  in  einfacher  Weise  ergeben. 

Frlr  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XV  wird: 


f'AaP^ 


o^t'i'l'I':' 


1 


cotq  30® 


I 


'-^  •.'  4,       ' 


^^/-  r,. :  </>.  f . , :  c/'.:.  f  ..  -  -  V  2  -f  1  :  ]  '2  +  1  :  I 

^''>h..  7  :.j'2-i'    '""^i    0  —  1/2 


Für  diejenigen  Varietäten,  bei  welchen  der  Punkt  2*j 
a'jf  dem  von  //,  auf  die  Hypotenuse  A^  C\  gefällten  sphä- 
rischen Perpendikel  7/, />,  (s.  Fig  IT««  liegt,  bestehen  die 
einfachen   Beziehunjren: 


f:0.^f:,,.,-i-f0^f.,^.. 


'^i'»?.) 


<0.S{:„ 


i  :   rof(f  f^-    /  O.S' ,%  +  sin  ^^ ;   ^^  =  ^i] 


cos  e,: 

ros  B„ 


V-6 
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Wenn  der  Punkt  Pj  auf  die  Kante  ä^B^  rückt,  so  ent- 
stehen die  Netze  X',  für  welche  (vergl.  Formeln  21)  in  §  20): 

33 /i;  ^u  =  0«,    ^,  =  90^    £„  +  £,  =  45« 

wird;  fällt  der  Punkt  P^  auf  die  Kante  J^iCt,  so  werden 
die  Netze  XII'  erhalten,  für  welche  (vergl.  §  22  Formeln  24) 
die  Relationen  gelten: 

•   33 v)     -^6  =  0^  '^c  =  60<»;   cotg  ta-ros^^-^  f^ +  £,  =  90«-i;. 

Was  die  den  Netzen  XV'  ein-  und  uiii geschriebenen 
Polyeder  anlangt,  so  ergeben  sich  die  wichtigsten  Be- 
ziehungen für  dieselben  und  ihre  bezüglichen  besonderen 
Varietäten,  wenn  die  Werte  aus  83«)  bis  v)  in  die  Formeln 
18a)  bis  rf)  eingesetzt  werden,  wobei  nur  die  für  die 
Netze  XV'  etwas  geänderte  Bezeichnung  der  Kanten  und 
Winkel  zu  berücksichtigen  ist.    Auf  die  Beziehungen  zwischen 

den  Grössen  fa,  ^a  oder  £„,  £«2?  ^as  ^^®^  ^a;  ^*;  ^c  zu  den  sog. 
Ableitungskoeffizienten  dieser  Polyeder  wird  später  im 
fünften  Kapitel  näher  eingegangen  werden. 


^  28.    Diakishexekontaedernetz  XYI  uebst  den 
zus|;eordneten  gleicheckigen  Netzen  XYI'  und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Üas  Diakishexekontadernetz  XVI  wird,  wie  aus  den 
Werten  in  Tab.  32  für  die  Winkel  und  Kanten  einer  Grenz- 
fläche, sowie  für  die  Zahl  der  Ecken  und  der  sich  in  ihnen  ver- 
einigenden Flächen  hervorgeht,  durch  die  vollständig  aus- 
gezogenen fünfzehn  Hauptkreise  6^,  feg... 6^5  des  regulären 
Ikosaeder-  oder  des  konjugierten  Pentagondodekaedemetzes 
erzeugt  (s.in  Fig.  14a  den. stark  gezeichneten  Teil).  Man  kann 
dies  Netz  XVI  auch  dadurch  erhalten,  dass  man  die  gleich- 
schenkligen  Grenzflächen  der  Netze  XI  oder  XIII  durch 
Ziehen  der  Symmetriekreisbogen,  welche  in  die  Verlängerung 
der  Kanten  dieser  Netze  fallen,  in  je  zwei  symmetrisch  gleiche 
rechtwinklige  Dreiecke  zerteilt.  Die  120  Grenzflächen  des 
Netzes  XVI  bestehen  daher  aus  zwei  Gruppen  von  je  sechzig 


94    Drittes  Kap.  Bestimmung  d.  einf.  gleichflächig,  u.  d.  etc.  Netie. 

einander  kongruenten  Dreiecken,  während  die  Dreiecke  der 
einen  Gruppe  denen  der  andern  symmetrisch  gleich  sind. 

In  den  zwölf  Ikosaedereckpunkten  G  dieses  Netzes  stossen 
je  zehn^  in  den  zwanzig  Pentagondodekaedereckpunkten  C 
je  sechs  und  in  den  dreissig  Punkten  B  (den  Eantenmittel- 
punkten  der  konjugierten  Netze  V  imd  VII)  je  vier  Grenz- 
flächen bezw.  unter  gleichen  Winkeln  aneinander,  so  dass 
die  sphärischen  Ecken  mit  den  Scheiteln  6r,  (7,  B  bezw.  als 
halbreguläre  zehnflächige,  sechsflächige  und  vierflachige 
zu  bezeichnen  sind. 

Das  Netz  XVI  wird  daher  passend  als 

XVI     sphärisches  (12  +  20  +  30)-eckiges 

2.60-Flach 
bezeichnet. 

2.  Eine  Grenzfläche  des  Netzes  XVI  (z.  B.  GiC^B,) 
stellt  das  früher  (§  12,2)  erwähnte  charakteristische 
Dreieck  des  regulären  Ikosaeder-  und  des  Pentagondode- 
kaedemetzes  dar.  Die  nach  den  Punkten  G^G^B  gehenden 
Eckenaxen  bilden  sechs  Paare  fünfzähliger,  zehn  Paare 
dreizähliger  und  fünfzehn  Paare  zweizähliger  Azen, 
während  die  fünfzehn  Ebenen  der  Hauptkreise  h  (die  Äqua- 
toren  der  Punkte  B)  die  einzigen  direkt- symmetrischen 
Mittelebenen  des  Netzes  sind  (§  12,3). 

8.  Die  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenzfläche 
(z.  B.  G^(\B^  angenommenen  Punkte  Pj  homologen  Punkte 
sämtlicher  Grenzflächen  des  Netzes  XVI  ergeben,  wenn  y^ 
zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  dieses  Netzes  symmetrisch 
liegende,  benachbarte  Punkte  verbunden  werden,  ein  dem 
Netze  XVI  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  XVF.  Je  zwei 
benachbarte  Ecken  dieses  Netzes,  deren  Scheitel  in  zwei 
längs  einer  Kante  anstossenden  Dreiecken  des  Netzes  XVI 
liegen,  sind  symmetrisch  gleich,  so  dass  die  120  dreiflä- 
chigen sphärischen  Ecken  des  Netzes  XVI'  entsprechend  in 
zwei  Gruppen  von  je  sechzig  rechten  und  linken  Ecken  zer- 
fallen. 

Auf  diejenigen  gleicheckigen  Netze,  deren  Eckpunkte 
die    sechzig    Punkte   je    einer    dieser    beiden    Gruppen    sind, 
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werden  wir  später  in  §  4;i  unter  XXVII'  geführt  werden, 
wo  sich  diese  Netze  als  dem  Pentagon -Hexekontaedernetze 
XXVIl  zugeordnet  ergeben  werden. 

Das  Netz  XVI'  besitzt  dreierlei  Grenzflächen,  deren 
Kanten  durch  die  auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Kanten  des 
Symmetrienetzes  XVI  halbiert  werden,  und  zwar  sind  vor- 
handen: zwölf  gleicheckige  (o  +  5)  -  kantige  Zehnecke  mit  den 
Mittelpunkten  G ,  femer  zwanzig  gleicheckige  f  3  +  3)  -  kantige 
Sechsecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  endlich  dreissig 
gleicheckige  (2  +  2) -kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B 
(vergL  das  punktiert  gezeichnete  Netz  der  Fig.  14a).  Das 
Netz  XVI'  wird  daher  passend  als 

XVr     sphärisches  (12  + 20  +  n())-flächige8 

2.60-Eck 
bezeichnet. 

Den  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  Pj  innerhalb  des 
Dreiecks  G^  C\  L*,  entsprechen  die  sämtlichen  möglichen 
Varietäten  des  Netzes  XVI';  die  dem  Netze  XVI  konju- 
gierte Varietät  resultiert,  wenn  der  Punkt  P^  der  Mittel- 
punkt des  dem  Dreieck  (r^(\I\  umgeschriebenen  Kreises 
ist,  und  die  zugleich  gleichkantige  sog.  Archimedeische 
Varietät,  wenn  Pj  der  Mittelpunkt  des  jenem  Dreiecke  ein- 
geschriebenen Kreises  wird.  Fällt  der  Punkt  P^  speziell 
auf  die  Kante  G^B^  oder  die  Kante  J^iC\^  so  gehen  die 
Netze  XVI'  bez.  in  diejenigen  XI'  oder  XIII'  über,  während 
das  Symmetrienetz  XVI  durch  Zusammenfassen  je  zweier 
Dreiecke  längs  einer  Kante  GiJ^i  oder  IiiC\  in  die  Netze  XI 
oder  XIII  übergeht.  Der  dritte  noch  mögliche  Fall,  in 
welchem  je  zwei  längs  einer  Kante  GiC\  benachbarte  Drei- 
ecke des  Netzes  XVI  zusammengefasst  werden,  wird  in  §  3H 
als  Deltoidhexekontaedernetz  XXII  erhalten  werden, 
bei  welchem  die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzes  auf  jener  Kante  liegen. 

4.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XVI'  eingeschrieben  werden  kann,  nämlich  das 

[XVT]     gleicheckige  (12-f  20  +  30)-flächige 

2.60-Eck, 


IM)   I >ritttiH  Kap.  Bestini monfc  f.  d.  einf.  gleichflä-chig.  11.  d.  etc. Ketxe. 

(MitHtühi  auch  durch  gleichmüssige  und  gerade  Abstumpfiiiig 
der  Kckeii  und  der  Kanten  eines  regulären  Ikosaeders;  die 
Kliirhen  dieses  Polyeders  stellen  also  eine  Kombination  der 
(jronxtliichon  eines  regulären  Pentagondodekaeders,  Ikosaders 
und  eines   Ubouibentriakontaeders  (vergl.  §  33)  dar. 

Dsis  ^leiohfläehige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XVI' 
in   dt»ss«»n   Kek punkten   umgeschrieben  werden  kann,   ist  ein 

|\V1|     irleichfliiehiges  (12  +  20  +  30)-eckige8 

L>.i;o. Flach, 

w «»Kilos  dem  i^leioheckiiien  polar  entspricht  und  dessen  Eck- 
punkte eine  Kvuubiiuuion  d»*r  Eckpunkte  eines  Ikosaeders, 
Peulaijondodekaeders  wA  des  dem  Triakontaeder  polar  ent- 
spreoheudeu  IVlxeders    ver^l.  $  o3    darstellen. 

nie  Hesohatleuhei:  der  Ecken  und  Grenzdachen  dieser 
Tolvedei*  tolct  in  eiiiMoher  Weise  aus  derjenigen  des  gleich- 
eiki'ev.  Net  es;  de  lit  :v,  k^^r.iuirierien  Netze  XVI'  ein- 
, .  1  j . ,  ij  Hl  kjeso  !i  vie  V  e :  e  :i  PI  >  e .!  v  r  sind  w  ieiierum  bez.  kuuzen- 
! r, s . ': ;  •.•.:•.»:  T, ":•  v *.: i  V.  . 1 0  '.  " "  .^ 'M '. :".  Pc ". y e.ie m .  welche  dem  gleich- 
:" i. /:.-.»;«-. •  N ; :  i-  \  V !  . .  -  •  ■  .1  ; ; ::  ^i  ^^  V. r : ;  l  rii  werden  können ; 
:\,.  ,l;i>  ,.;\  A  :  V  ■- .  ;  f  l;':s  - 1: v\  Vatit:^:  €:l-  oder  um- 
ji.^.":.: .;  .\*   ;;\^\:';;  >\..\     .;.  -^^  v.  ::  :ii~i^:ir:  v-?rschiedenen 


i'   . 


« • 


,  \ , 


V.N   .;■;•   ■•:\.-;'      •  :* 7  .    ! t"  .Vri:      r'^^rL.   v:-    welcheu 

■  .    V:  .  ;\::;     .7  N^:  ;     V»*     l\i'.-^-z:l.    wollen 

•  >    :      >-ts    r     ^ :z:i  Eek- 


\ . 


"^fc 


:...-7:i  irr  Haupt- 
V      >  .;  .    :".         V--  >;    "  -•.-.-.    T'if  Abstände 

..'.-'  -.   -      •'     -^  1  r..  be- 

*  -i     "     "'.  T     1  isner 

>       •':•.■::•    A::?:vLnde 
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des  Punktes  P^  you  den  Kanten  a,  ß,  y,  d.  h.  die  halben 
Kanten  des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XVI'  durch 
"i^'i  '\ß\'\y\  ^^®  ^^^  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  durch 
G\  B\  C\  und  die  Teilwinkel,  in  welche  die  Winkel  G\  B\  C 
bez.  durch  die  Bogen  PiGj,  PiHi,  P^C^  zerlegt  werden,  durch 
ß",  (?'";  If ",  £"';  C",  C"  bezeichnet  werden. 

Dann  bestehen  die  fielationen: 

cossg^  cos  Sf,  cos  (p  +  sin  Sb  sin  <p  sin  d^t 
=  cos  6bC0S<p  +  cos  6"U  sin  (p , 


34«) 


cos  Sc  *=  cos  SbCO$i;  +  sin  et  sin  ^  cos  d^i, 
cos  Sf,  cotg  q)  +  sin  St,  tang  q)  cos  d^t 

COS  St  cotg  (p  +  cos  s*\  tang  (p 

W  ' 


wo 


34  ß)       cos  s'\  =  sin  st  cos  ^i,  •,   cos  s^^\  =  sin  st,  sin  &^ 

gesetzt  ist^  also  Sf,^  s*\,  s^^'i,  die  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  Pj  von  den  drei  Eckpunkten  J?i,  ^13,^15  des  Ok- 
tantendreiecks  (vergl.  Fig.  14«)  bedeuten  und 

34  r)  COS^  Sö  +  COS^  £",  +  cos^  s'\  =  1 

ist. 

Ferner  erhält  man: 

sin  -7  a'  =  sin  Sf,  sin  ^i,  =  sin  Sc  sin  (60®  —  d^c)  =  cos  s"'bj  * 
sin^  ß^  ^  sin  Sc sin  d^c  =  sin  Sg sin  (36^  —  d^g) 
34d) )  =  sin  18®  cos  St,  —  cos  18^  sin  St  cos  (q)  —  d'b) 

=  -^  {tang  q)  cos  St,  —  cotg  qj  cos  s^\  —  cos  s"'b) , 
,sin-jy*  >=  sin  Sg  sin  ^g  ==  sin  st,  cos%b  *=  ^os  s"by 


und 


Ms) 


cotg  G  "  =  cos  fg  tang  »g ;  cotg  G '"  «  cos  Sg  tang  (3G  ^-  ^g)] 

» 

cotg  li "  =  cos  St  tang  ^b\  cotg  B '"  =  cos  si,  cotg  d^f, ; 

cotg  C  >=  cos  Sc  tang ^c\  cotg  C'*'=^  cos  Sc  tang (60^— &c)] 


wobei 

Heil,   Kugeltcilung. 
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to-fl» 11^' sinjy'tangip 

'     cos  ef,  sm  q>  —  COS  s"\  COS  ^      2stH-lß'  smfp  +  sm-^y'eosf 

tang  (SG^-  »,)  =  cos^^tang*^-c^f\-cos^^tang^ 

^^     cose(,sm<p  +  coss"i,tangq>  —  cose"\co8fp 

cosq> 


langet 


cos  ^"b      sin  J- «' 
cose^ö       sin-jy' 

COS£"ö 


sin -f  ß'  fang  ip 
sin^ß*  cosq>  +  2  sin-^  y'  sinq>* 


i/q  ^S€i,tang<p  —  cos£"bCotgq>  —  cos£'\ 
^    '''^^    'cosef,t^ng(p  —  coss'\cotg(f  +  3cos^"b 

^^  ^  ""^     cos  et,  tang  9  —  cos  b'\  cotg  q>^  2  sin-^  ß'  +  sin  -^  t/ 

ist. 

Die  von  den  sphärischen  Perpendikeln  P^J^j  PiJbf  PxJc 
auf  den  Kanten  cc,  ß^  y  erzeugten  Abschnitte 


^i  ^c  =  y{2)    '    G'iJb'^  ß{i)    \    CiJff"^  «(j) , 

welche  bez.  die  beiden  Radien  der  je  einer  halbreguiären 
gleicheckigen  Grenzfläche  des  gleicheckigen  Netzes  einge- 
schriebenen Kreise  darstellen,  bestimmen  sich  aus: 

cosa"t,      ^  cos6^"b 

tang  «d,  =-  -—-  ;    fang  y^t)  = 


:m  y) 


COSfft 


cos  6b 


iti 


tang  ya)  = 


cos  Bf,  sin  ^  —  cos  e   bC0S<p 
cos  Sfj  cos  (f  +  cos  6"\  sin  q)  ' 

COS  e^\ 


-5-  (cos  at,cosw-\ COS  a'^'t  cotg  w  cos  g>) ; 

^i^gß{2)  = , in  —  ' - 

^ '^  cose(,cosg)  +  cose  bStnq> 

l  (cos  Ff,  tang  w  —  cos  t^\  cotg  rp  +  3  cos  e"\) 

iangßm    -  -  ^       -      .  -  -    .  -        ,,   , : 

cos  €ö  cotg  (f  +  cos  Et,  tang  qp 

cos  Bi,  tanaw  —  cos  a"tCotg  w 

fang  «(2) f ; „  . 

cos  f ,,  cotg  (p  +  cos  t  (,  tang  q> 
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340    {*'"? 


Für  den  Radiiis  R  des  dem  Dreiecke  G^B^Ci  umge- 
schriebenen Kreises  erhält  man: 

34^)        ^  cos  57^        cosS^        cos  33^  ^^ 

l  ü- 18^ 42' 45",  2; 

damit  ergiebt  sich  f&r  das  dem  Netze  XYI  konjugierte 
Netz  XVI': 

^^  =  ^^«^^«JR;  d6«60^-^c  =  90^-^y  =  57^; 

Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  XVI' 
gelten  die  Beziehungen: 

^^         sin  (45^ -•^)  ~  sm  (45^  -  X)  ~  «^w  (45<>  -  9) 

^    .     V ySco^  18% 

P=7«33'21",  8;   -|a'-i/}'  =  i/«P; 
tange,^V2tang{4b^^x\tangs,^  ^"^^^^17*^^ 

fany.c-^Tlf^n7^^    ^,«  180;  ^,  =  450;  ^.^SO«; 


34  x)- 


cose" 


cos  a"' 


cos  30* 

sin  Sb     sin  P 


V2         2 

cosst,'COSBc»cosSg^cosx'\-sinx:cosq>  +  sinq>:costl;'i-sintlf 


=  ^^^6^^^18:^:coft,360:y|. 


1^3 

Für  diejenigen  Varietäten,  bei  welchen  der  Punkt  P^ 
auf  dem  von  P^  auf  die  Hypotenuse  6r^(>i  gefällten  sphä- 
rischen Perpendikel  PiPi  (Fig.  18)  liegt,  ist: 

^6«9>,  ^,  +  i/J'  =  18^ 


34A) 


cos  f  "ft  =  sin  £ft  cos  9),  cos  «'"^  =  ^w  a^  sin  q> , 
cos  £^  =  cos  Sb  cos  fp  +  sin  b^  sin^  tp , 
cos  6t,  cotg  q>  +  sin  Si,  sin  q) 


cosie  — 


n 
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Die  Netze  XI'  werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  P^  auf 
die  Kante  B^G^  rückt-,   alsdann  ist  (vergL  die  Formeln  23) 

in  §  21): 

fallt  dagegen  der  Pankt  P^  auf  die  Kante  BiC^,  in  welchem 
Falle  die  Netze  XIII'  resultieren,  so  ist  (yergl.  die  Formeln 
25)  in  §  23): 

34i/)  ^6  =  0^  -^c-60^;  f^  +  £,=.^. 

Die  wichtigsten  Beziehungen  för  die  den  Netzen  XVT 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  und  deren  besondere 
Varietäten  ergeben  sich  wiederum  durch  Einsetzen  der  Werte 
aus  34«)  bis  v)  in  die  Formeln  18  a)  bis  d).  In  betreff 
der  Beziehungen  zwischen  den  Grossen  b^^  ^t  oder  «6,  «"»j^* 
oder  Eb,  Bg^  Sc  und  den  sog.  Ableitungskoefiizienten  f&r  diese 
Polyeder  vergl.  das  fünfte  Kapitel. 


§  29.  YerSnderliche  gleichflächige  Netze^  deren  Grenz- 
fläche ein  nngleichkantiges  Dreieck  ist. 

1.  Unsymmetrisches,  zweifach  veränderliches 
Netz  eines  rhombischen  Sphenoids  XVII. 

1.  Die  beiden  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
trachteten Netze  XV  und  XVI  waren  die  einzig  möglichen 
festen  und  symmetrischen  Netze  mit  ungleichkantigen  drei- 
eckigen Grenzflächen.  Diese  Netze  boten  drei  Gruppen  von 
halbregulären  sphärischen  Ecken  dar,  da  jeder  Winkel  des 
Dreiecks  einen  aliquoten  Teil  360^  betrug. 

Als  eine  zweite  Möglichkeit  für  die  Gruppierung  und 
Beschaffenheit  der  Ecken  eines  aus  ungleichkantigen  Drei- 
ecken zusammengesetzten  Netzes  ist  nun  diejenige  zu  be- 
rücksichtigen, dass  keiner  der  drei  Winkel  A^^  A^^  A^  einen 
aliquoten  Teil  von  360^  beträgt,  diese  Winkel  aber  an  allen 
Ecken  des  Netzes  in  gleicher  Weise  auftreten,  so  dass  das 
gleichflächige  Netz  zugleich   gleicheckig  wird.     Es  tritt 
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alsdann  dieser  Bedingung  entsprechend  zu  der  Gleichung  28) 
in  §  26: 

28)  ^,  +  J,  +  ^,  =  *^^- 180« 

die  folgende  hinzu: 

35)  k{Ä^  +  A^  +  Ä^)  «  360^ 

wo  i;5>l  ist. 

Ans  beiden  Gleichungen  folgt  wiederum  (yergl.  26) 

35a)  m-g— ^; 

d.  h.  der  einzig  zulässige  Wert  für  Je  ist  der  Wert  4  =  1, 
welchem  fn=>4  entspricht;  womit  auch  fQr  (i,  die  Zahl  der 
Eckpunkte  des  Netzes,  sich  der  Wert  ^«=4  ergiebt. 

2.  Wir  bezeichnen  dies  von  vier  ungleichkantigen,  ein- 
ander kongruenten  Dreiecken  gebildete  Netz^  dessen  vier 
unregelmässig  dreiflächige  Ecken  ebemalls  einander  kon- 
gruent sind,  als 

XVII    ungleichkantiges  sphärisches  viereckiges 
Yierflach  oder  als  sphärisches  Netz  eines  rhom- 

'  bischen  Sphenoids. 

Die  Winkel  einer  Grenzfläche  müssen  nur  der  Bedingung 
35/J)  A^  +  A^  +  Ä^^S60^ 

entsprechen;  das  Netz  ist  also  ein  zweifach  veränderliches 
Netz,  dessen  Elemente  von  zwei  variabelen  Grössen  ab- 
hängen. 

Ein  dieser  Bedingung  entsprechendes  Dreieck  und  das 
zugehörige  Netz  wird  durch  folgende  einfache  Konstruktion 
erhalten:  Man  ziehe  zwei  unter  einem  beliebigen  Winkel 
geneigte  sphärische  Durchmesser  eines  kleinen  Eugelkreises 
und  verbinde  die  Endpunkte  P|,  P,  des  einen  Durchmessers 
mit  den  Gegenpunkten  P\,  P\  der  Endpunkte  des  andern 
Durchmessers  (s.  Fig.  15  a). 

Denn  das  Dreieck  P^P^T\  ist  das  Nebendreieck  eines 
solchen,  für   welches   ein   Winkel   gleich    der    Summe   der 
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beiden  anderen  ist,  d.  h.  des  Diagonaldreiecks  eines  halb- 
regolaren  gleicheckigen,  jenem  Eugelkreise  eingeschriebenen 
Vierecks. 

Damit  ergiebt  sich  das  Netz  XYII  anch  ein&ch  als  die 
Hemigonie  eines  gleicheckigen  (2  +  2  +  2)-flachigen 
prismatischen  2.4-Ecks  IV"  (vergl.  §  18,4),  welches 
dem  regulären  Oktaedemetz  IV  zugeordnet  ist.  Die  acht 
Eckpunkte  dieses  Netzes  IV"  wurden  erhalten,  wenn  man  zu 
einem  beliebig  im  Innern  eines  Oktantendreiecks  A^A^Ag 
(s.  Fig.  6  a)  angenommenen  Punkte  P^  die  homologen  Punkte 
der  übrigen  Oktantendreiecke  konstruierte^  wobei  dem  Ok- 
taedemetze  die  Symmetrieebenen  &i&j...&g  nicht  mehr  zu- 
kamen (yergl.  §  18^  2).  Werden  von  diesen  acht  Eckpunkten 
entweder  diejenigen  P^,  P^,P\y  P^  oder  diejenigen  P^f^v 
P\ ,  P\  ausgewählt  und  durch  die  Diagonalen  der  halbre- 
gulären Vierecke,  welche  Diagonalen  in  die  Verlängerung 
der  Kanten  fallen^  ^erbunden^  so  entsteht  je  ein  Netz  XVIL 
Die  Mittelpunkte  der  Kanten  sind  die  Eckpunkte  A  des  Ok- 
taedemetzeS;  die  halben  Kauten  einer  Grenzfläche  sind  also 
die  Abstände  faijfasj^as  eines  Eckpunktes  Pj  von  den  Eck- 
punkten A^^  A^y  A^  des  Oktaederdreiecks  (Vergl. Formel  33/3). 

Das  Netz  XVII  besitzt,  wie  das  Netz  IV",  nur  drei  Paare 
zweizähliger  Axen,  nämlich  die  nach  den  Kantenmittel- 
punkten A  gehenden  Radien,  während  keine  direkt  sym- 
metrischen Mittelebenen  vorhanden  sind  (vergl.  Fig.  15a). 

Das  Netz  XVII  ist  ein  halbzähliges  Netz;  es  enthält 
das  Netz  XIV  als  einen  speziellen  Fall,  während  es  selbst 
auch  als  Grenzfall  der  später  zu  betrachtenden  hauptaxigen 
Trapezoidnetze  XXV  (§  40)  aufgefasst  werden  kann. 

3.  Als  die  beiden  veränderlichen  Grossen,  durch  welche 
die  Elemente  des  Netzes  XVIT  ausgedrückt  werden  können, 
wählt  man  passend  eine  der  drei  halben  Kanten,  z.^,  —  a^^^Ba 
und  den  Winkel  O^a,  welchen  dieselbe  {PiA^  mit  dem  Haupt- 
kreise A^A^  (vergl.  Fig.  15/3)  .bildet.  Für  die  beiden  andern 
Kanten  P^A^P^^cc^^^^a^  (vergl.  Formel  33a  und  /5), 
P^A\P\^P^A^P\'^K^^2ea^   imd  die  bezüglich  von  den 
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Kanten   eingeschlossenen   Winkel   A^^^  ^,  A^   ergeben   sich 
dann  die  Beziehungen: 


35y) 


sin  Sa  cos  d'a  , 
sin  f  a  sin  ^a , 


=  f 


«  7 


iangA^=^  — 
fang  -4j  =  — 


cotg^a 
cosea 

tang^c 

COSSa 


tang  A^^-  lang  {A^  +  A^)^- 


2cotgSc 


sineaSin2d'a 


ans  welchen  auch  sofort  ersichtlich  ist;  dass  die  drei  Winkel 
A^,  A^y  A^  sämtlich  stumpf  sind,  während  von  den  drei 
Kanten  a^^  o^i  ^s  zufolge  der  Relation 

oder 

35  d')  sin*  ■{  «j  +  sin^  -J  «^  +  sin'^  J  «3  =  2 

zwei  (z.B.  «2  imd  a^)  stumpf  sein  müssen,  während  die  dritte 
(«i)  spitz,  recht  oder  stumpf  sein  kann.  Für  ^a"*45®  resul- 
tiert das  Netz  eines  tetragonalen  Sphenoids  XIV  (vergl, 
Formeln  26 y),  welches  weiterhin  fttr  a^^2rj  in  das  regu- 
läre Tetraedemetz  übergeht. 

4.  Die  zu  einem  beliebig  im  Innern  eines  Dreieckes 
z.  B.  Pi  P\  Pj  angenommenen  Punkte  Q^  homologen  Punkte 
der  drei  andern  Dreiecke  des  Netzes  XVII  ei^eben  —  durch 
Hauptkreisbogen  verbunden  —  wiederum  ein  Netz  XVII', 
welches  dem  Netze  XVII  im  allgemeinen  unsymmetrisch- 
konjugiert  ist  (vergl.  §  24,  4).  Denn  wiewohl  die  Eck- 
punkte des  einen  Netzes  homologe  Punkte  der  Eckpunkte 
des  andern  Netzes  sind  und  die  Kanten  derselben  sich 
gegenseitig  (in  den  Punkten  A)  halbieren,  so  stehen  die 
Kanten  des  eiuen  Netzes  nicht  senkrecht  auf  denen  des 
andern,  oder  das  eine  Netz  repräsentiert  nicht  das  Symme- 
trienetz des  andern.    Durch  Ausziehen  der  Hauptkreise  des 
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einen  Netzes  wird  ein  diesem  konznientes  —  aber  eben&lls 
nn.47minetrijeh-koDJagierte9  —  Netz  erhalten:  der  Teram 
dieser  beiden  Netze  bildet  das  Netz  IV,  als  dessen  Heni- 
gonieen  beide  za  betrachten  sind. 

Nor  in  dem  einen  Falle  ^  dass  der  Pankt  Q^^  der  Mittel- 
pnnkt  de*t  der  Grenzfläche  (z.  B.  P^  P\F^^  amgeschriebenen 
Kreises  wird,  sind  die  beiden  Netze  symmetrisch -kon* 
JTi giert,  da.4  eine  Netz  also  das  Symmetrienetz  des  mndem. 

h.  Wir  erhalten  die  samtlichen  möglichen  Yarieföten 
des  Netzen  XVII,  wenn  wir  die  Variabele  fj=*-J  «i  alle  Werte 
Ton  ()'*  bi.H  W*  nnd  zugleich  die  Variabele  d^  alle  Werte  yon 
0'  \>\%  45^  oder  yon  45'*  bis  ?0^  dorchlanfen,  d.  h.  den 
Fonkt  P^  alle  Lagen  innerhalb  des  Dreieckes  A^A^B^  (ß^ 
\hß)  annehmen  lassen.  Denn  für  denselben  Wert  yon  €a 
und  einen  Wert  W)^  —  ^a  erhält  man  ein  Netz,  welches  dem 
den  ersteren  Werten  entsprechenden  kongruent  ist  und  mit 
diesem  zusammen  ein  Netz  IV"  bildet. 

Zu  einer  jeden  Varietät;  welche  einem  Werts jstem  för 
la  nnd  ^a  entspricht,  gehört  nnn  ein  symmetrisch -kon- 
jugierte« Netz  XVII',  welches  eine  andere  Varietät  der 
Netze  XVII  darstellt,  die  einem  Wertsysteme  b\  und  d^a 
entsprechen  möge.  Man  erhält  sonach ,  wenn  der  durch  die 
Werte  «'a  nnd  d'«  bestimmte  Punkt  ^^  in  demselben  Drei- 
ecke ^/U-'^^i^'h)  konstruiert  wird,  in  welchem  der  Punkt  P^ 
liegt,  zwei  sich  entsprechende  Punktsysteme  P  und  ^,  welche 
als  konjugiert  bezeichnet  werden  sollen. 

Zwei  solche  konjugierte  Punkte  sind  konjugierte  Pole 
zweier  (sphärischen)  Punktsysteme,  welche  in  einer  sog. 
Steinerschen  Verwandtschaft*)  zweiten  Grades  stehen.  Die 
vier  Mittelpunkte  des   sphärischen  Kegelschnittbüschels  (die 

1;  Vergl.  hierilber:  Dur^ge,  Ebene  Kurven  dritter  Ordnung, 
lioipzif^  1871,  pag.  121.  —  Schröter,  Steiners  Vorlesungen,  Leipzig 
1867,  pag.  316.  —  Steiner:  System.  Entw.,  Berlin  1832,  pag.  254 iF. 
Der  Rpeziello  Fall,  welcher  im  obigen  sich  darstellt,  ist  von  H.  Bü- 
ck in  g:  Beitrag  zur  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaft  zweiten 
(irades.    Uiss.,  Marburg  1874,  pag.  9  und  10  berücksichtigt  worden. 
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Basis  der  Verwandtschaft)  sind  die  vier  Punkte  Ci?f^2)Ci)Q 
(s.  Fig.  15/3),  welche  ein  regelmässiges  Viereck  bilden;  das 
Diagonaldreieck  desselben  ist  das  Oktantendreieck  A^A^A^'y 
diese  Punkte  A^^A^^A^  selbst  sind  die  sog.  Hauptpunkte 
der  Verwandtschaft.  Aus  der  oben  angegebenen  Konstruk- 
tion des  dem  Punkte  P^  zugeordneten  Punktes  ^^  folgt  in 
der  That,  dass  die  drei  sphärischen  Strahlen  ^i  $i )  ^  ^g  ^ 
A^  ?P3  bez.  symmetrisch  zu  den  Strahlen  A^P^^  A^P^^  A^  P^ 
in  Beziehung  auf  die  Halbierungsstrahlen  A^CiyA^CuA^Ci 
liegen.  Die  sechs  Halbierungskreise  b^^  2^2  •  •  •  ^e  ^^^  Innen- 
rind Aussenwinkel  des  Hauptdreiecks  A^  A^  A^  sind  bez.  sich 
selbst  entsprechend,  die  vier  Punkte  C^,  G^y  C^,  Q  sind  sich 
selbst  entsprechend,  während  jedem  Hauptpunkte  A  alle 
Punkte  des  zugehörigen  Äquators  konjugiert  sind.  Insbe- 
sondere folgt,  dass  einem  in  einem  der  drei  Dreiecke  (s. 
Fig.  15/3)  A^li^C,,  A^bCu  A^i^i  liegenden  Punkte  Py 
bez.  ein  in  dem  Dreiecke  A^B^C^^  A^B^  C^,  A^  -B^  C^  liegender 
Punkt  $1  entspricht  und  umgekehrt,  da  die  Verwandtschaft 
eine  involutorische  ist. 

Werden  die  Abstände  der  Punkte  P^  und  ^ß^  von  den 
drei  Hauptpunkten  A^^A^^A^  bez.  mit  £«1  (statt  f«),  £«2,  «aa 
und  «'ai,  (statt  f'a),  «'02 )  ^'as  ^^^  ^^e  Winkel,  welche  diesel- 
ben mit  A^  -4j,  A^Aq  und  A^A^  bilden,  bez.  mit  ^«u  ^02,  ^a^ 
und  d^aii  '^as)  '^as  bezeichnet,  so  gelten  die  einfachen  Be- 
ziehungen: 

COtg  £a  i  COtg  €*a  i  =^08  ^a  i  sifl  ^a  i, 
,       »ai  +  ^ai-90^y    (*  "- 1,  2,  3). 

Für  die  Elemente  des  symmetrisch  konjugierten  ^Netzes 
XVII',  dessen  Eckpunkte  die  drei  zu  dem  Punkte  ^^  symme- 
trisch in  Beziehung  auf  0^,^2,03  liegenden  Punkte  Q  und 
der  Gegenpunkt  von  ^^  sind,  erhält  man  leicht  die  Rela- 
tionen (■|-a',«=£'ai) 


350 


35  g) 


cosR^  cos  -\  a,  cos  -^  a\  «  cotg  Ai  cotg  A\ , 
tang  ~  «'»•  =«  —  ^n  ^  «.  tang  At, 
tang-jUi  «=  — sin^o'.-tewy-i',-;  i«  1,2,3, 
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wo  22  den  Radius  des  den  Grenzflächen  beider  Netze  tim- 
geschriebeneu  Kreises  bedeutet. 

Für  ^a»45^  gehen  diese  Formeln  (35  c  und  3ög)  in 
die  Formeln  26  d)  und  26«)  über. 

6.  Das  zugleich  gleicheckige  und  gleichflächige  Polyeder, 
welches  jedem  Netze  XVII  oder  XVII'  ein-  oder  umge- 
schrieben werden  kann,  ist  ein 

[XVII]     rhombisches  Sphenoid; 

dasselbe  kann  sowohl  als  die  Hemigonie  eines  prisma- 
tischen  (2  + 2  +  2) -flächigen  2. 4- Ecks,  als  auch  als  die 
Hemiedrie  eines  (2  +  2  +  2)  -  eckigen  2. 4 -Flachs  (eines 
rhombischen  Oktaeders)  erhalten  werden.  Zwei  rhombi- 
sche Sphenoide,  von  denen  das  eine  dem  Netze  XVII  ein-, 
das  andere  demselben  Netze  umgeschrieben  ist,  sind  sym- 
metrisch konjugiert;  das  eingeschriebene  (umgeschriebene) 
ist  demjenigen  rhombischen  Spheuoide  konzentrisch  und  ähn- 
lich, welches  dem  ßymmetrisch-konjugierten  Netze  nra- 
(ein)- geschrieben  ist. 

Die  Relationen  für  derartige  Sphenoide  ergeben  sich 
leicht  aus  den  Formeln  18  a)  bis  18d)  in  Verbindung  mit 
35y)  bis  355)  (vergl.  auch  das  fünfte  Kapitel). 


§30. 

2.  Skalenoedernetze  XVIII  nebst  den  zugeordne- 
ten gleicheckigen  Netzen  XVIII'  und  den  entsprechen- 
den Polyedern. 

1.  Als  eine  dritte  Möglichkeit  für  die  Beschaffenheit 
eines  aus  ungleichkantigen  Dreiecken  zusammengesetzten 
gleichflächigeu  Netzes  ergiebt  sich  endlich  noch  die  folgende, 
welche  für  einen  speziellen  Fall  bereits  in  §  25  betrachtet 
wurde. 

Wenn  nämlich  einer  der  drei  Winkel  des  Dreiecks,  z.  B. 
A^  einen  aliquoten  Teil  von  360®  beträgt  und  indem  je  v^ 
Winkel  A^  in  einer  Ecke  des  Netzes  zusammenstossen,  eine 
erste  Gruppe  von  ft^  halbregulären  Ecken  entsteht,  so  können 
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die  beiden  anderen  Winkel  Ä^  und  A^  eine  zweite  Gruppe 
Ton  f4  gleichen  Ecken,  ähnlicli  wie  im  Falle  der  Sphenoid- 
netze,  dadurch  bilden,  dass  sie  —  ohne  selbst  aliquote  Teile 
Ton  360^  zu  betragen  —  gleichmässig  zu  je  k  an  jeder  dieser 
Ecken  auftreten.  Wir  erhalten  (vergl.  27  a,  ß)  als  Ausdruck 
f&r  diese  Beschaffenheit  die  Beziehungen: 

36a)     i;i^i==360^   Ä  (^,  +  ^3)-360<>,   fi,  =  ->   N^T' 

oder  indem  wir  berücksichtigen,  dass  v^  notwendig  eine  ge- 
rade Zahl  sein  muss,  fär  Vi«2jPi: 

JPi  ^JPi 

woraus  in  Verbindung  mit  28)  (§  26)  folgt: 

na  \                             1    ,  2      w  +  4 
36  y)  —  +  7 

oder 

Für  Werte  von  A>3  ergiebt  sich  fQr  fw,  wennjPi'=-2, 

3 . . .  gesetzt  wird ,  ein  unendlich  grosser  oder  ein  negativer 

Wert;   für  Ä«=3   ergiebt  sich   nur   für  ft  =  2    der   positive 

Wert  w « 24  und  ferner  A^ « 90<^,  A^  +  A^^\20\  fti « 6, 

fAg»  8,  welchen  Werten  als  allein  mögliches  Netz  das  Tetrakis- 

hexaedemetz  X  (§  20)  entspricht,  bei  welchem  A^^A^^QO^ 

ist. 

Dagegen  erhält  man  für  ä;  *^  2 

ÖDÖ)        \  Pl 

\A^  +  A,  =  180\  «,  +  «3  ==180«, 

welchen  Werten,  da  die  Winkel  A^  und  A^  nur  der  Be- 
dingung -4^4- -4g  =  180«  zu  genügen  brauchen,  einfach  ver- 
änderliche Netze  entsprechen,  welche  wir  als 

XVIII     SSalenoedernetze 
"bezeichnen  wollen. 

Die  Grenzfläche  dieser  Netze  ist  das  Nebendreieck  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks,   dessen  Basis   180«  — a^,  dessen 


X'jH  Zrrrauuk  Ytc.  r>a5iT-n.i3g  1  «ci£  r'i*n'frifiiirff;z  x  d. ete.  Xekae 


Cj  besn^K:.  £^  ä*  b^ökn  Sdistel  der  halbre- 
r-^AT^xL  2p-'ildLL^*xL  «pLlris<2i<s.  Ecken  sLck  mb  Gcgenpuiikte 
«n^rseh«::  dsasc.  »  <sneb«^  r^ck  &s  Xctze  XVili  ciii- 
iÄ^h  a.-iä  Cfti  rw-lirtr:  Z-yeiyir«^eagi  11  ■  §  10)  (r  —  2p^ 
i^dtir^.  diä«  iTfcT.  t:z  c*»ai  ScuhelpoiLkie  ^  und  denen 
G'^^z.zzzjr.e  A'  i.Zi'KryiLsrrlz*!  *c:i  *i«=L  HAibbciseii  einen 
Boge-n^c*  acTriz^  z:.i  ci*  «.>  erbAl^äieii  Aofeinander  fol- 
geniri:  P-:nr:e  d:ir:h  Kaip:j:rei«bi>gen  T>>rbindet.  Für  «,— 
Cj— C-V'  resalrien  dis  Diizelpjramidenneti  YIII  (§  16), 
ftrc,  =-c.  «iü  eleicbscrieiiklize  Sk älenoedernetz XVllia 

2.  Wir  wiIIriL  znir  B^cksich;  atii  die  Beziehangen  dieser 
Xetz^  XVIII  ZI  dea  weiter  :ii:ten  z::  erhakenden  haupt- 
azigen  Deltoidnetzen  XXIV  §  35r  TergL  in  Fig.  16a 
■icd  lo;3  die  stark  gezeichneten  Netze 

di^i  Kante  Cj  =  AD^  durch  4,  =  * jj , 

nnd  die  Winkel  des  Dreiecks  A  D.  IK 

--li  mit  dem  Scheitel  A  d;utrh  -1  =  -:; —  =  ^-^  » 

-1*      r  -  r  A      -         A=1>'0-A 

}>*rzf:ichrien. 

Die  Kanten  d^  und  d^  liegen  auf  den  Haupthalbkreisen 
eifje?»  re^fulären  Zweiecksnetzes  II  \v=^2p^i  ihre  Ebenen  sind 
tViThktfi  Symmetrieebenen  für  das  Netz  XVIII,  so  dass  je 
zwei  längs  einer  Kante  d^  oder  d^  anstosseude  Dreiecke  symme- 
inhf'h,  gleich  sind«  Dagegen  ist  die  Ebene  des  Äquators  a  der 
Punkte  A  und  A\  welcher  durch  die  Mittelpunkte  C^,  C, ... 
der  Kanten  a  hindurch  geht,  keine  direkte  Symmetrieebene 
des  Netzes  XVIII;  je  zwei  längs  einer  Kante  a  anstossende 
Dreiecke  dieses  Netzes  sind  kongruent.  Die  Gesamtheit 
der  Kanten  «,  welche  gegen  den  Äquator  a  gleich  geneigt 
sind,  bildet  bei  vertikaler  Stellung  des  Durchmessers  AA' 
eine  auf-   und  absteigende  Zickzacklinie,  die  man  als  einen 
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Eronrand^)  bezeichnen  kann  (vergl.  §  39  die  hauptaxigen 
Deltoidnetze  XXIV). 

Die  Eckpunkte  D^,  X),.-.  D^pi  dieses  Randes  bilden  die 
Hemigonie  eines  sphärischen  (2+2^i)-flächigen  4jPi-Ecks 
Vin'  (§  16,  7)  oder  eines  prismatischen  (2 +  2jPi)- flächigen 
4^j-£cks;  die  Gesamtheit  derjenigen  Diagonalen  der  Seiten- 
flächen, welche  successive  je  einen  Eckpunkt  des  oberen 
(unteren)  regulären  2jPi-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des 
unteren    (oberen)    verbinden,    konstituieren    den    Eronrand 

Die  beiden  Haüptaxen  0-4,  0-4'  sind  j)^ -zählige  Axen; 
die  nach  den  2p^  Eantenmittelpunkten  C^,  Cg...  C^pi  gerich- 
teten Halbmesser  sind  zweizählige  Axen  des  Netzes  XVIII. 

Mit  Rücksicht  auf  die  angegebenen  Eigenschaften  können 
iTV^ir  das  Netz  XVIII  auch  passend  als 

XVin     kronrandiges  sphärisches  (2-f2^i)- eckiges 

2.2i)i-Flach 
bezeichnen. 

3.  Die  Elemente  des  Netzes  XVIII  hängen  bei  einem 
angenommenen  Werte  für  2)i=  2,  3,  4 . . .  von  einer  veränder- 
lichen Grösse  ab,  als  welche  wir  die  Eante  d^^Sa  wählen 
-wollen.     Dann  bestehen  die  Beziehungen  (vergl.  2): 

1          •            90«            ,^^,            .      180« 
cos-l  a^sinsacos  —  ?  dg«  180"--fa,  ^= » 

90  0 
^i_ 

cos  6a  • 

90« 
cotg  C  «=  tang  Sa  sin  — ) 

Pi 

-WO  C  den  Neigungswinkel  D^  6\  B^   einer  Randkante  gegen 
den  Äquator  a  bedeutet  (Fig.  16y). 

4.  Werden  die  zu  einem  beliebig  im  Innern  eines  Drei- 
eckes z.  B.  AD^D^  angenommenen  Punkte  P^  homologen 
Punkte   sämtlicher  Dreiecke  des  Netzes  XVIII  konstruiert, 

1)  Vergl.  Hessel,  Gleicheckige  Polyeder  etc.  pag.  7. 


36  £) 


llfj  DristesKsp.  TVj>i'mrn'iB^ d, ctaC g\f if hilf hig. ■■  d. €te. Sdbm, 


fo  liegen  zwar  je  zwei  homologe  Paukte  swcier  Draiedtt| 

welche  llngB  einer  Endkante  d^  oder  S^  nnmmnllfTwtmimmf 
irmmetrisch  zn  diesen  Kanten:  dagegen  ist  die  YcrhmdnngiH 
linie  zweier  homologer  Punkte ,  welche  in  zwei  längs  einer 
Kandkante  ^z.  B.  D^  D^)  anstosaenden  Dreiecken  Kegt,  wie- 
wohl sie  dnrch  den  Mittelpunkt  iC^)  derselben  hindorchgeihti 
im  allgemeinen  nicht  senkrecht  za  derselben.  Das  gleidi- 
eckige  Netz,  welches  durch  die  Verbindung  dieser  Ponkts 
F  erhalten  wird,  ist  daher  als  ein  dem  Netze  ILYUl  nn- 
«rmmetrisch-zageordnetes  zn  bezeichnen. 

Wenn  aber  der  Punkt  P^  und  die  zu  ihm  homologen 
Funkte  auf  dem  in  der  Mitte  (C\^  der  Bandkante  (D^  D^  nor- 
mal zu  dieser  errichteten  Hauptkreise  Q  F  gewählt  werden 
^Fig.  l^r/),  so  ist  das  entstehende  gleicheckige  Netz  dem  Netze 
XVIII  symmetrisch  zugeordnet  (oder  in  dem  firOheren 
Sinne  zugeordnet);  die  sämtlichen  Punkte  P  liegen  zn 
je  zweien  symmetrisch  zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XVllI, 
oder  dieses  ist  das  Symmetrienetz  des  gleicheckigen 
Netzes. 

Einer  jeden  Varietät  der  Netze  5  VIII,  welche  einem 
beAtirnrnten  Werte  für  f«  entspricht,  sind  also  die  sämtlichen 
j/Uiicljeckigffn  Netze  XVIII'  zugeordnet,  deren  Eckpunkte 
HftMut  homologe  Punkte  der  Dreiecke  jenes  Netzes  sind, 
w#;|f;he  auf  <lem  Hauptkreisbogen  C\F  liegen.  Jedes  der- 
artig*? gleicheckige  Netz  hat  2.2^i  gleiche  dreiflächige,  un- 
gl'rich kantige  «pharische  Ecken,  indem  je  zwei  Ecken  bez. 
kojigruent  oder  «yrametrisch  sind,  je  nachdem  sie  in  zwei 
kongrufjntcn  oder  symmetrischen  Dreiecken  des  Symmetrie- 
ufX'/.cM  XVIII  liegen  f^vergl.  in  den  Fig.  16a  und  16/3  die 
jHinktieit  gezeichneten  Teile). 

V(;n  den  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  sind  die 
beiden  Kndilächen,  deren  Mittelpunkte  die  Punkte  -1  und  A! 
nind,  halbregnläre  gleicheckige  (/^j +2)i)- kantige  2.|}i-Ecke; 
während  die  2/i,  Iland-  oder  Seitenflächen,  deren  Mittelpunkte 
die  Punkte  I)  sind,  symmetrische  Vierecke  mit  je  zwei 
gleichen  benachbarten  Winkeln  und  mit  zwei  gleichen  gegen- 
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überliegenden  Kanten  (sphärische  Paralleltrapeze)  darstellen. 
Die  gleichen  Kanten  derselben,  welche  auf  den  Randkanten 
des  Netzes  XVIII  senkrecht  steheD;  bilden  einen  sog.  unter- 
brochenen Kronrand. 

Wir  bezeichnen  diese  gleicheckigen  Netze  XVIII'  daher 
passend  als 

XVIII'     unterbrochen -kronrandige  sphärische 
(2  +  2i)i)-flächige  2.2|)i-Ecke. 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  von  zwei  variablen 
Grossen  ab,  da  die  einer  bestimmten  Varietät  der  Netze  XVIII, 
welche  einem  Werte  für  Sa  entspricht,  zugeordneten  Netze  XVIII' 
erhalten  werden,  wenn  der  Punkt  P^  den  Hauptkreisbogen  C^F 
beschreibt.  Durchläuft  also  die  Variabele  f«  die  Werte  von 
0^  bis  90*^,  d.  h.  beschreibt  der  Punkt  D^  den  Quadranten  ÄB^^ 
womit  alle  Varietäten  der  Netze  XVIII  erhalten  werden,  so 
dreht  sich  der  Hauptkreisbogen  C^F  aus  der  Lage  C^B2 
successive  in  diejenige  C^A  und  beschreibt  das  zweirecht- 
winklige Dreieck  AC^B^.  Die  Eckpunkte  der  Netze  XVIII' 
stellen  daher  auch  die  Hemigonie  der  Eckpimkte  eines  sphä- 
rischen (2 -^2p^-^2J?l)- flächigen  2  Ap^-Ecks  VIII"  (§  18,  i) 
dar,  d.h. man  erhält  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIH'  auch 
dadurch,  dass  man  von  den  Eckpunkten  eines  (2  +  2p^  +  2p^y 
flächigen  2.4jPi-Ecks  VIII'"  abwechselnd  die  oberen  und 
unteren  Ponktpaare,  also  von  den  oberen  Eckpunkten  die 
1*~  2**°;  ö****,  6*«°,  9**»»,  10*«°  u.  s.  w.,  von  den  unteren  Eck- 
punkten die  (3)*~,  (4)*«°;  (T)*«»*  (8)*«>;  (11)*«^  (12)*««*  u.  s.  w. 
beibehält  und*  diese  unter  sich  und  mit  einander  nach  dem 
Schema : 

Fig  16  J. 

5        6  9 


L 


CpJ  (3)     C)  (7)      (B) 


durch  Hauptkreisbogen  verbindet. 

Unter  den  einem  bestimmten  Skalenoedemetze  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen  giebt  es  eine  Varietät,  welche 


:  \i   lr:rs»  Ha^ 


ainnimur  t. 


|S« 


cii'xri*r*:  »l 


Drei- 


.'.11 


«»*':rj*!i  -f 


*  Z.-  IL'  £:z.T*i. 


OLTS^'Z^".   i.j  -EfiJtäL  »*rfr=:.     W"*.xei  ö»  Ü:<^rgmzigs£üle8, 


'j'^trjLZ't^jei. 


S-^*"""»^»^       '  ~T      bT?! 


Elemente 

'>r  ,*»Vj&^  X'iIII  z.  ^TTLil^«:-  c-txifüz.-*^  wir  die  bex.  auf 
'^r.  Ji:-w:->k:  c.  *?,.  ^,  d«  ST=L=:«r-:«:-*ii«  XVID  senkrecht 
^^,\*it/i*it,  Kkf.'JtL  i-^cL  c.  d'..  (*'*.  di*  tih  diesen  bez.  ein- 
/ev.f.l'.'^^-'rr^^r.  WiLk^l  d::ri£i:  A\  I''.^.  I*\  s.  Flg.  16 y,  in 
»^•/-f.-tr /'/.-  :«^. /'/>:  =  4^':. /':'V,==4*',i5t\  Die  Ent- 
.Vf?* -r./*r:.  öfr*  P--»:kt^  P.  Ton  den  Eckpunkten  des  Drei- 
^if*  Ah,  h,  ^:-ü  .1 P-  =  ^\.  Zi, P,  =  AP.  «  F ,,  der  Winkel, 
»^.^r,«^r.  *.hr  Hi-ftkreiäCHi-gri.  .IP.  mit  -l'_'  bildet,  sei  %\j 
.'..*\  't.h  'l>,,-A.Lc^\,  ir.  weihe  die  Wir^kel  A\  D\,  I»\  durch 
0«:  H<i,;,ri:r*:"ro^,^e:i  AP.,  1^:I\-  h^P.  bez.  zerlegt  werden, 
'M,hT.   A   .A      Jj  ..Jj    .:Jj  .,If   ^.  wjoe:  L    .=D    .  ist 

f;*.'.:.  :<i»en  -ich  die  Elemente  der  Xetze  XVIII'  z.  B. 
'i.r'r.  'iie  h^Af-.n  Variabelei;  r'-  ui.d  «jt',  in  einfacher  Weise 
a,**tT  >./.*::,:  h^)^.U'/j  a:ch  die  Beziehungen  zwischen  diesen 
r,*ri*lt:f.  Var;a'r/el':fj  ijr*d  derjenigen  c..  vvii  welcher  die  Elemente 
d"^,  rw/.r/.^rtfie/ietzes  XVIII  abhäncen,  «.der  zwischen  anderen, 
v'.n  j«ti<t;i  abhärjjrigen   Grössen,    wie   c';,  leicht  erhalten. 

2f  \  ;>i 


'rf. 


d' 


.,ni 


cos-^a 
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cotgÄ"  —  cos s'a tang  l \-  9'a) » 

colg  A'"  -  cos  £'„  tangi^"-  «'<.) ,   A'  =  A"  +  Ä" , 


361,) 


COS  D^\  =-  tang  -^  cotg  e'd , 


cos  D\  « tang  ^-  cotg  f'^ ,  D\  =  Z)"i  +  Z)'"i , 


a 


cos D"\  «  cos D'%  =  ta«(7 ö- ^^ff  ^'äy  ^\  ^  ^"»  +  ^'"«) 


36^) 


QAO 
COS  «  t/  =  sin  f a  cos  Z-L. .  StW  £  a  CÖS  d' aj 


Pl 


360 


ten^  «'a .  sin  d^a  =  ^aw^  C;  faw^  £<, .  sin 

daher 
tang  Sa .  ton^  f '« •  ^n  ^, 


.   90« 


JPi 


co^  CO , 


1 


sin  — 


Pi 


Wird  der  Bogen  AF  durch  «"a  bezeichnet,  so  besteht 
zwischen  den  beiden  Grössen  Ca  und  £"a,  d.  h.  den  Poldistan- 
zen der  Eckpunkte  des  Eronrandes  und  des  zugeordneten 
(im  Netze  XVIII'  unterbrochenen)  Eronrandes  die  einfache 
Beziehung: 

tang  t\  mn  -9^«  1 


tang  b^\ 


.   90« 
sin  — 


oder 
36  x) 

für 
36  A) 


tang  f« .  tang  6'\ 


tang  £a  stn 


1 


:.2  90'' 


Ih 


.  ,90«    ' 
sm^  — 

Pi 


tang  f « 


.    90« 
sin  — 

Pi 


1)  Vergl.  86  f). 

Heil,  Kugelteilang. 
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ist  Sa'^^'a,  ttnd  (7—45®,  d.  h.  die  beiden  auf  einBiid«r  senk- 
rechten Randkanten  sind  in  diesem  Falle  eymmeiriaek  in 
ÄC^  oder  unter  45®  gegen  den  Äquator  a  genei^  Die 
Schnittpunkte  dieser  beiden  Bandkanten  mit  dem  Haupt- 
halbkreise  AB^A^  sind  die  Doppelpunkte  der  inTolnto- 
rischen  Beziehung,  bei  welcher  je  zwei  Punkte,  welche  anf 
diesem  Haupthalbkreise  im  Abstand  ««  tmd  ^a  Tom  Pole 
liegen,  konjugierte  Punkte  sind. 

Für  den  Radius  J2  des  dem  Dreiecke  AD^D^   am  ge- 
schriebenen Kreises  erhält  man: 


tang\a    ^  _  ,,  _  „   , ^       ^^90« 

9t 


36ii)  tangB^'^^^,  ^a^-B'ä-B.tangd^a-^cosiaea^^y 


stn 
Pi 

mit  welchen  Werten  die  Elemente  des  dem  Netze  XVIU 
konjugierten  Netzes  XVlli'  leicht  bestimmt  werden  können. 
Der  Mittelpunkt  des  umgeschriebenen  Kreises  liegt  inner- 
halb des  Dreiecks  AD^D^,  auf  der  (stumpfen)  Kante  d^y 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks,  je  nachdem 

36  v)  tang^  4  e«  j  cos 

<        A 
oder 

cosBa-    tang*  — 
>      ^   Pi 

ist,  wo  das  obere  Zeichen  dem  ersten,  das  untere  dem  dritten 
Falle  entspricht.     Im  Übergaugsfalle  ist  (vergl.  36  x) 

361)  2" +  6''«  =  90«. 

6.  Jedem  Netze  XYIII'  kann  ein  gleicheckiges  Polyeder, 
nämlich  ein 

[XVIII']     gleicheckiges,  unterbrochen -kronrandigea 

(2  +  2i),)-flächige8  2.2jPi-Eck 

eingeschriebeu  werden,  welches  auch  auf  die  unter  4)  an- 
gegebene Weise  aus  einem  prismatischen  (2  +  2py^  +  2jPi)- fla- 
chigen 2.4|)i-Eck  als  Hemigonie  erhalten  werden  kann.  Die 
beiden  Endflächen  sind  halbreguläre  gleicheckige  (Pi+Pi)- 
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kantige  2.jpj-Eckey  die  2jpj  Seitenflächen  sind  symmetrische 
Paralleltrapeze,  deren  nicht  parallele  Kanten  den  unter- 
brochenen Eronrand  bilden.  Die  ungleichschenklig -dreiflä- 
chigen Ecken  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je  2jPi  rechten 
und  2pi  linken  Ecken. 

Das  diesem  polar  entsprechende  gleichflächige  Polyeder, 
^welches  dem  Netze  XVIII'  umgeschrieben  ist,  ist  ein  sog. 
Skalenoeder  oder  ein 

[XViU]     gleichflächiges;  kronrandiges 
(2-^2JpJ-eckiges  2.2jPi-Flach. 

Dasselbe  kann  auch  als  Hemiedrie  eines  gleichflächigen 
(2 +  2p^  +  2pi)' eckigen j  ebenrandigen  2. 4jPi- Flachs  (vergl. 
§  18,3)  erhalten  werden,  wenn  die  Hälfte  der  Flächen  ent- 
sprechend dem  unter  4)  gegebenen  Schema  mit  einander  zum 
Durchschnitte  gebracht  wird. 

Ein  Skalenoeder  ist  von  2 .  2j?i,  d.  h.  2p^  rechten  und  2jpj 
linken  unregelmässigen  Dreiecken  begrenzt,  die  beiden  Schei- 
telecken sind  halbregulär  2. i^^ -flächig  (mit  abwechselnd 
gleichen  Flächenwinkeln),  die  2pi  Randecken  sind  symme- 
trisch-4 -flächig. 

Die  Beschaffenheit  der  Ecken  und  Grenzflächen  dieser 
Polyeder  ergiebt  sich  aus  derjenigen  des  gleicheckigen 
Netzes  XYIII',  welchem  dieselben  bez.  ein-  oder  umge- 
schrieben sind.  Die  dem  konjugierten  Netze  XVIII' 
ein*  und  umgeschriebenen  Polyeder  sind  bez.  konzentrisch 
und  ähnlich  den  beiden  Polyedern  ^  welche  dem  entsprechen- 
den gleichflächigen  Netze  XVIII  um-  imd  eingeschrieben 
sindy  wobei  diese  Polyeder  ^  ebenso  wie  das  konjugierte 
Netz  XVIII'  (vergl.  36y)  konvex  oder  nicht  konvex  sein 
können. 

7.  Indem  wir  alle  Möglichkeiten  fQr  die  Anordnung 
und  Beschaffenheit  der  ungleichkantigen  sphärischen  Drei- 
ecke, welche  ein  einfaches  Netz  bilden  können  ^  berücksich- 
tigten^  haben  wir  wesentlich  drei  Haupt  fälle  erhalten. 
Der  erste  Hauptfall  umfasste  die  beiden  festen  und  sym- 
metrischen Netze  XV  und  XVI,  der  zweite  Hauptfall 

8* 
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entsprach  dem  unsymmetrischen,  zweifach  Terftnder- 
lichen  Netze  XVII  eines  rhombischen  Sphenoids,  und  ad- 
lieh  der  dritte  dem  zum  Teil  unsymmetrischen,  ein&di 
reränderlichen  Skalenoedernetze  XVIII. 

Nach  Erledigung  sämtlicher  für  Dreiecksnetse  müg^ 
liehen  Fälle  wenden  wir  uns  nunmehr  in  dem  nSohsten  Ab- 
schnitte zu  der  Herleitung  der  gleichflächigen,  durch  sphä- 
rische Vierecke  gebildeten  und  der  diesen  sogeordnetn 
gleicheckigen  Netze. 


Zweite  Abteilung. 

Oleichfläclüge  Viereoksnetze  nebst  den  zugeordneten  gleieli- 

eckigen  Netzen« 

A)   Fall,  dass  die  Orenzfläche  ein  sphä- 
rischer Rhombus  ist 


§  Sl.  Relationen  und  mögliche  Fälle  fftr  BhombennetM. 

1.  Der  spezielle  Fall  eines  aus  regulären  Vierecken 
zusammengesetzten  Netzes  ist  bereits  erledigt  und  ergab  als 
einzig  mögliches  Netz  das  reguläre  Hexaedernetz  VL 
Betrachten  wir  nim  zunächst  den  besonderen  Fall,  dass  die 
Vierecke  des  Netzes  gleichkantig  mit  abwechselnd  gleichen 
Winkeln  sind  (vergl.  §  5,  2). 

Ein  solches  gleichkantiges  (2 +  2) -eckiges  2. 2 -Kant, 
das  wir  der  Kürze  wegen  als  sphärischen  Rhombus  be- 
zeichnen wollen,  kann  (vergl.  §  5,  2)  dadurch  erhalten  werden, 
dass  von  dem  Schnittpunkte  zweier  auf  einander  senkrecht 
stehenden  Hauptkreise  auf  dem  einen  ein  Bogen /22(i),  auf 
dem  andern  ein  Bogen  ü(2)  nach  beiden  Seiten  abgetragen 
wird  und  die  Endpunkte  durch  Hauptkreisbogen  verbunden 
werden.  Wenn  die  Kante  des  Rhombus  durch  a,  die  durch 
die  Diagonalen  2  ü(i)  und  2  ü(2)  halbierten  Winkel  bez.  durch 
Ai  und  A^j  der  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  durch  P 
bezeichnet  werden,  so  bestehen  die  einfachen  Beziehungen: 
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37  a) 


Ä  Ä 

COS  a '^  COS  B(^i) .  COS  B^^)  '^cotg-^.  cotg  -~  > 


Äy^     tanglt(f) 


A^     fang  Rd) 


A  A^ 

sinP'=^sinR(i).sm-^'=sin  22(2)  Mn-^ 


Da  der  Exzesa  eines  sphärischen  Bhombus 

37/3)  ^=  2  (^1  +  A^)  -  360« 

beträgt,  so  muss  fQr  ein  aus  m  gleichen  sphärischen  Rhomben 
zusammengesetztes  Netz,  welches  einmal  die  Eugelfläche  be- 
deckt; erstens  die  Bedingung  erfüllt  sein 


790  <> 
2(-4,  +  ^)-360«=-^^, 


m 


oder 

38) 


^^  +  ^«!?L±^i80o. 


m 


2.  Beträgt  jeder  der  beiden  Winkel  A^  und  A^  einen  ali- 
quoten Teil  von  360«,  so  resultieren  die  festen  Rhomben- 
netze mit  zwei  Gruppen  von  regulären  sphärischen  Ecken. 

Bedeutet  Vi  die  Zahl  der  in  einem  Eckpunkte  zusammen- 
stossenden  gleichen  Winkel  Ai  und  /i^  die  Anzahl  der  durch 
je  Vi  Winkel  Ai  gebildeten  Ecken,  so  erhält  man  zweitens 
die  Bedingungen: 

.  pi  ^1-360« 

^  l  V,  A  -  360«, 

oder 

^       360« 


39a) 


A, 


^1 
360« 


V, 


% 


aus  deren  Vereinigung  mit  38)  sich  ergiebt: 


40) 
oder 


2      2  2 


V, 


v^ 


m 
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40a) 


und  f«mer 


2  y,  +  2  v,  —  V,  V, 


2m 

-41». 


41«)  «-iPi  +  Vift- 

Ffir  dia  zasammengeliörigea,  von  einander  TerBchiedenan 
Werte  von  v^  nnd  v,,  denen  zufolge  40  b)  ganzzahlige  po- 
sitire  Werte  von  m  entsprechen,  ergeben  sich  nun,  wie 
eine  einfache  DiaknsBion  zeigt,  nnr  folgende  beiden  Fälle, 
denen  die  einzig  mSglichen  aymmetrischen  und  festen 
Bhombennetze  entspredien. 


48) 


... 

»IM  All  MltMl, 

M. 

7ä 

* 

• 

'« 

"(")     *" 

s 

fi     9    M 

IS 

8    M" 
«   7»' 

1') 

V      IS- 

Diese  beiden  Netze  sollen  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzen  und  den  entsprechenden  Foljedem  in  den 
beiden  nächsten  Paragraphen  betrachtet  werden. 

3.  Was  die  veränderlichen  Bhombennetze  anlangt, 
so  ist  ein  gleichechiges  derartiges  Netz  nicht  möglich, 
da  in  jeder  der  gleichen  Ecken  2  Je  Winkel  Ay  und  2  k 
Winkel  A^,  wo  i^l  ist,  zusammenstossen  mtlssten,  die 
Bedingui^  k(Äy+A^)—l80'  aber  sich  wegen  38)  nicht  er- 
füllen läset 

Dagegen  ergiebt  sich  noch  eine  Möglichkeit  für  die 
Beschaffenheit  und  Anordnung  der  Winkel,  welcher  feste, 
aber  zum  Teil  ansymmetrische  Rhombennetze  ent- 
sprechen. Es  können  nämlich  zwei  Gruppen  von  Ecken 
entstehen,  indem  einmal  wie  unter  2.  je  v^  Winkel  A^  eine 
Ecke  bilden,  zweitens  aber  je  ein  Winkel  A^  und  je  zwei 


1}  Vergl.  Formel  7)  in  §  9. 
3)  VetgL  Formel  8)  in  §  ». 
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Winkel  A^  sich  zu   einer  Ecke  vereinigen,  d.  h.  es  können 
die  Beziehungen  bestehen: 


43) 


A,^^^^,   ^1  +  2^3  =  360«,    ^  =  ^^?— ^180«: 
fw  =  2i/i,    Ui  =  -  =2,    U5i  =  w  =  2v,. 


Für  jeden  Wert  von  v^  >  3  (für  i/^  =  3  resultiert  das 
reguläre  Hexaedernetz  VI)  wird  ein  derartiges  Rhombennetz 
erhalten,  das  als 

XXIV a)    hauptaxiges  (2  4-2i/i)-eckiges  Bhomben- 

2vi-Flach 

bezeichnet  werden  kann  und  welches  für  einen  gewählten 
Wert  von  v^  zwar  fest,  aber  zum  Teil  unsymmetrisch 
ist.  Die  Netze  werden  als  besondere  Fälle  der  in  §  39 
zu  behandelnden  veränderlichen  hauptaxigen  Deltoid- 
netze  XXIV  auftreten;  daher  soll  an  dieser  Stelle  auf  die 
genauere  Beschaffenheit  dieser  Netze  XXI Va)  nicht  einge- 
gangen werden. 


§  32.  Rhombendodekaedernetz  XTX  nebst  dem  zuge- 
ordneten Eubooktaedernetz  XIX  %  und  Netz  XlXa 
nebst  den  zugeordneten  Netzen  XEX". 

1.  Das  Netz  XIX  (vergl.  Tabelle  42)  setzt  sich  aus 
zwölf  kongruenten  sphärischen  Rhomben  zusammen,  deren 
Kante  17  beträgt  und  welche  in  sechs  Pimkten  zu  je  vier, 
in  acht  Punkten  zu  je  drei  bez.  unter  gleichen  Winkeln  an- 
einanderstossen.  Dies  Netz  lässt  sich  also  einfach  aus  dem 
Hexakisoktaedernetz  XV  (§  27)  durch  Vereinigung  von 
je  vier  in  einem  Punkte  JB  zusammenstossenden  Dreiecken 
erhalten  (vergl.  in  Fig.  17  a  das  stark  gezeichnete  Netz), 
wobei  die  sechs  Oktaedereckpunkte  A  die  Scheitel  der  re- 
gulär vierflächigen,  die  acht  Hexaedereckpunkte  C  die  Schei- 
tel der  regulär- dreiflächigen  sphärischen  Ecken  bilden.  Das 
Netz  XIX;  welches  wir  auch  als 
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XIX    sphSrisches  (6  +  8)-eckige8  Zwölfflach 

bezeichnen,  läset  sich  auch  aus  dem  Tetrakishexaedemetce  X 
oder  dem  Triakisoktaedemetze  XII  durch  Vereinigung  Ton 
je  zwei  längs  der  Basis  (Ci  B^  C^  oder  Ä^  B^  A^  aneinander- 
stossenden  gleichschenkligen  Dreiecken  dieser  Netze  erhalten» 

Die  sphärischen  Kanten  des  Netzes  XIX  gehören  also 
nur  den  sechs  Hauptkreisen  b  an  und  zwar  sind  es  gerade 
diejenigen  Bogen  dieser  Hauptkreise,  welche  im  Hexaeder- 
netze VI  (vergl.  Fig.  3)  nicht  ausgezogen  sind. 

2.  Die  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  und 
Axen  des  Netzes  XIX  stimmen  mit  denjenigen  eines  regu- 
lären Oktaeder-  oder  Hexaedemetzes  (vergL  §  11;  4  und  6) 
überein* 

Das  Netz  XIX  ist  ein  vollzähliges  Netz;  dagegen  kann 
demselben,  da  die  Eckpunkte  eines  sphärischen  Bhombus 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  weder  ein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  eingeschrieben,  noch  in  den  Eckpunkten 
ein  entsprechendes  gleicheckiges  Polyeder  umgeschrieben 
werden. 

3.  Die  zwölf  Mittelpunkte  B  der  den  Rhomben  des 
Netzes  eingeschriebenen  EreisC;  welche  Punkte  zugleich  die 
Pole  und  Gegenpole  der  sechs  Hauptkreise  &i . . .  b^  dar- 
stellen (vergl.  §  11,  6),  bilden  die  Eckpunkte  eines  dem 
Netze  XIX  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XIX'.  Die 
Kanten  dieses  gleicheckigen  Netzes  werden  (vergl.  in  Fig.  17a 
den  punktiert  gezeichneten  Teil)  durch  die  Bogen  der  vier 
vollständig  ausgezogenen  Hauptkreise  c^...c^,  der  Äqua- 
toren  der  Hexaedereckpunkte  C,  gebildet.  Jeder  dieser 
Hauptkreise  (z.  B.  cj  geht  durch  drei  Punkte  B  (z.  B» 
BijB^^Bq)  und  deren  Gegenpunkte  (B\,B'^^B\)  hindurch, 
wobei  der  zwei  benachbarte  Punkte  B  verbindende  Bogen  60^ 
beträgt;  zugleich  steht  jeder  Hauptkreis  c  (z.  B.  c^  auf  den 
drei  durch  seinen  Pol  (z.  B.  C^)  hindurch  gehenden  Haupt- 
kreisen b  in  den  durch  D  bezeichneten  Punkten  senkrecht,  so 
dass  B^  D^  —  Dj  B^  etc.  die  Radien  der  den  sphärischen  Rhom- 
ben eingeschriebenen  Kreise  darstellen  (s.  Fig.  28).    Dabei  ist 
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44a)    ^iA-90^-i;-Bi(7i;    D,C,^2ri-90^. 

Die  Punkte  D  sind  die  Eckpunkte  eines  Netzes,  welches 
einen  besonderen  Fall  der  im  §  35  als  gleicheckige  Netze 
XXI'  auftretenden  Netze  bildet  (vergl.  Formel  51  y). 

Das  gleicheckige  Netz  XIX'  hat  zu  Grenzflächen  sechs 
reguläre  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  Ä  und  dem  Win- 
kel -4'j««  180^— 2iy  und  acht  reguläre  Dreiecke  mit  den 
Mittelpunkten  C  und  dem  Winkel  C\^2ri]  die  gemein- 
schaftliche Kante  a!  beträgt  60^.  In  jeder  der  zwölf  gleichen 
Ecken  vereinigen  sich  je  zwei  Winkel  A\  und  C\. 

44j8)         ^'i-180«-2i?,    C\^2ri,    «'  =  60^. 

Wir  bezeichnen  dies  dem  Netze  XIX  zugeordnete 
(aber  nicht  konjugierte)  gleichkantige  Netz  XIX'  auch 
als 

XIX'    gleicheckiges  sphärisches  (6  +  8)-flächiges 

Zwölfeck 

oder  als  Eubooktaedernetz. 

4.  Das  dem  Netze  XIX'  eingeschriebene  gleicheckige 
Polyeder  ist  das 

[XIX']     gleicheckige  (6  +  8)-flächige  Zwölfeck 

oder  Eubooktaeder^  welches  von  sechs  Quadraten  und 
acht  regulären  Dreiecken  begrenzt  wird.  Das  dem  Netze 
XIX'  umgeschriebene  Polyeder^  nämlich  das 

[XIX]     gleichflächige  (6  +  8)-eckige  Zwölfflach 

oder  Rhombendodekaeder  entspricht  dem  Eubooktaeder 
polar.  Die  wichtigsten  Relationen  fQr  diese  beiden  Polyeder 
ergeben  sich  in  einfacher  Weise  aus  den  sphärischen  Figuren 
des  Netzes  XIX'  (vergl.  18  a)  bis  18  d). 

5.  Zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  noch  andere  im 
Innern  des  Rhombus  Ä^  C^  A^  C^  gewählte  Punkte  P  nebst 
den  homologen  der  übrigen  Rhomben  die  Eckpunkte  eines 
dem  Netze  XIX  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  sein 
können,  führt  sofort  der  in  §  18  unter  5  aufgestellte  Satz. 
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Da  die  beiden  Winkel  Ä^  (mit  den  Scheiteln  A^  nnd 

360^ 
A^  -j-  betragen,  v^  also  gerade  ist,  so  kann  der  Punkt  P^ 

innerhalb  dieser  beiden  Winkel  eine  beliebige  Lage  haben; 

dagegen  moss  derselbe,  da  die  beiden  Winkel  A^  (mit  den 

360*^ 
Scheiteln  C^  und  C^)  —^  betragen,  v^  also  ungerade  ist, 

auf  dem  gemeinsamen  Halbiemngskreise  C\  C^  dieser  beiden 
Winkel  liegen.  Daraus  folgt,  dass  der  Punkt  P^  auf  diesem 
Halbierungskreise  C^  C^  eine  beliebige  Lage  haben  kann. 

Nehmen  wir  in  der  That  auf  der  einen  ffilfte  dieses 
Halbierungskreises  z.  B.  B^  C^  (s.  Fig.  17/3)  einen  Punkt  P^ 
an  und  konstruieren  die  homologen  Punkte  in  den  elf 
übrigen  Rhomben  des  Netzes  XIX,  so  liegen  diese  Punkte 
zu  je  zweien  symmetrisch  zu  den  Kanten  dieses  Netzes  und 
ergeben  ein  dem  Netze  XIX  zugeordnetes  gleicheckiges  Nets 
XIX''.  Die  Grenzflächen  dieses  Netzes  sind  sechs  halb- 
reguläre gleicheckige  (2  +  2)  -  kantige  Vierecke  mit  den 
Mittelpunkten  A  und  ausserdem  zwei  Gruppen  von  je  vier 
regulären  sphärischen  Dreiecken;  wobei  die  Mittelpunkte  der 
vier  unter  sich  kongruenten  Dreiecke  der  ersten  und  der 
zweiten  Gruppe  bez.  die  Eckpunkte  C  der  beiden  konju- 
gierten regulären  Tetraedemetze  sind.  Wir  bezeichnen  dieses 
Netz  daher  auch  als 


XIX"    gleicheckiges  sphärisches  (6  +  44-4)-flächiges 
,  Zwölfeck. 

Dies  Netz  hat  zu  direkten  Symmetrieebenen  nur  die  sechs 
Ebenen  der  Hauptkreise  b^  während  die  Ebenen  der  drei 
Hauptkreise  a  fdr  dies  Netz  keine  Symmetrieebenen  sind. 
Es  ist  also  auch  das  Symmetrienetz  XIX  als  ein  solches 
aufzufassen,  dem  diese  drei  Symmetrieebenen  nicht  mehr 
zukommen  und  dessen  acht  regulär -dreiflächige  Ecken  in 
zwei  Gruppen  von  je  vier  zerfallen,  deren  Scheitel  den  Eck- 
punkten zweier  konjugierten  regulären  Tetraedemetze  ent- 
sprechen. Man  kann,  um  diese  Beschaffenheit  des  Netzes  XIX 
auszudrücken,  dasselbe  auch  als 
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XlXa  gleichflächiges  sphärisches  (6  +  44-4)-eckiges 

Zwölfflach 
bezeichnen« 

Die  zweizähligen  Axen  OB  sind  fQr  die  Netze  XIX'' 
und  XlXct  nicht  mehr  vorhanden;  di^egen  stellen,  wie 
bei  einem  regulären  Tetraedernetze  (§  11;  2)  die  nach  den 
Punkten  A  gehenden  Eugelradien  drei  Paare  gleicher,  ent- 
gegengesetzt gerichteter  zw  ei  zähliger  und  die  nach  den 
Punkten  C  gehenden  Kugelradien  zwei  Gruppen  von  je  vier 
gleichen  drei  zähligen  Axen  dar. 

Hierdurch  sind  die  Netze  XIX",  wie  das  Netz  XIX  a 
als  zur  Tetraedergruppe  gehörig  charakterisiert.  Die  Eck- 
punkte dieses  Netzes  XIX''  ergeben  sich  zufolge  der  oben 
angefahrten  Entstehung  desselben  auch  einfach  als  diejenige 
Hemigonie  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XII'  (eines  [8  +  6]- 
flächigen  S.S-Ecks,  §  22),  bei  welchen  von  den  24  Eck- 
punkten P  solche  zwölf,  welche  zu  je  drei  um  vier  Tetraeder- 
eckpunkte C  gruppiert  sind,  beibehalten  werden  (vergleiche 
Fig.  10;  der  Numerierung  der  Eckpunkte  P  entsprechend 
sind  auch  die  Punkte  P  in  Fig.  17j8  bezeichnet  worden). 

Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XIX" 
werden  erhalten,  wenn  der  Punkt  P^  alle  Lagen  auf  dem 
Bogen  B^C^  einnimmt.  Das  Kubooktaedernemetz  XIX' 
kann  hiernach  als  die  Archimedeische  Varietät  der 
Netze  XIX"  bezeichnet  werden. 

6.  Das  einem  gleicheckigen  Netze  XIX"  eingeschriebene 
Polyeder  ist  ein  sog. 

[XIX"]     gleicheckiges  (6  +  4  +  4)-flächiges  Zwolfeck, 

die  Hemigonie  des  §22,4  betrachteten  (8 +  6) -flächigen 
S.S-Ecks.  Dasselbe  ist  von  sechs  rechteckigen  Hexaeder- 
flächen und  von  vier  grösseren  und  von  vier  kleineren  regu- 
lär-dreieckigen Tetraederflächen  der  beiden  Stellungen  be- 
grenzt. Dies  Polyeder  resultiert  auch,  wenn  die  Kanten 
eines  (4 +4) -flächigen  4. 3- Ecks  (§  19,4)  durch  die  Flächen 
eines  Hexaeders  so  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei  be- 
nachbarte Hexaederflächen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 
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Das  einem  gleicheck^en  Netee  XIX"  m  deBsan  Eobr 
punkte  amgesduiebene  gleicbfläcliige  Polyeder  üt  dn 
[XlXa]     gleiehfl&cliigea  (6 +  4  +  4)- eckiges 
ZwSlfflach, 
ein  sog.  Deltoiddodekaeder.    Dasselbe  ist  von  zwölf  sfÜ^ 
metriBchen  Vierecken  begrenet  and  besitzt  secba  balbr^guiäre 
Tierfl&chige  Eckm  and   swei   Gruppen  voii  je   vier   regulär- 
dreifläcliigen  Ecken.    Dies  Polyeder  lässt  sich  in  bekannter 
Weise  a8cb  als  die  tetraedriscfae  Hemiedrie  des  gleichSächigen 
(8  +  6)-eekigen  8.3-Flache  (§  22,  i)  erbaHen. 

Den  beiden  einem  Netze  XIX"  bes.  ein-  ond  omge- 
achriebenen  Polyedern  kommen  dieselben  Symmetrieebeoan 
nnd  Axen  sn,  welche  dem  Netze  XIX"  oder  XlXa  e^eu- 
tQmlicb  sind, 

7,  Die  Elemente  der  Netze  XIX"  bestimmen  sich  in 
einfacher  Weise,  wenn,  wie  bei  den  Netzen  XIl'  (§  22,6) 
der  Abstand  des  Punktes  P,  von  C^  mit  f,  beseidmet  wird. 
Pamer  sei  (s.  Fig.  17/3):  PiP,  — PiP,— «"  (in  34a)  doreh 
tt\—a\  bezeichnet),  P,P,-PiP'a--a'  (in  24«)  dank  «\ 
beteichnet),  C\  and  C\  bes.  die  Winkel  in  den  r^olüren 
Dreiecken  mit  den  Mittelpunkten  C,  und  C,  and  Ä\  der 
Winkel  der  halbregulären  Vierecke  mit  den  Mittelponkten 
A,    Dann  bestehen  die  Besiebungen  (vei^l.  24a): 

t -J  ß' -  iVä  sin  (2  i,  +  *c), 
?^-y3««(29  +  f.), 


Ur) 


A\-l 


c,+c\ 


ins  welchen  fllr  tc  —  90"  —  i}  wiederum  die  anter  3.  aoiige- 
fQhrten  EUeuieate  dea  Kubooktaedemetzes  IX'  sich  ergeben. 
Die  Substitution  der  Werte  44)  in  die  Formeln  18a  bis  d) 
liefert  die  weaenüichen  R«lationeu  filr  die  den  Netzen  IX" 
«in-  nitd  amgeacbrieb«nen  Polyeder. 
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§  33.  Bhombentriakontaedernetz  XX  nebst  dem 

zugeordneten  Netze  XX'. 

1.  Aus  den  in  Tab.  42)  §  31  angegebenen  Werten,  zufolge 
deren  das  Netz  XX  aus  dreissig  kongruenten  sphärischen 
Rhomben  von  der  Kante  %  besteht,  welche  in  zwölf  Punkten 
zn  je  fQnf  und  in  zwanzig  Punkten  zu  je  drei  bez.  unter 
gleichen  Winkeln  zusammenstossen,  ist  sofort  ersichtlich, 
dass  dies  Netz  XX  einfach  aus  dem  Diakishexekontaeder- 
netze  XVI  (§  28)  durch  Vereinigung  von  je  vier  in  einem 
Punkte  B  zusammenstossenden  Dreiecken  erhalten  werden 
kann  (vergl.  Fig.  18,  29  u.  30,  in  welchen  die  zwölf  Ikosaeder- 
eckpunkte  G  die  Scheitel  der  regulär-fOnfflächigen,  die  zwanzig 
Pentagondodekaedereckpunkte  C  die  Scheitel  der  regulär- 
dreiflächigen sphärischen  Ecken  darstellen).  Man  kann  dies 
Netz  XX,  welches  auch  als 

XX     sphärisches  (12  +  20)-eckiges  30-Flach 

bezeichnet  werden  kann,  ebenso  aus  dem  Pentakisdodekaeder- 
netze  XI  oder  dem  Triakisikosaedemetze  XIII  durch  Ver- 
einigung je  zweier  gleichschenkligen  Dreiecke  erhalten,  welche 
bez.  längs  der  Basis  C^BiC^  (Fig.  9)  oder  G^B^G^  (Fig.  11) 
aneinanderstossen. 

Die  sphärischen  Kanten  des  Netzes  XX  werden  durch 
diejenigen  Bogen  der  fünfzehn  Hauptkreise  h^.., b^^  gebildet^ 
welche  in  den  Netzen  des  regulären  Ikosaeders  V  und  des 
regulären  Pentagondodekaeders  VII  (vergl.  Fig.  4)  gerade 
nicht  ausgezogen  waren. 

2.  Das  Netz  XX,  welches  ein  vollzähliges  Netz  ist, 
besitzt  dieselben  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  und 
Axen,  wie  das  reguläre  Ikosaeder-  und  Pentagondodekaeder- 
netz (vergl.  §  12). 

Dem  Netze  XX  kann  kein  entsprechendes  gleichflächiges 
Polyeder  eingeschrieben,  noch  in  den  Eckpunkten  ein  ent- 
sprechendes  gleicheckiges   Polyeder  umgeschrieben  werden. 

3.  Die  dreissig  Mittelpunkte  B  der  den  Rhomben  des 
Netzes  XX  eingeschriebenen  Kreise  sind  die  Eckpunkte  eines 
gleicheckigen,  dem  Netze  XX  zugeordneten  und  zugleich 
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gleichkantigen  Netzes  XX'.  Die  Kanten  dieses  Netses^ 
dessen  Eckpunkte  B  die  Pole  und  Gegenpole  zu  den  f&n&ehn 
Hauptkreisen  &i..&i5  sind,  werden  (s.  in  Fig.  18  das  punk- 
tiert gezeichnete  Netz)  durch  die  sechs  vollständig  ausge- 
zogenen Hauptkreise  ^i...^«,  die  Äquatoren  der  Ikosaeder- 
eckpunkte  G  gebildet.  Jeder  dieser  Hauptkreise  g  geht 
durch  fänf  Punkte  B  (und  deren  Gegenpunkte)  hindurch  und 
wird  durch  dieselbe  in  zehn  gleiche  Teile  (»36^  geteilt. 
Zugleich  steht  jeder  dieser  Hauptkreise  gi  auf  den  f&nf  durch 
den  Pol  Gi  desselben  hindurchgehenden  Hauptkreisen  h  in  den 
durch  F  bezeichneten  Punkten  senkrecht,  so  dass  BF^  18^ 
den  Radius  des  einem  der  sphärischen  Rhomben  einge- 
schriebenen Kreises  darstellt.  Die  Seite  GC  eines  sphärischen 
Rhombus  wird  in  jP  so  geteilt,  dass 

ist. 

Die  Punkte  F  sind  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen 

Netzes,  welches  eine  spezielle  Varietät  der  in  §  36  zu  er- 
haltenden gleicheckigen  Netze  XXH'  repnlsentiert  (vergL 
Formel  52  y)  (s.  auch  Fig.  29  u.  30). 

Die  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Netzes  XX'  sind 
zwölf  reguläre  Fünfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  dem 
Winkel  A\=^l80^  —  2q>  und  zwanzig  reguläre  Dreiecke  mit 
den  Mittelpunkten  C  und  dem  Winkel  C\  =  2(p]  die  ge- 
meinschaftliche Kante  a'  beträgt  36^. 

Das  Netz  XX  wird  daher  auch  passend  als 

XX'     gleicheckiges  sphärisches  (124-20)-flächige8 

30-Eck 
bezeichnet. 

4.  Dem  Netze  XX'  ist  ein  gleicheckiges  Polyeder,  näm- 
lich das 

[XX']     gleicheckige  (12 +  20)-f lächige  30-Eck, 

das  bekannte  Archimedeische  Polyeder  eingeschrieben, 
welches  von  zwölf  regulären  Fünfecken  (Pentagondodekaeder- 
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flächen)  und  zwanzig  regulären  Dreiecken  (Ikosaederflächen) 
begrenzt  ist  und  dreissig  kongruente  vierflächige  Ecken  mit 
gleichen  Flächenwinkeln  und  zwei  Paaren  gleicher  und  sich 
gegenüberliegender  ebener  Winkel  besitzt. 

Das  dem  Netze  XX'  in  dessen  Eckpunkten  umgeschrie- 
bene gleichfiächige  Polyeder  ist  das 

[XX]    gleichflächige  (12  +  20)-eckige  30-Flach 

oder  ßhombentriakontaeder,  welches  von  dreissig  kon- 
gruenten Rhomben  begrenzt  ist  und  zwölf  regulär-fünfflächige, 
zwanzig  regulär -dreiflächige  Ecken  hat,  deren  Scheitel  bez» 
den  Eckpunkten  eines  regulären  Ikosaeders  und  eines  regu- 
lären Pentagondodekaeders  entsprechen. 

Die  Relationen  für  diese  beiden  sich  polar  entsprechen- 
den Polyeder  ergeben  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den  sphä- 
rischen Figuren  des  Netzes  XX', 

5.  Das  Netz  XX'  ist  das  einzige,  dem  Netze  XX  zu- 
geordnete gleicheckige  Netz.  Denn  andere  Annahmen  für 
die  Lage  eines  Punktes  P^  im  Innern  des  sphärischen  Rhom- 
bus Gl  C^  G2  Cg  können  keine  solche  Gruppierungen  homo- 
loger Punkte  liefern,  welche  die  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen, dem  Netze  XX  zugeordneten  Netzes  darstellen, 
weil  nicht  nur  die  Zahl  der  in  den  Punkten  C,  sondern 
auch  der  in  den  Punkten  G  bez.  unter  gleichen  Winkeln  zu- 
sammenstossenden  Hauptkreise  ungerade  ist  (vergl.  §  18,  6). 
Es  kann  also  nur  der  Schnittpunkt  der  Halbierungskreise 
der  Winkel  bei  C  und  G,  d.  h.  der  Punkt  B  nebst  den  ho- 
mologen Punkten  der  übrigen  Rhomben  die  Eckpunkte  eines 
dem  Netze  XX  zugeordneten,  aber  nicht  konjugierten 
gleicheckigen  Netzes  bilden. 

B)   Allgemeiner  Fall   der   gleichflächigen  Vierecks- 
netze. 


§  34.  Aufstellung  der  möglichen  Fälle  für  die  festen 

Tierecksnetze. 

1.  Nach  Erledigung  des  besonderen   Falles  der  sphä- 
rischen   Rhombennetze   wenden   vnr    uns   nun    zur   Er- 
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mittelung  d^  weiteren  Ville,  in  welchen  ein  die  Engelflidi« 
einmal  bedeckendes  Netz  von  gleichen  sphärischen  Yißfeekm. 
möglich  ist.  Wir  wollen  die  Winkel  eines  soldien  iqphft- 
rischen  Vierecks  dnrch^,^,^!^,^^,  bezeichnen;  dieselbeiL 
müssen  alsdann,  da  die  Fläche  des  Vierecks  den  wf^  Teil 
der  Engelfläohe  betragen  soll,  der  Gleichung  genfigen: 

46)  ^1  +  ^  +  ^  +  ^4-360«  (l  +  ~)- 

Als  ersten  Hauptfall  betrachten  wir  wiederum  den- 
jenigen, in  welchem  in  jedem  Eckpunkte  des  Netzes  je  y< 
gleiche  Winkel  A4  zusammenstossen,  welchem  Hauptfidle 
die  festen  und  symmetrischen  Vierecksnetze  entsprechen. 
Es  ergeben  sich  dann  folgende  Beziehungen,  wenn  wiederom 
die  Zahl  der  durch  je  Vi  gleiche  Winkel  A4  gebildeten 
Ecken  mit  fi<  bezeichnet  wird: 

An^     A      360«       .      360«       ,      360«       .      360« 

47)  ^  — f    A  — 9   A.^ 1   X  — : 

/  r-i        y^        r-»        y^        r-»        ^^        r-4        ^^ 

Aus  46)  und  47)  folgt: 

49)  1  +  1  +  1  +  1  =  1+1, 


oder 


^1         «^2         ^8         «^4  ^ 


49a)  m==^ j— ^ 


1 


+-+-+--1 

Vj        ^2        V3        1/4 

2.  Die  Formel  49  a)  ergiebt  einen  negativen  Wert  für 
w,  wenn  die  vier  Zahlen  Vj,  v^?  ''s?  ^4  sämtlich  von  ein- 
ander verschieden  (vti>3)  sind,  während,  wenn  sämt- 
liche vier  Zahlen  1/,  einander  gleich  sind,  für  den  allein 
zulässigen  Wert  i/f«3  das  reguläre  Hexaedemetz  VI  re- 
sultieii). 

3.  Der  Annahme  von  zwei  gleichen  Wertpaaren  ent- 
spricht für  Vi  «==1/8  =  4,  1/2  =  1/4  =  3  das  Rhombendode- 
kaedernetz  XIX,  für  1/1  =  1/3  =  5,  1/3  =  1/4  =  3  das  Rhom- 
bentriakontaedernetz  XX. 


i'^lJ  ^s 
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Werden  in  diesen  beiden  Fällen  je  zwei  gleiche  Winkel 
als  benachbarte  angenommen,  also  im  ersten  Falle  i/^  =» 
Vj  =  4,  Vj  =  V4  -=  3,  im  zweiten  Falle  v^^v^^  5,  Vj  =  V4  «=»  3, 
80  ergeben  sich  keine  entsprechenden  Netze.  Denn  die  Be- 
schaffenheit dieser  Netze  erfordert^  dass  je  zwei  Kanten, 
welche  einen  Winkel  =  120^  oder  =72^  einschliessen,  gleich 
sein  müsseiu 

4.  Werden  drei  der  Zahlen  vi  als  gleich  angenommen, 
80  ergiebt  sich  einmal  für 

=  1/3  =  1/4  =  3,    m  =  2i/i,   fti  =  2,  3|[ij  =  2vi, 
i/i«4,  5,  6... 

eine  Reihe  von  Netzen  XXIV  b),  welche  sämtlich  als  be- 
sondere Varietäten  der  in  §  39  zu  behandelnden  veränder- 
lichen hauptaxigen  Deltoidnetze  XXIV  zu  betrachten 
sind  und  auf  welche  wir  an  jener  Stelle  zurückkommen 
werden. 

5.  Ein  zweites  Wertsystem,  welches  noch  der  letzteren 
Annahme  4.  genügt,  nämlich 

^i  =  ^2  =  n  =  4;    ^8==*3, 
ergiebt 

w  =  24,   J[j  =  J,  =  ^^==90^   ^8=-120^, 

und  diesen  Werten  entspricht  ein  gleichfiächiges  Netz,  das 

wir  als 

XXI    Deltoidikosi tetraedernetz 

bezeichnen  und  in  dem  nächsten  Paragraphen  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  betrachten  wollen. 

6.  Werden  endlich  zwei  der  Zahlen  Vi  als  gleich^  die 
beiden  anderen  von  diesen  und  unter  sich  verschieden  an- 
genommen, so  ergiebt  sich  als  einzige  Lösung,  welcher  ein 
ganzzahliger,  positiver  Wert  für  m  (Formel  48  a)  entspricht^ 
die  folgende 

'     n  =  5j   v^^v^=^4,   1/3  =  3, 
w«60,   A  =  72<>,   A^^A^^dO^,   ^3  =  120«, 

/ti-12,    |Ll2  =  |[A^=15,    ft3  =  20. 
Heis,  Kagelteilong.  9 


51) 


52) 
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Diese  Werte  bestimmen  ein  gleichÜächiges  Netz,  das  als 
XXII     Deltoidbesekontaedernetz 
bezeichnet  und  in  §  36  nebst  den  zugeordueten  gleicheckigen 
Netzen  betrachtet  werden  soll. 

7.  Weitere  Annabmea  für  die  Werte  der  rier  Zahlen 
Wj,  Vj,  v^,  v^  ergeben  keine  ganzzahligea  positiven  Werte 
för  m;  und  es  sind  damit  alle  der  im  ersten  Hauptfalle 
angenommenen  Anordnung  der  Winkel  entsprechenden  Netze, 
trelche  sämtlich  feste  Netze  darstellen,  abgeleitet. 


%  'io.    Deltoidikoriitetrae  der  netz  XXI  uebst  de» 

zugeordneten  gleleheekigen  Netzen  XXI'  ond  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Dnrch  die  in  49)  (§  34)  angegebenen  Werte  ftlr  die 
Winkel  des  Tierecks:  ^^  —  ^  —  ^4,  =  90",  J,  =  120"  ist  das 
Tiereck  noch  nicht  eindentig  bestimmt.  Da  aber  je  drei 
zosammenstoasende  Winkel  A^  (■=130*')  eine  regulär -drei- 
fiächige  sphärische  Ecke  (deren  es  im  Netze  acht  giebt) 
bilden,  so  folgt,  dass  die  beiden,  den  Winkel  .^  =  120" 
eins  chlie  BS  enden  Kanten  des  Vierecks  gleich  sein  müssen, 
womit  sich  auch  die  Gleichheit  der  beiden  anderen  den 
Winkel  Ai  °^  90'^  einschliessenden  Kanten  ergiebt.  Die  Grenz- 
fläche des  Netzes  SXl  ist  also  ein  symmetrisches  Viereck, 
welches  durch  die  Diagonale  A^  Ag  in  zwei  symmetrisch 
gleiche  Dreiecke  mit  den  Winkeln  45",  60",  90"  zerlegt  wird. 

Das  Viereck  des  Netzes  XXI  wird  hiernach  einfach 
durch  Vereinigung  zweier  Dreiecke  ACB  des  Hexakisok- 
taedernetzes  längs  einer  Kaute  AC  und  damit  das  Netz 
XXT  in  einfacher  Weise  aus  dem  Hexakisoktaedemetz  XV 
erhalten  (rei^l.  §  27,  3).  (S.  in  Fig.  19  den  stark  gezeich- 
neten Teil.) 

Die  beiden  den  Winkel  Ai  einschliessenden  Kanten 
betragen  45",  die  beiden  den  Winkel  A^  (oder  C,  mit  dem 
Scheitel  C,)  einschliessenden  Kanten  90"  — q,  während  die 
Sjmmetriediagonale  t),  die  andere  Dii^ouale  {B^  B,)  60"  be- 
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tragt  (vergl.  §  27,  i  und  §  32,  3).  Der  Schnittpunkt  der 
beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden  Diagonalen,  von 
denen  die  letztere  halbiert  wird,  ist  einer  der  in  §  32,  3  er- 
i¥ähnten  Punkte  D.   (S.  Fig.  28.) 

Die  sechs  Eckpunkte  A^  welche  die  Scheitel  der  regu- 
lär-yierflächigen  Ecken  sind,  entsprechen  den  Eckpunkten 
des  regulären  Oktaedemetzes  TY,  die  acht  Eckpunkte  C  den 
Eckpunkten  des  regulären  Hexaedernetzes  VI,  während  die 
zwölf  Eckpunkte  jB,  in  denen  je  zwei  Winkel  A^  und  A^ 
(»90^)  zusammenstossend  eine  halbreguläre  sphärische  Ecke 
bilden,  den  Eckpunkten  eines  Eubooktaedemetzes  XIX'  (§32) 
entsprechen. 

Wir  bezeichnen  das  Netz  XXI  dieser  Gruppierung  der 
Eckpunkte  entsprechend  als 

XXI     sphärisches  (6  4-8  + 12)-eckiges  24-Flach 

oder  kurz  als  Deltoidikositetraedernetz. 

Dies  Netz  wird  nachher  als  ein  besonderer  Fall  des 
veränderlichen  Diakisdodekaedernetzes  XXIII  (§  38)  er- 
halten werden. 

2.  Aus  der  angegebenen  Entstehung  des  Netzes  folgt 
ohue  weiteres,  dass  dasselbe  ein  vollzähliges  Netz  ist, 
welchem  dieselben  direkt -symmetrischen  Mittelebenen  und 
Axen  zukommen,  wie  dem  regulären  Oktaeder-  und  Hexaeder- 
netze (vergl.  §  11,  3  bis  5). 

Auch  diesem  Netze  lässt  sich  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  einschreiben,  da  die  Eckpunkte  des  sphä- 
rischen Vierecks  nicht  auf  einem  kleinen  Eugelkreise  liegen. 
Dagegen  kann  dem  Vierecke  ein  Kreis  eingeschrieben  werden 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Diagonale  A^  C^  liegt  (vergl. 
unter  6.  Formel  51 /S). 

3.  Die  zu  einem  Punkte  P^,  welcher  auf  dem  Symme- 
triekreisbogen A^  Ci  einer  Grenzfläche  (z,  B.  A^  B^  C^  B^) 
angenommen  wird,  homologen  Punkte  aller  Grenzflächen 
sind  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen,  dem  Netze  XXI  zu- 
geordneten Netzes  XXI'  (vergl.  §  27,  3). 

9* 
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Die  Groixflicben  eines  Bolchoi  Netxes  XXI'  sind  sech« 
ngnUre  Vierecke  mit  den  lfitte1puTikt«a  A,  acht  i^nlSz« 
Dreiede  mit  den  Blittelpmikten  C  und  zwölf  gleiehecUge 
(3  +  3)-kuitige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B.  In  jedon 
Eekpmikte  des  Netzes  stouen  je  eins  der  sechs  Vierecke,  je 
eins  der  acht  Dreiecke  und  je  zwei  der  zwölf  Vierecke 
zossnimen  (s.  in  Fig.  19  das  punktiert  gezeichnet«  Neil). 

Wir  bezeichnen  ein  solches  Netz  als 
XXI'    sphärisches  (6  +  8  +  12)-nächiges  24-Eck. 

Die  Teischiedenen  mißlichen  Varietäten  der  Netze  XXI' 
werden  erhalten,  wenn  dar  Punkt  Pj  alle  möglichen  Zilien 
auf  dem  Symmetriekreislx^^  -^'^i  annimmt.  Bin  dem 
Netze  XXT  konjugiertes  Netz  kann  es  (vergL  3}  nicht 
geben;  besonders  bemerkenswerte  Varietäten  sind  einmal  die 
Archimedeische  Varietät,  bei  welcher  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  sphärischen  Vierecke  des  Netzes  XXI 
eingeschriebenen  Kreises  ist  und  bei  welcher  die  zweierlei 
Kanten  einander  gleich  werden,  dann  auch  diejenige  Vuietä^. 
deren  Eckpunkte  die  Punkte  D,  die  Schnittpunkte  der  Dia- 
gonalen eines  Vierecks,  sind  (vergl.  §  33,8). 

Andere  Lagen  des  Ponktee  P,,  als  auf  dem  Symmetrie- 
kreise A^C^J  können  keine  dem  Netze  XXI  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  ergeben  (vergl.  §  18,  5  und  §  32,  6). 

4.  Jedem  Netze  XXI'  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder, nämlich  ein 

[XXI'].  gleicheckiges  (6  +  8+ 12)-flächiges  24-Eck 
eingeschrieben  werden.  Dies  Polyeder,  welches  von  sechs 
Quadraten,  acht  regulären  Dreiecken  und  zwölf  B«chtecken 
begrenzt  ist  und  24  kongmentc  rierflädiige  Ecken  hat,  kann 
auch  dadurch  erhalten  werden,  dass  die  Oktaederkanten  eines 
(6  + 8) -flächigen  6.4-Eeks  (§  20,3)  so  durch  die  Flachen 
eines  Khombeudodekaeders  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei 
benachbarte  Dodekaederflächen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 
Das  einem  gleicheckigen  Netze  XXI'  in  dessen  Eckpunkten 
umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder,  welches  dem  ein- 
geschriebenen polar  entspricht,  ist  ein 
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fXXI]     gleichflächiges  (6  +  8+ 12)-eckige8   24-Flach 

(ein  Deltoidikositetraeder ,  Leucitoeder),  welches  von  24  kon- 
gruenten Deltoiden  begrenzt  ist,  und  sechs  regulär -vier- 
flächige^  acht  regulär  -  dreiflächige  und  zwölf  halbregulär- 
yierflächige  Ecken  (mit  abwechselnd  gleichen  Flächenwinkeln) 
hat,  deren  Scheitel  bez.  den  Eckpunkten  eines  Oktaeders, 
Hexaeders  und  Kubooktaeders  entsprechen. 

Die  Archimedeischen  Varietäten  dieser  Polyeder  sind 
der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes  XXI'  bez.  ein- 
und  umgeschrieben. 

5.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  Pj  von  A^ 
wiederum  mit  £«?  den  Abstand^  desselben  von  C^  mit  £cj  wobei 
fa  +  ^c^V  ist,  femer  die  Kanten  des  Netzes  XXF,  welche 
bez.  auf  A^B^^ A^B^  =  y  und  auf  C^By  =  CiB^=^a  senk- 
recht stehen^  durch  y'  und  a'  und  endlich  durch 

Ä  den  durch  zwei  Kanten  y'  eingeschlossenen  Winkel, 

^  W  ))  1J  «  " 

J5'    „         „      je  eine  Kante  y '  und  a' 

flo  erhalten  wir  folgende  einfj^che  Beziehungen  für  die  Ele- 
mente des  Netzes  XXI': 


7J 


W 


51a) 


^iwiy'  =  -^sinfa, 
sin-\  a'  =  Y yä sin  fc  = 


Y2cos  Ba  —  sin  £t 


coig -^  =  cos £ai  cotg  -^  ==  YZcos Bc'^'COs  fa  +  V2sin  f«! 
Für  die  Archimedeische  Varietät   des   Netzes  XXI' 


wird: 


51/}) 


to«^ £„  =  >/2 (/2 -- 1) ,  tow^P-stn22-i% 
-|a'  =  -J-/  =  P=20«56'27",  7; 

und  fiCtr  diejenige  Varietät,  deren  Eckpunkte  die  Punkte  Z> 
{§  32,3)  sind,  resultiert: 
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My). 


'VI 


t"    „1/2 


Bei   dieser   letzteren  Varietät  teilt  die  Kante  y'  die  zu 
ihr  senkrechte  -11-01  =  /  in  dem  Punkte  Ej  so,  dasa 

51y')  tangA^E^--  \,  UmyE.B^-  J 

ist,  d.  t.  der   Punkt  E^  ist   ein  Eckpunkt  der  Archimede- 
ischen  Varietät  der  Netze  X'  (vergl.  Formel  Slj-)  in  §  20). 


g  36.    Deltoidhexehontaedei'uetz  XXII  nelist  den 

zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  XXII'  nnd  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1,  Das  durcli  die  in  Formel  .Vi)  (§  34)  angegebenen 
Werte  bestimmte  Netz  hat  zur  tlrenzflüche  ein  Viereck  mit 
den  Winkeln  ^,  =  72'*,  ^,  =  ^^-90",  ^,-120".  Da  aber 
je  fünf  zusammenstosaende  Winkel  A^  eine  regulär-fOnf- 
flächige  sphärische  Ecke  (deren  es  im  Netze  zw51f  giebt) 
und  ebenso  je  drei  zusammenstossende  Winkel  A^  eine  regn- 
läi- dreiflächige  Ecke  (deren  eB  im  Netze  zwanzig  giebt) 
bilden,  so  folgt,  dass  sowohl  die  beiden  den  Winkel  A^,  wie 
die  beiden  den  Winkel  A,  einschliessenden  Kanten  gleich 
sein  müssen.  Damit  ist  die  Grenzfläche  eindeutig  als  ein 
symmetrisches  Viereck  bestimmt,  das  durch  die  Symmetrie- 
diagonale  A^Af  in  zwei  symmetrisch  gleiche  Dreiecke  mit 
den  Winkeln  36",  60",  90"  zerlegt  wird.  Man  sieht  auch 
sofort,  dass  ein  den  gegebenen  Bedingungen  entsprechendes 
Viereck,  bei  welchem  die  beiden  rechten  Winkel  benach- 
barte wären,  nicht  möglich  ist. 

Die  Grenzfläche  des  Netzes  XXII  entsteht  hiernach 
durch  Vereinigung  zweier  Dreiecke  GCB  des  Diakishexe- 
kontaedernetzes  XVI  längs   einer  Kante  GC  und  somit 
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auch  das  Netz  XXII  in  einfacher  Weise  aus  dem  Netze  XVI 
(yergl.  §  28,  s).    (S.  in  Fig.  20  das  stark  gezeichnete  Netz.) 

Die  beiden  den  Winkel  Ä^  (bei  G^  z.  B.  des  Vierecks 
G^B^C^B^  der  Fig. 20)  einschliessenden  Kanten  G^B^^G^B^ 
betragen  9,  die  beiden  den  Winkel  Ä^  (bei  C^  einschliessenden 
Kanten  C^B^'^C^B^  betragen  ^,  die  Symmetriediagonale  GiC^ 
beträgt  Xj  ^^  andere  Diagonale  J?iJ?2  beträgt  36°  (vergl. 
§  28, 1  und  §  33,  d).  Der  Schnittpunkt  der  beiden  auf- 
einander senkrecht  stehenden  Diagonalen  ist  einer  der  in 
§33,3  erwähnten  Punkte  F. 

Die  zwölf  Scheitel  der  regulär -fünfflächigen  Ecken  sind 
die  Eckpunkte  G  eines  regulären  Ikosaedemetzes  V,  die 
zwanzig  Scheitel  der  regulär- dreiflächigen  Ecken  sind  die 
Eckpunkte  C  eines  regulären  Pentagondodekaedemetzes  VII, 
während  die  dreissig  Eckpunkte  B^  in  denen  je  zwei  Winkel 
A^  und  A^  (:==90°)  zusammenstossend  eine  halbreguläre 
sphärische  Ecke  bilden,  den  Eckpunkten  des  gleicheckigen 
Netzes  XX'  (§  33)  entsprechen. 

Das  Netz  XXII  wird  daher  passend  als 
XXir     sphärisches  (12-f204-30)-eckiges  60-Flach 

oder  als   Deltoidhexekontaedemetz  bezeichnet. 

2.  Die  direkten  Symmetrieebenen  und  die  Axen  dieses 
vollzähligen  Netzes  sind,  wie  aus  der  angegebeneu  Entstehung 
des  Netzes  sofort  hervorgeht,  dieselben,  wie  diejenigen  eines 
regulären  Ikosaeder-  und  Pentagondodekaedemetzes  (vergl. 
§  12, 1  bis  3). 

Der  Grenzfläche  des  Netzes  XXII  kann  kein  Kreis  um- 
geschrieben, also  auch  dem  Netze  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  ein-  oder  ein  gleicheckiges  umgeschrieben 
werden.  Dagegen  lässt  sich  dem  Vierecke  G^  B^  C^  B^  ein 
Kreis  einschreiben,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Diago- 
nale G^C^  liegt  (vergl.  unter  6.  Formel  52 /S). 

3.  Nimmt  man  auf  der  Symmetriediagonale  G^C^  der 
Grenzfläche  G^B^C^B^  einen  Punkt  P^  an,  so  sind  die  sämt- 
lichen homologen  Punkte  aller  Grenzflächen  des  Netzes  XXII 
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die  Sokpoiikte   eines   gleicheckigen,  diesem  Netze   zugeord- 
neten Netzes  XXII'  (vergl.  §  28,3). 

Die  Grenzfliichen  eines  solchen  Netzes  XXII'  sind  zwölf 
T^nlärs  Ffinfecke  mit.  den  Mittelpunkten  G,  zwanzig  r^u- 
ISre  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  nnd  dreissig  gleicli- 
ecfc^  (2  +  2)-feantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  B. 
Das  Netz  hat  sechzig  kongruente  vieröüchige  sphüriscfae 
Ecken,  indem  in  jedem  Eckpunkte  j^  eins  der  znolf  Fünf- 
ecke, je  eins  der  zwanzig  Dreiecke  und  je  zwei  der  dreissig 
Vierecke  zasammenstossen  (s.  in  Fig.  20  das  punktiert  gezeich- 
nete Nets). 

Das  Netz  wird  daJier  passend  als 
XXU'    spharischea  (12+20+30)-fUchige8  60-Eok 
beseichnet. 

Den  Terachiedenen  Lagen  des  Punktes  P^  auf  dem  Sym- 
metriekreiabogea  Gg  Ci  entsprechen  die  mSglidim  Yarieföten 
der  Netze  XXII'.  Ein  dem  Netze  XXU  konjugiertes 
Netz  giebt  es  nicht  (TergL  2);  die  Arofaimedeisclie  Tarie- 
4£t  der  Netze  XXII'  liat  za  Sckpankten  die  Hittelpoukte 
der  den  Vierecken  des  Netzes  XXII  eingeschriebenen  Kreise; 
für  dieselben  werden  die  zweierlei  Kanten  einander  gleich. 
Eine  weitere  bemerkenswerte  Varietät  ist  noch  diejenige, 
deren  Eckpunkte  die  Punkte  F  sind  (vergl.  §  33,  3). 

FOr  andere  Lagen  des  Punktes  P,,  als  auf  dem  Symme- 
triekreisbogen Gl  Ci,  resultieren  keine  dem  Netze  XXII  zuge- 
ordneten gleicheckigen  Netze  (vergl.  §  18,  b  und  §  32,  5). 

,4.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze 
XXII'  eingeschrieben  werden  kann,  i^mlich  das 
[XXirj  gleicheckige  (12-|-20  +  30)-fUchige  60-Eck, 
ist  von  zwölf  regulären  Fünfecken,  20  regulären  Dreiecken 
nnd  30  Rechtecken  begrenzt  und  hat  60  kongruente  vier- 
flächige  Ecken.  Dasselbe  kann  auch  dadurch  erhalten  werden, 
dasB  die  Ikosaederkaoten  eines  (12 +  20) -flächigen  12. 5- Ecks 
(§  21,  3)  durch  die  Flächen  eines  Rhombentriakontaeders 
so  abgestumpft  werden,  dass  je  zwei  benachbarte  Triakon- 
taederflächen  einen  Eckpunkt  gemein  haben. 
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Das  gleicbflächige  Polyeder,  welches  einem  Netze  XXII' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann^  ist  ein 

[XXII]    gleichflächiges  (12  +  20  +  30)-eckiges 

60-Flach 

oder  ein  Deltoidhexekontaeder.  Dasselbe  ist  von  60 
kongruenten  Deltoiden  begrenzt  und  hat  12  regulär -fünf- 
flächige, 20  regulär- dreiflächige  und  30  halbregulär-vier- 
fiächige  Ecken,  deren  Scheitel  bezw.  den  Eckpunkten  eines 
Ikosaeders,  Pentagondodekaeders  und  eines  (12 -f  20) -flä- 
chigen 30 -Ecks  [XX']  (§  33,  3)  entsprechen. 

Die  Relationen  fdr  diese  beiden  sich  polar  entspre- 
chenden Polyeder  ergeben  sich  mit  Leichtigkeit  aus  den 
sphärischen  Figuren  des  Netzes  XXII';  die  Archimed ei- 
schen Varietäten  der  Polyeder  sind  der  Archimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XXII'  bez.  ein-  und  umgeschrieben. 

5.  Werden  die  Abstände  des  Punktes  P^  von  G^  und  C\ 
bez.  mit  f^  imd  Sc  bezeichnet  (ff^  +  €c  =  z)?  werden  ferner  die 
auf  G^B^^G^B^  =  y  senkrechten  Kanten  des  Netzes  XXII' 
durch  y'  und  die  auf  C^B^'^^C^B^^a  senkrecht  stehenden 
Kanten  durch  a!  und  endlich 
der  durch  je  zwei  Kanten  y'  eingeschlossene  Winkel  durch  (?', 


V 


7; 


a 


;? 


» 


jj 


„  eine  Kante  y^  und  a' 
bezeichnet,  so  bestehen  folgende  Beziehungen: 

sin\y^  =  sin^Q^.sinBg 


w 


» 


w 


» 


stne 


^? 


2cosip 
sin^a^  =^ -J  "|/3 . sin Bc^ \  Y^.sin {%  —  b^ 


52«)      {  Qi 


sin  tp  cos  s,  -  ^-. -^  sin  b,  , 

sing) 


<o^  -K  "==  icL^9  36  ^ .  cos  Bg  =  — ,-  cos  B 
2  ^  ^     co^tp 


Vi 


cotg 


_/5-  cos^tp  ,  ^    . 

yocosBc'^  -7-     cosBg'\-2sinq>smBg. 
sing)        ^  ^        *^' 


1?'  =  180«- 


G'-fC" 
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52/J) 


tang  IS^ 
V2 


1/6-1 


tangP' 


tang^sinq) 


1   -^  a 


V2 

Ay'«p«i20  56'21",  6, 


und  für  diejenige  Varietät,   deren   Eckpunkte  die  Schnitt- 
punkte F  der  Diagonalen  sind  (vergl.  §  33,  s),  resultiert: 

.    1    ,      cos2w      ,    . 

s*n  1  y'  — ^7 ^  =»-|5tn9, 

^^       2cos(p      '       ^' 

^m  -j  a '  -=  5tn  (g)  —  ^) .  «in  60  ^  «=  -|-  5tn  9  fang  q> , 
cotg  -ft  -=  2  to«^  9^9,    co^  -^  =■  )/3  cos  (9  —  ^) 

—  2^059). 


62y) 


Durch  Substitution  der  Werte  52  a)  bis  j^)  in  die 
Formeln  18  a)  bis  d)  erhält  man  die  Relationen  ftlr  die  den 
Netzen  XXII '  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  und  deren 
besondere  Varietäten. 


§  37.  Ableitung  der  möglichen  Fälle  fOr  die  Ter- 

änderlichen  Yierecksnetze. 

1.  Nach  Eriedigung  des  ersten  Hauptfalles  der  festen 
und  symmetrischen  gleichflächigen  Vierecksnetze  (§  34) 
wenden  wir  uns  nunmehr  zu  der  Untersuchung  des  zweiten 
Hf^uptfalles,  nämlich  desjenigen  der  veränderlichen  der- 
artigen Netze. 

Der  Fall,  dass  —  analog  wie  bei  den  Netzen  XVII 
eines  rhombischen  Sphenoids  (§  29)  —  keiner  der  vier  Winkel 
A^^A^^A^^A^  des  Vierecks  einen  aliquoten  Teil  von  360^ 
beträgt  und  diese  Winkel  an  allen  Ecken  des  Netzes  in 
gleicher  Weise  auftreten,  so  dass  das  Netz  zugleich  gleich  - 
eckig  wird,  ergiebt  sich  sofort  als  unmöglich;  denn  einer- 
seits müssteu  die  vier  Winkel  des  Vierecks  mindestens  einmal 
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an  jeder  Ecke  auftreten,  ihre  Summe  also  höchstens  360^ 
betragen,  andererseits  muss  aber  diese  Summe  grösser 
als  360^  sein. 

Dagegen  bietet  sich  diejenige  Möglichkeit  für  die  Be- 
schaffenheit und  Anordnung  der  Winkel  uad  Ecken  dar, 
dass  einige  der  Winkel  aliquote  Teile  von  360^  betragen 
und  eine  Hauptgruppe  von  Ecken,  wie  im  ersten  Haupt- 
falle bilden,  indem  sich  je  i/»-  Winkel  Ai  in  einer  Ecke  ver- 
einigen; dass  aber  eine  zweite  Hauptgruppe  von  Ecken  da- 
durch entsteht,  dass  die  übrigen  —  einander  gleichen  oder 
von  einander  verschiedenen  —  Winkel,  welche  keinen  ali- 
quoten Teil  von  360®  betragen,  sich  in  gleicher  Weise  zu 
je  einer  Ecke  vereinigen. 

Es  sind  hier  nur  die  beiden  Fälle  zu  berücksichtigen, 
dass   entweder   zwei   der   Winkel   des   Vierecks  je   einen 

• 

aliquoten  Teil  von  360®  betragen  oder  dass  nur  ein  Winkel 
einen  aliquoten  Teil  von  360®  beträgt. 

2.  Sind  im  ejrsten  Falle  die  beiden^(nicht  benachbarten) 
Winkel 

.^  X                       .       360®       ,       360® 
53a)  A  =• »    -4.« 

und  bilden  zweierlei  Ecken  von  der  im  ersten  Hauptfalle  fest- 
gesetzten Beschaffenheit,  so  körmen  die  beiden  Winkel  Ä^ 
und  A^  eine  zweite  Gruppe  von  il\  Ecken  bilden,  an  welchen 
dieselben  in  gleicher  Zahl  auftreten,  so  dass 

53/S)  Ä(^-f^J«360®,  Ä«2,  3... 

ist.  Hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  46)  (§  34)  die 
Relation: 

53y)  l+i+l      l-.i. 

Da  i/j  und  1/3  beide  mindestens  gleich  3  sein  müssen, 
so  folgt  für  k  der  einzig  zulässige  Wert  k^2  und  damit 
wird: 

2 

53d)  m  =  j j Y' 

^  -I 

i/j     1/5      2 
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km  &Kr  Fonnd  ergiebt  öA   nur  fiir  die  folgenden 
ÖB    poMtireT,    gwuxahliger   Wert 


c3f) 


i)».«=3.   F,  =  3,   »=12;  ^  =  F,  =  4,  p',  =  -^,=6; 
*)  r,-ö,  r,-3,  w- SO; ft - 1», «,- 20,  (.',=  "J  =  30. 


Im  Falk  m)  «nd  r)  msss  afa«r.  ila  je  zwei  Kanten, 
KB  Winkel—  IS*^'  oder  =7?*  einschliessen,  ein- 
aolar  ^o*^  Man  mass«o,  auch  X-^.I^^OO'^  ««in;  d.  h. 
a  iCRHiHt  in  •)  JM  RbotBbradodekstdnnetz  XIX.  in  '-) 

D^t^m  tötuwa  im  Falle  t),  nknad  die  den  Winkel 
Jij^lSO*  fJMiirMirinfndgn  batea  gkÖdi  «ein  mÜE:sen,  die 
itm  Winkel  -J, "  90*  «JnschlJMtMfai  Knäten  aa  Länge  von 
emiDder  Ter««k>edeB  sein;  w  wytet-t  sicli  daher  in  der  That, 
da  die  beiden  Winkd  -i,  and  A^  nnr  der  Bedingong: 

53:)  J,+  J,-1S0» 

natervfwfa  sind,  nn  Tcnoderlidtes  Nett,  das  sog. 
XXIU     Diakisdodekaederaetz, 

«eitles  für  J,^J.-90*  das  Deltoidikositetraeder- 
neiz  XXI  als  einen  bcsoDderes  Fall  MthäH. 

Dtt»  Neta  TTm  snJl  nebst  des  rageordnetim  gleich- 
eckigeB  yetzem  im  folgenden  §  SS  betiaebtei  wnden. 

Wenn  £e  beiden  Winkel,  «el^e  je  «nen  atiqaoten 
Teil  TOS  360*  betragen,  ab  benaebbarte  Twaosgesetct 
«erden,  z.  B.  J^  und  J,,  «>  etgtebt  $i^  in  dnn  a)  analogen 
Falle  kon  ent^wvebmde«  Netz  v^^^^-  §  34,  3),  in  dem  c) 
annlogai  Falle  kein  entsprev'befid««  Viereck  (TngL  §  36,  i), 
wikr«id  in  dsn  h)  analogen  FaUe  für  r^  — 4,  r,  — 3  snch 
J^  —  A^  —  SQ"  sein  mass,  als»  wiederum  das  Deltoidikoni- 
tctnedersetz  XXI  lemittiwt. 
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3.  Beträgt  im  zweiten  Falle  einer  der  Winkel  des 
sphärischen  Vierecks  einen  aliquoten  Teil  von  360^,  ist  also 
z.  B. 

o4a)  A.  -= 

und  bilden  diese  Winkel  die  erste  Gruppe  von  ^^  Ecken^ 
so  können  die  drei  anderen  Winkel  A^^A^^  A^  eine  zweite 
Gruppe  von  y!^  gleichen  Ecken  in  der  Weise  konstituieren, 
dass  sie  an  jeder  dieser  Ecken  in  gleicher  Zahl  auftreten. 
Alsdann  muss 

54/J)  ^2 +  -43 +  ^^  =  360« 

sein  (für  k  [A^  +  A^  +  A^^^m^,  wo  A;>2,  würde  sich 
für  die  Winkelsumme  des  sphärischen  Vierecks  ein  Wert 
kleiner  als  360«  ergeben). 

Aus  54  a)  und  54/3)  folgt  in  Verbindung  mit  46)  (§  34): 

54y) 
oder 

54y') 

Für  einen  gewählten  Wert  von  Vj  >  3  hängen  die  Ele- 
mente eines  solchen  Vierecks  und  der  durch  Wiederholung 
desselben  bestimmten  Netze  im  allgemeinen  von  zwei  ver- 
änderlichen Grossen  ab,  da  zufolge  54/3)  von  den  drei 
Winkeln  A^^  A^^  A^  zwei  innerhalb  gewisser  Grenzen  be- 
liebig annehmbar  sind.  In  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei 
dieser  Winkel  z.  B.  A^  und  A^  einander  gleich  sind,  hängen 
die  Elemente  noch  von  einer  "veränderlichen  Grösse  ab.  Die 
diesem  letzteren  Falle  entsprechenden  Netze,  welche  als 

XXIV    hauptaxige  Deltoidnetze 

bezeichnet  werden  mögen,  sollen  im  §  39,  die  dem  allge- 
meineren Fall  entsprechenden  zweifach  veränderlichen,  als 

XXV    hauptaxige  Trapezoidnetze 

zu  bezeichnenden  Netze,  sollen  im  §  40,  nebst  den  zuge- 


1 

2 
m 

m  = 

2vi 

^1 

2 

-2v,, 

55«)        j 
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ofdbelcB  i^dieekigen  Netien  mid  den  dieteii  leUlereii  em- 
od  «Bgesduiebenen  Polyedern  betnehtei  werden. 


I  S8.  Diikisdodekaedenetie  XXDI  nebrt  den  n- 
^eordneten  gleichecUgen  Netten  XXni'  nnd  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Die  im  §  37, 2  unter  b)  53«)  und  t)  mu%e8tellien  Werte 

«-24,  Mi*6,  ft-8,  M't-12 

bestimmen  ein  einfiich  Terinderliches,  mns  24  gleichen,  un- 
symmetrischen Vierecken  zusammengesetxtes  Netx.  Da  die 
beiden  den  Winkel  jI,  -=  120^  einschliessenden  Kanten  gleich, 
die  den  Winkel  ^-»90«  einschUessenden  Kanten  im  allge- 
meinen ungleich  sind,  so  sind  Ton  den  sphärischen  Ecken 
des  Netzes  die  acht  dreiflächigen  regulär,  die  sechs  vier- 
flachigen  halbregnlär,  wahrend  in  jeder  der  zwölf  Terander- 
lichen  Ecken  der  2^^  Gruppe  sich  je  zwei  Winkel  A^  und 
zwei  Winkel  A^  Tereinigen. 

Die  Scheitel  der  acht  regulär- dreiflächigen  Ecken  müssen 
nun  mit  den  Eckpunkten  ('eines  Hexaedemetzes,  die  Scheitel 
der  sechs  halbregulär  -  Tierflächigen  Ecken  mit  den  Eck- 
punkten A  des  konjugierten  Oktaedemetzes  zusammenfallen. 
Denn  betrachtet  man  (s.  Fig.  21a)  vier  in  dem  Scheitel  des 
rechten  Winkels  A^  zusammenstossende  Vierecke  des  Netzes, 
80  mfissen  die  vier  Scheitelpunkte  C^^C\yC\^C^  der  regulär- 
dreifläcbigeu  Ecken  die  Eckpunkte  eines  regulären  Vierecks 
bilden.  Aus  der  Kongruenz  der  gleichschenkligen  Dreiecke 
Cj  Lj  C\  <^*  C\  L^  Cj  folgt  aber,  dass  das  Viereck  A^B^  Q^,, 
dessen  Inhalt  den  24^°  Teil  der  Kugelfläche  beträgt,  nur  die 
Grenzfläche  des  Netzes  eines  Deltoidikositetraeders  XXI 
sein  kann. 

Damit  ergiebt  sich  folgende  einfache  Konstruktion  eines 
Diakisdodekaedernetzes  XXIII: 

Man  trage  auf  den  Hauptkreisen  a  des  Hexakisoktaeder- 
netzes  XV  von  jedem  der  Oktaedereckpunkte  A  aus  auf  dem 
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einen  nach  beiden  Seiten  einen  Bogen  f«,  auf  dem  andern, 
darauf  senkrechten,  einen  Bogen  90^  — £«  ab  und  verbinde 
jeden  der  so  erhaltenen  Punkte  L  mit  den  beiden  nächst 
benachbarten  Hexaedereckpunkten  C  durch  Hauptkreise  (s. 
Fig.  21/S,  in  welcher  A^L^ ^A^L^^  A^L^  « -^j L^ «=...«=  f^, 
^iLj «  ^jLj  «=  il^Lg  «=  ^jL^  —  . . . •=  90®  --  Ba  ist). 

Jedes  Oktantendreieck  wird  hierdurch  in  drei  Vierecke 
von  der  geforderten  Beschaffenheit  zerlegt,  welche  im  Mittel- 
punkte C  unter  Winkeln  von  120®  zusammenstossen,  und 
ebenso  in  den  sechs  Punkten  A  und  in  den  zwölf  Punkten  L 
die  sphärischen  Ecken  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
bilden.  Je  zwei  längs  einer  Kante  anstossende  Vierecke  des 
Netzes  XXIII  sind  symmetrisch  gleich,  so  dass  die 
24  Flächen  in  zwei  Gruppen  von  zwölf  rechten  und  zwölf 
linken  Flächen  zerfallen.  Wir  bezeichnen  das  Netz  XXIII 
hiemach  als 
XXIII     sphärisches  (6+ 8+ 12)-eckiges  2.12-Flach. 

Man  kann  sich  die  Grenzfläche  des  Netzes  XXIII  und 
das  Netz  selbst  auch  einfach  aus  dem  Netze  XXI  eines 
Deltoidikositetraeders  dadurch  entstanden  denken,  dass 
von  dem  einen  der  durch  die  Diagonale  A^C^  gebildeten 
Dreiecke  A^B^C^  des  Vierecks  A^B^C^B^  das  rechtwink- 
lige Dreieck  B^  C^  L^  abgeschnitten  und  an  der  Kante  B^  Q  an 
das  andere  Diagonaldreieck  A^B^C^  angefügt  wird.  (Fig. 21a.) 

Die  zwölf  auf  den  Hauptkreisen  a  beweglichen  Punkte  L 
dieses  Netzes  sind  die  Hälfte  der  24  Eckpunkte  eines  Netzes  X' 
eines  (6 +  8) -flächigen  6. 4 -Ecks  (§  20,8).  Und  zwar  ist 
von  den  Eckpunkten  eines  solchen  Netzes  von  je  zwei  in 
Beziehung  auf  einen  Hauptkreis  h  symmetrisch  liegenden 
Punkten  nur  einer  beizubehalten. 

Das  durch  solche  zwölf  Eckpunkte  L  allein  bestimmte 
gleicheckige  Netz  wird  im  §  45  als  ein  dem  Netze  eines  sym- 
metrischen Pentagondodekaeders  XXIX  zugeordnetes 
Netz  auf  andere  Weise  erhalten  und  betrachtet  werden. 

2.  Wir  wollen  die  Winkel  und  Kanten  einer  Grenzfläche 
des  Netzes,  z.  B.  von  A^L^C^L^^  in  folgender  Weise  be- 
zeichnen: 
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deu  Winkel  A^  mit  dem  Scheitel  A^  durch  -i,  =90°, 
y  «         -h      »        n  »  Ci         «        C\-120", 

„       -I,    „      „  „         L,      „      /.j  =  180", 

die  den  Winkel  (\  einachlieaaenden  Kanten  C, /!,,  =  C, /^  =  a, 
die  Kante  A^Li'^yi, 


Dann  lassen  sich  die  Elemente  einer  (irenzflacbe  in  ein- 
facher Weise  z.  B.  durch  die  Variabele  f„,  den  Abstand  des 

Punktes  L^  von  -4,,  ausdrücken.  Die  sämtlichen  möglichen 
Varietäten  der  Netze  XXIII  resultieren,  wenn  ?„  die  Werte 
von  0"  bis  45"  annimmt,  wobei  der  Punkt  L^  den  Bogen  A,  B^, 
der  Punkt  L^  den  Bogen  A^B^  durchlauft  (vergl.  Fig.  äly). 
Für  45"  >  f ,  >  90"  resultieren  dieselben  Netze,  wie  für 
0<fa''<45*',  nur  in  anderer  Stellung.  Dem  Werte  f„  =  45" 
entspricht  das  Deltoidikositetraedernetz  XXI. 
Die  Beziehungen: 

_  cfis  f„  +  sin  e„ 


bbß) 


a'.<  a  =  fihi  >}  .  cos  (4iJ  "  —  f 
colf/  L|  =  -  -  f'jffi  L^  ="  cos  I 


V3 


gestatten    iu   ein&cher  , Weise   die  Art  der  Veränderlichkeit 
der  Elemente  des  Netzes  XXIII  zu  verfolgen. 

3.  Die  einzigen  direkt  symmetrischen  Mittelebenen  des 
Netzes  XXIII  sind  die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a.  Was 
die  Axen  dieses  Netzes  anlangt,  so  sind  es  dieselben,  wie 
diejenigen  eines  reguläreu  Tetraedernetzes  III  (§  11,  s), 
nämlich  zwei  Gruppen  von  je  vier  gleichen  dreizShligen 
Azen  OC  und  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten, 
gleichen,  zweizähligen  Axen  OA.  Es  sind  dieser  Be- 
schaffenheit entsprechend  auch  die  acht  regulär- dreiflächigen 
Ecken  mit  den  Scheiteln  C  —  als  Teile  des  Netzes  be- 
trachtet —  in  zwei  Gruppen  von  je  vier,  deren  Scheitel  den 
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Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraedernetze  entsprechen, 
zusammenzufassen.  Die  sechs  Ebenen  der  Hauptkreise  b 
kommen  dagegen  dem  Netze  XXIII  nicht  als  direkt  sym- 
metrische Mittelebenen  zu. 

Wiewohl  daher  das  Netz  XXIII  ebenso  wie  die  voll- 
zähligen Netze  die  Eigenschaft  hat,  dass  zu  jeder  Grenz- 
fläche die  Gegenfläche  und  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im 
Netze  vorhanden  ist  (vergl.§  13,2),  so  bietet  ßs  doch  anderer- 
seits Eigentümlichkeiten  dar,  welche  den  hemigonischen  und 
hemiedrischen  Netzen  zukommen.  Dies  besondere  Verhalten 
wird  unter  4—6  bei  Betrachtung  der  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netze  und  der  entsprechenden  Polyeder  deutlich 
hervortreten. 

Einem  Vierecke  des  Diakisdodekaedemetzes  XXIII  lässt 
sich  weder  ein  Kreis  um-  noch  einschreiben.   Die  erste  Eigen- 
schaft, zufolge  deren  dem  Netze  kein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  ein-  und  kein  gleicheckiges  umgeschrieben 
werden  kann,  ergiebt  sich  einfach  daraus,  dass  die  Summe 
zweier  gegenüberliegenden  Winkel  {Ä^+C^^90^+ 120^-210<>) 
niemals  der  Summe  der  beiden  anderen  Winkel  ii  -f  Lj  «=  180^ 
gleich  ist.     Die  zweite  Eigenschaft  folgt  daraus,  dass  die 
Summe  zweier  gegenüberliegenden  Kanten  (a  +  90^— f«)  der 
Summe  der  beiden  anderen  Kanten  {a  -f-  fa)  nur  in  dem  Grenz- 
:falle  fa=" 45^  gleich  wird,  oder  auch  daraus,  dass  der  Hal- 
l)ierungskreis    des    Winkels    Ä^    durch    C^    geht,    während 
^er  Halbierungskreis  des  Winkels  C^  die  gegenüberliegende 
Sante  A^L^  in  einem  Punkte  S^  schneidet  (s.  Fig.  21}^). 

Dabei  ist: 

fang  Sa 


55  y) 


tangS^Bj^^-^ 


{ 


2  -—  fang  f« 
fang  -4^  S^  =■  1  —  fang  Sa- 

4.  Wird  im  Innern  einer  Grenzfläche  (z.  B.  Ä^  L^  C^  L^) 
^in  Punkt  P^  angenommen,  so  erhält  man,  wenn  die  sämt- 
lichen homologen  Punkte  der  24  Grenzflächen  —  und  zwar 
je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  derselben  benachbarte  — 

Hetf,  Kagelteilang.  10 
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tlurch  Haaptkr  eis  bogen  verbundeii  werden,  ein  gleieheckiges 
Metz,  welches  aber  im  atlgemeinen  dorn  ttetze  XXIII  un- 
symmetrisch zugeordnet  ist  (Tergl.  §  30,  *).  Denn  bei 
beliebiger  Lage  des  Pauktes  Pj  liegen  zwar  immer  je  vier 
homologe,  um  einen  Punkt  A  gruppierte  Punkte,  aymme- 
trisch  zu  den  Hauptkreisen  a,  welche  die  Kanten  y,  und  y, 
bilden,  dagegen  liegen  je  drei  um  einen  Punkt  C  gruppierten 
homologen  Punkte  P  zu  den  Kanten  {(.\  L^  •=  (\  L^  =  C,  L^  —  a) 
nur  dann  symmetrisch,  wenji  der  Punkt  F^  auf  dem  Hai- 
bieningskreise  Ci  S,  des  Winkels  ''',  liegt. 

Die  Bümtlichen  einem  Net/.e  XXIII  symmetrisch  zu- 
geordneten (oder  iu  dem  früheren  Sinne  zugeordneten) 
gleicheckigen  Netze  XXIII'  werden  also  erhalten,  wenn  der 
Punkt  P[  und  die  zu  ihm  homologen  auf  dem  Hauptkreis- 
bogen (',  S^  gewählt  werden;  alle  Punkte  P  liegen  in  diesem 
Falle  symmetrisch  zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XXIII, 
welches  daher  das  Symmetfienetz  des  gleicbeckigen  Netzes 
darstellt. 

Jedes  derartige  gleicheckige  Netz  XXIII'  (s.  in  Fig.21/? 
das  punktiert  gezeichnete  Netz)  hat  2 .  12  gleiche  Tierflächige 
sphärische  Ecken,  von  denen  je  zwei  benachbarte  symme- 
trisch gleich  sind.  Die  Grenzflächen  sind  einmal  sechs  halb- 
r^piläre  (3  +  2)  -  kantige  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A^ 
femer  acht  reguläre  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  and 
endlich  zw&lf  symmetrische  viereckige  Grenzflächen  mit  je 
zwei  gleichen  benachbarten  Winkeln  und  mit  zwei  gleichen 
gegenüberliegenden  Kanten,  sog.  sphärische  Paralleltrapeze, 
deren  Mittelpunkte  die  Punkte  L  sind.  Diese  gleicheckdgen 
Netze  werden  daher  passend  als 

XXIir    sphärische  (6-|-8-f- 12)-fläehige  2.12-Ecke 
bezeichnet 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  von  zwei  veränder- 
lichen Grössen  ab,  da  einem  jeden  durch  einen  Wert  für 
Eb  bestimmten  Diakisdodekaedemetze  alle  diejenigen  gleich- 
eckigen Netze  (symmetrisch)  zugeordnet  sind,  deren  Eck- 
ptmkte  homologe  Punkte    der  Halbiemngskreisbogen  C,  5j 
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sind.  Nimmt  also  f«  alle  Werte  von  0^  bis  45°  an,  d.  h. 
beschreibt  der  Punkt  L^  den  Bogen  B^  A^  «=  45°  (und  der 
Punkt  Z«2  ^®^  Bogen  -4ji-Bg«*'45°),  so  wird  der  zugehörige 
Halbierungskreis  C^S^,  indem  er  sich  aus  der  Lage  A^B^ 
in  diejenige  A^  C\  dreht,  das  Hexakisoktaederdreieck  A^  B^  C^ 
beschreiben.  Die  2 .  12  zusammengehörigen  Eckpunkte  eines 
gleicheckigen  Netzes  können  daher  auch  einfach  dadurch  er- 
halten werden,  dass  man  von  den  48  Eckpunkten  des  Netzes 
XY\  welches  dem  Hexakisoktaedemetze  zugeordnet  ist,  die 
Hälfte  weglässt,  d.  h.  von  je  sechs  um  einen  Punkt  C  grup- 
pierten nur  drei  abwechselnd  aufeinander  folgende  beibehält, 
so  dass  die  Symmetrie  der  Gruppierung  in  Beziehung  auf  die 
Hauptkreise  a  bestehen  bleibt.  Von  den  acht  ursprünglich 
um  einen  der  Punkte  A  gruppierten  Punkte  werden  dann 
nur  der  erste,  vierte,  fünfte,  achte  oder  der  zweite,  dritte, 
sechste,  siebente  beibehalten  (vergl.  die  Numerirung  der 
Eckpunkte  P  in  Fig.  21 /J). 

Jedes  gleicheckige  Netz  XXUI'  ist  hiernach  auch  als 
eine  bestimmte  Hemigonie  des  gleicheckigen  Netzes  XV ' 
zu  betrachten,  wiewohl  ebenso  wie  bei  den  vollzähligen 
Netzen  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  und  zu  jeder  Fläche 
die  Gegenfläche  im  Netze  vorhanden  ist  (vergl.  s). 

Eine  dem  Netze  XXIII  konjugierte  oder  eine  Archi- 
medeische  Varietät  des  Netzes  XXIII'  kann  es  nicht 
geben  (vergl.  3). 

5.  Wir  bezeichnen  die  Abstände  eines  auf  dem  Halbie- 
rungskreise Cj^Si  angenommenen  Punktes  P^  von  A^  und  C^  wie 
früher  bez.  mit  a'a  und  a'e,  den  Winkel,  welchen  der  Haupt- 
kreisbogen Aj^  Pj  mit  Ai  -Bj  bildet,  mit  d'a  (vergl.  §  27,  5), 
femer  die  bez.  auf  den  Kanten  a,  y^  und  y^  des  Symme- 
trienetzes senkrecht  stehenden  Kanten  durch  a!,  y\,  7/'^,  (s. 
Fig.21y:  P^  J,-P,  J,»  J  a',  P,J3.-iy\,  P.  ^,  ■=  i /,). 
die  von  diesen  Kanten  eingeschlossenen  und  bez.  den  Winkeln 
-4i ,  Ci ,  Lj ,  Z^  gegenüberliegenden  Winkel  durch  A\ ,  C\, 
L\^L\   und   die   beiden  Teilwinkel,  in  welche  der  Winkel 

A!^  durch  den  Hauptkreisbogen  A^  P^  zerlegt  wird,  durch  -4",, 

10* 
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Ä"\.  Dann  können  die  Elemente  eines  Netses  XXlli^  ent- 
weder direkt)  wie  diejenigen  des  YoUzähligen  Netzes  XV  dordi 
die  beiden  Veränderlichen  ^ay  ^aj  oder  aach  durch  eine  dieser 
beiden  Veränderlichen  und  die  Grosse  6«,  deren  Wert  die 
Varietät  des  Symmetrienetzes  XXTTI  bestimmt,  ausgedrftckt 
werden.    Man  erhalt  leicht  die  folgenden  Beziehungen: 


55*) 


sin  -f  y  'i  —  sin  f'a  sin  d'a^   sin  -}•  y ',  —  sm  «'« .  «w  ^a , 

cotgA!\^eoss^atong^aj 

cotg  Ä"\  ^cos^a  cotg  t^a , 

cotg^C^'^yScas^c, 
i\-180^-A-iC" 


L',-180^-^"\--JC' 


TJ  —  7'  -=  A'"  —  A^f 


und  femer  (vergL  55  a)  bis  y)  ergiebt  sich  zwischen  Sa  einer- 
seits und  ^a  nnd  d^a  andererseits  die  Relation: 

^  ^         Sind' a  — cotg  ^a 

Bezeichnet  man  den  Abstand  A^  S^  durch  «"a;  so  besteht 
zwischen  den  beiden  Grössen  Sa  nnd  «"«  die  einfache  Be- 
ziehung (vergl.  55 y): 

55  g)  fang  ««  +  fcmg  s"a  =  1 ; 

d.  h.  wenn  man  auch  auf  A^  A^  einen  Punkt  S,  ^^  Abstand 
A^Ü^^Sa  annimmt,  so  sind  ü^  ^^^  ^i  konjugierte  Punkte 
eines  involutorischen  Systems,  dessen  Doppelpunkte  ein- 
mal der  Punkt  Soj  für  welchen 

55  7?)  fang  Sa '^2 

(vergl.  51  y'  und  21  y)  ist,  d.  h.  der  Schnittpunkt  des  Hai- 
bierungskreises  des  Winkels  A^  C^  B^  mit  A^  A^  und  zweitens 
der  Punkt  -4,  sind  (vergl.  §  45,  7,  Formel  66 v). 
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6.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXITI' 
eingeschrieben  werden  kann,  hat  24  gleiche  (zwölf  rechte 
und  zwölf  linke)  vierflächige  Ecken;  seine  Grenzflächen  sind 
sechs  Rechtecke  (Hexaederflächen),  acht  reguläre  Dreiecke 
(Oktaederflächen)  und  zwölf  gleichschenklige  Paralleltrapeze 
(deren  Flächen  f&r  sich  ein  symmetrisches  Pentagondode- 
kaeder, die  im  §  45  noch  zu  betrachtende  Hemiedrie  des 
(6 +  8) -eckigen  6. 4 -Flachs,  einschliessen). 

Das  Polyeder,  welches  hiernach  passend  als 

[XXni']  gleicheckiges  (6-f8  + 12)-flächiges  2.12-Eck 

bezeichnet  wird,  lässt  sich  (vergl.  4  am  Ende)  als  eine  be- 
stimmte Hemigonie  des  gleich  eckigen  (6  +  8  +  12)-f  lächigen 
2.24.Ecks  [XV]  (§  27,4)  erhalten. 

Das  gleichflächige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXIII' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschrieben  werden  kann,  ist  das 

fXXni]   gleichflächige  (6-f  8-M2)-eckige  2.12.Flach 

oder  Diakisdodekaeder,  welches  von  zwölf  rechten  und 
zwölf  linken  unsymmetrischen  Vierecken  begrenzt  ist  und 
sechs  yierflächige  halbreguläre,  acht  dreiflächige  reguläre  und 
zwölf  symmetrisch -yierflächige  Ecken  besitzt.  Die  Scheitel 
dieser  Ecken  entsprechen  bez.  den  Eckpunkten  eines  Okta- 
eders, eines  Hexaeders  und  der  unter  XXIX'  im  §  45  noch 
zu  betrachtenden  Hemigonie  eines  (6 +  8) -flächigen  6.4-Ecks', 
die  Projektionen  dieser  Eckpunkte  auf  die  Kugel  sind  die 
Eckpunkte  des  gleichflächigen  Netzes  XXIII. 

Das  Diakisdodekaeder,  welches  dem  eingeschriebenen 
gleicheckigen  Polyeder  polar  entspricht,  lässt  sich  ebenso 
als  eine  bestimmte  Hemiedrie  des  Hexakisoktaeders  durch 
Unterdrückung  von  24  Flächen,  welche  die  Berührungsebenen 
an  den  24  oben  angegebenen  Punkten  sind,  erhalten.  Man 
bezeichnet  diese  Art  der  Hemiedrie  wohl  auch  als  parallel- 
flächige oder  dodekaedrische. 

Die  weiteren  Beziehungen  fttr  diese  Polyeder  ergeben 
sich  aus  den  für  das  sphärische  Netz  XXIII '  aufgestellten 
Formeln  ohne  Schwierigkeit. 
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§  89.  Hanptaxlge  Deltoidnetze  XXIY  nebst  den 

zugeordneten  gleleheckigen  Netzen  XXIY'  nnd 

den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Wir  betrachten  zunächst  den  besondenii  aber  wichtigen 
Fall  der  in  §  37,  8  kurz  charakterisierten  Netze,  in  welchem 
▼on  den  drei  Winkeln  ^,  A^,  Ä^  zwei  und  zwar  Ä^  und  A^ 
einander  gleich  sind,  also  die  Beziehungen  gelten  (yergl. 
54«)  bis  y): 


56«) 


A,^^^  A^'-A,,  ^,-360^-2-4,, 


Vi 


Aus  der  geforderten  BeschafFenheit  der  2vi  gleichen 
dreiflächigen  sphärischen  Ecken  ergiebt  sich,  dass  auch  im 
Falle  eines  geraden  v^  die  beiden  den  Winkel  Ai  ein- 
schliessenden  Kanten  gleich  sein  müssen  und  daher  auch, 
wegen  A^^A^^  die  beiden  den  Winkel  A^  einschliessenden 
Kanten,  einander  gleich  sind:  die  Grenzfläche  ist  also  ein 
symmetrisches  Viereck  (Deltoid). 

Da  sich  die  Scheitel  der  beiden  regulären  i/j- flächigen 
Ecken  als  Qegenpunkte  entsprechen  müssen,  so  kann  man 
ein  solches  Netz  aus  einem  regulären  Zweiecksnetze  II 
(§  10)  &iT  p=^2v^  einfach  dadurch  erhalten,  dass  man  von 
dem  Scheitelpunkte  A  und  dessen  Gegenpunkte  A'  (den  End- 
punkten der  Hauptaxen)  abwechselnd  auf  den  Halbkreisen 
einen  Bogen  =ea  abschneidet  und  die  so  erhaltenen  auf- 
einander folgenden  Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindet 
—  also  das  Skalenoedernetz  XYIII  (§  30,  i)  konstruiert. 
Durch  Vereinigung  je  zweier  längs  einer  (stumpfen)  Kante 
180^  —  Ba  aneinander  stossenden  Dreiecke  dieses  Skalenoeder- 
netzes  resultiert  das  Netz  XXIV. 

Wenden  wir  dieselben  Bezeichnungen  wie  bei  dem  Ska- 
lenoedernetze  XVIII  (§  30,  2)  an  (s.  die  Fig.  22«  (vi  -3), 
22/J  (vi  =  4),  22y  (vi  =  5),  so  sind  (für  v^^pj^^p): 

die  beiden  gleichen  Kanten  AD^^ AD^  durch  d^^fa 
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der  Winkel  A^  mit  dem  Scheitel  Ä  durch  A^ 


360' 


die  Winkel  A^  und  A^  mit  den  Scheiteln  D^  und  D,  durch 

der  Winkel  A^  mit  dem  Scheitel  jD^  durch  2)j,«360^-2 

zu  bezeichnen.  Die  Winkel  Ä  und  D^  sind  bez.  das  Doppelte 
der  entsprechend  bezeichneten  Winkel  der  Ghrenzfläche  des 
Skalenoedemetzes  XVIII. 

Für  die  Elemente  einer  Ghrenzfläche  bestellen  die  ein- 
fachen Beziehungen  (vergl.  §  30,  Formel  36  £)  fär  jp^-»2>) 


56/J) 


cos-^a 


90« 
sm  fa  cos ) 


360' 
P 


tang  D  —  — 


tang 


9^ 


COS€^ 


D^^B^^D,    4- Dj«  180^-2), 

.    180^ 
sin  fa  sin f 


cotg  C  =»  tang  f «  sin 


P 

90« 


^o  C  wiederum  den  Neigungswinkel  einer  Kante  a  gegen  den 
Äquator  a  von  ^  bedeutet.  Die  Elemente  des  Netzes  XXIV 
hängen  bei  einem  für  jp— >3,  4,...  angenommenen  Werte  von 
einer  veränderlichen  Grösse  ab^  als  welche  Sa  passend  ge- 
wählt wird.     Durchläuft   Sa  die  Werte   von  0*^  bis  90*^,  so 

90® 
nimmt   der  Winkel  D  die  Werte  zwischen  180® und 

P 
90®  an.     Den  Werten  fa  =  90®  und  D-90®  entspricht  das 

Doppelpjramidennetz  VIII. 

2.  Die  Kanten  d,  welche  auf  den  Haupthalbkreisen  eines 

regulären  Zweiecksnetzes  II  liegen,  werden  passend  als  End- 

oder   Scheitelkanten,  die  Halbmesser  OA  und  OA^  als 

Hauptaxen   des    Netzes   bezeichnet.     Die   Gesamtheit  der 

Kanten  a   bildet  wie  beim  Skalenoedernetze  einen  sog. 
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Cronrand  (yergl.  §  30,  s),  bo  dass  jede  Bandkante  unter 
demselben  Winkel  C  gegen  den  Äquator  a  geneigt  iai 

Die  jp  Ebenen  der  Endkanten  sind  direkte  Symme- 
l^rieebenen  des  Netzes,  wahrend  die  Ebene  des  Äquators  a^ 
ieren  Hauptkreis  die  Bandkanten  in  den  Punkten  C  kalbiarti 
keine  solche  direkte  Symmetrieebene  isi 

Die  Eckpunkte  D^,  B^...  Ihp-^i  nnd  D,,  B^.i.D^p 
sind  (yergl.  §  30,  s)  die  Hemigonie  eines  aphiriaehen 
[2  +  2|)).fl5chigen  4i>-EckB  VIII'  (§16,7). 

Auch  bei  diesem  Netze  XÄIV  sind  die  beidmi  EEaupt- 
uen  OA  und  OA^  jp-zahlige  Axen,  die  nach  den  2p 
Eantenmittelpunkten  Q,  C^^...C%p  gerichteten  Halbmesser 
Eweizählige  Axen. 

Das  hauptaxige  Deltoidnetz  XXIY  wird  mit  Bückaicht 
auf  die  angegebenen  Eigenschaften  auch  als 

Irronrandiges  sphärisches  (2  +  2jp)-eckiges  2|>-Flach 

bezeichnet. 

3.  Einem  Netze  XXIV  kann  im  allgemeinen  kein  ent- 
sprechendes gleichflächiges  Polyeder  eingeschrieben  werden, 
da  dem  Deltoide  AD^D^D^  sich  im  allgemeinen  kein  Kreis 
umschreiben  lässi  Für  einen  angenommenen  Wert  von  p 
giebt  es  nur  eine,  einem  bestimmten  Werte  von  «a  ent- 
sprechende Varietät,  welcher  ein  Kreis  umgeschrieben  werden 
kann,  nämlich  diejenige,  för  welche 

56  y)  tang^  -|  f«  -=  C05 

oder 

,      ,90« 

cos  f  a  =-  ^^9   

P 

und  der  Radius  des  umgeschriebenen  Kreises 

56/)  -K-90«--^fa 

isi 

Diese  Varietät  wird  z.  B.  einfach  dadurch  bestimmt, 
dass  für  sie  die  Summe  zweier  gegenüberliegenden  Winkel 
des  Vierecks  der  Summe  der  beiden  anderen  gleich  sei.    Aus 


§  89.   Hauptazige  Deltoidnetze  XXIV  etc.  15^ 

2D=.£rl«-f.360<>-22)  folgt  D-  — +  90^und  damit  aus 
P  P 

66  ß)  sofort  die  angegebene  Beziehung  56  y). 

Die  Formel  56  y)  entspricht  dem  in  §  30,  4  besprochenen 
Übergangsfall,  wie  denn  die  Formel  36 v)  für  den  Über- 
gangsfall  (=»)  und  für  p^  —  j)  genau  in  die  Formel  56 y) 
übergeht. 

Dem  besonderen  Netze  56  y)  lässt  sich  daher  ein  ent> 
sprechendes  gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  umschreiben  (vergl.  unter  7.). 

Dagegen  kann  jedem  sphärischen  Netze  XXIY  ein  Kreis 
eingeschrieben  werden,  dessen  Mittelpunkt  der  Schnittpunkt 
des  Symmetriekreises  AD2  ^^^  ^^™  Halbierungskreise  des 
Winkels  D^  oder  «D,  ist  und  dessen  BAdius  leicht  durch 
die  das  Viereck  bestimmenden  Grössen  ausgedrückt  werden 
kann. 

Zwei  besondere  Varietäten  der  Netze  XXIV  sind  noch 
bemerkenswert,  auf  welche  schon  früher  hingewiesen  wurde» 
Einmal  ist  dies  diejenige  Varietät,  bei  welcher  die  Deltoide 
in  Bhomben  übergehen;  diese  bereits  im  §31,8  als  (v^  — p) 

XXIVa)    hauptaxige  sphärische  (2-f-2|))-eckige 

Bhomben-2|)- Flache 

erwähnten  Netze  sind  durch  die  Bedingungen  und  Relationen 
(vergl.  Formel  43)  charakterisiert: 


56  a) 


.  f«  1 

^^'^  2  ==7—900  • 
2  cos  — 


Die  zweite  bemerkenswerte  Varietät  ist  diejenige,  für 
welche  D^  —  2>8«=2>j  — 120^  ist,  die  2p  dreiflächigen  Ecken 
also  regulär  werden  und  die  beiden  Kanten  a  von  dem  ein- 
geschriebenen Kreise  in  deren  Mittelpunkten  C  berührt 
werden.    Diese  im  §  34,  4  unter  XXIVb)  bereits  aufgeführte 
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Arehimedeische  Varietät  ist  durch  die  Beziehungen  (vergl. 
Formel  60) 


566) 


1  QOO 

.     .  2     .   90« 

5m4-«»-7=  sin  — 


charakterisiert 

« 

Ffir  den  Wert  jp-3  fallen  diese  beiden  TarleSten  XXIVa) 
und  b)  und  die  durch  die  Werte  56  7^)  bestimmte  Yarxetfit 
in  eine  zusammen,  indem  das  reguläre  Hexaedernetz  YI 
resultiert 

4.  Wenn  man  zu  einem  beliebig  auf  der  Symmetrie- 
diagonale ÄD^  angenommenen  Punkte  P^  die  homologen 
Punkte  sämtlicher  Vierecke  eines  Netzet  XXIV  konstruiert 
und  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine  Kante  dieses  Netzes  be- 
nachbarten Punkte  durch  Hauptkreisbogen  verbindeti  so 
erhält  man  ein  gleicheckiges  Netz,  welches  aber  im  allge- 
meinen dem  Netze  XXIV  unsymmetrisch  zugeordnet  ist 
Denn  von  den  Hauptkreisen  dieses  gleicheckigen  Netzes 
stehen  zwar  diejenigen,  welche  je  p  um  einen  der  Scheitel- 
punkte Ä  gruppierte  Punkte  successive  verbinden,  auf  den 
Hauptkreisen,  deren  Bogen  ^Sa  ist,  senkrecht.  Dagegen 
steht  derjenige  Hauptkreis,  welcher  zwei  auf  den  beiden 
Seiten  einer  Randkante  liegende  Punkte  P  verbindet,  wiewohl 
er  immer  durch  den  Mittelpunkt  derselben  hindurchgeht, 
doch  auf  dieser  Randkante  im  allgemeinen  nicht  senkrecht. 
Dies  tritt  nur  dann  ein,  wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt 
des  dem  Dreiecke  D^D^D^  umgeschriebenen  Kreises,  d.  h. 
der  Schnittpunkt  eines  im  Mittelpunkt  C  der  Randkante 
senkrecht  zu  dieser  errichteten  Hauptkreisbogens  uiit  der 
Symmetriediagonale  AB^  ist. 

Ist  der  Punkt  P^  dieser  bezeichnete  Punkt,  so  ist  das 
gleicheckige  Netz,  dessen  Eckpunkte  die  sämtlichen  zu  P^ 
homologen  Punkte  sind,  dem  Netze  XXI Y  symmetrisch 
zugeordnet,  da  alsdann  alle  Punkte  P  zu  je  zweien  sym- 
metrisch zu  je  einer  Kante  des  Netzes  XXIY  liegen. 
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Einer  jeden  Varietät  der  Netze  XXIY,  welche  für  einen 
angenommenen  Wert  des  p  einem  bestimmten  Werte  für  £a 
entspricht,  ist  also  ein  gleicheokiges  Netz  XXIV  symme- 
trisch zugeordnet.  Ein  solches  gleicheckiges  Netz  hat 
2jp  kongruente  yierflächige  sphärische  Ecken;  seine  Grenz- 
flächen sind  einmal  zwei  reguläre  jp-Ecke,  deren  Mittel- 
punkte Ä  und  Ä'  sind  und  deren  Kanten  d'  auf  den  Kanten  d 
senkrecht  stehen,  sodann  2jp  gleichschenklige  Dreiecke^  deren 
Basen  die  Kanten  d'  sind,  deren  Schenkel  a!  auf  den  Rand- 
kanten a  des  Netzes  XXIV  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht 
stehen  und  einen  ähnlichen  Kronrand  bilden,  wie  diese 
(s.  in  den  Fig.  22  a,  22/)^  22  ^^  die  punktiert  gezeichneten 
Teile).  Man  kann  den  einen  Kronrand  dem  andern  kon- 
jugiert nennen,  da  die  Kanten  beider  sich  gegenseitig 
halbierend  aufeinander  senkrecht  stehen.  Man  kann  diese 
Netze  XXIY  daher  auch  als 

XXIV     sphärische  kronrandige  (2 -t-2|))-f lächige 

2jp-Ecke 
bezeichnen. 

Die  Eckpunkte  P  eines  gleicheckigen  Netzes  XXIV 
sind  also  ebenso  wie  die  Eckpunkte  D  des  konjugierten 
Bandes  die  Hemigonie  eines  sphärischen  (2  + 2|))- flächigen 
4|>-Ecks  Vin'  (§  16,  7,  vergl.  unter  2.  dieses  Paragraphen 
und  §  30,  2),  dessen  Seitenkanten  auf  den  Sjmmetriehaupt- 
kreisen  der  Deltoide  des  Netzes  XXIY  liegen.  Durch  die 
successive  Yerbindung  je  eines  Eckpunktes  des  obem  (untern) 
regulären  2|)-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des  untern 
(obem)  wird  der  Kronrand  erhalten,  und  die  Yerbindung 
der  so  bestimmten  p  oberen  und  p  unteren  Punkte  durch 
die  Diagonalen  der  Endflächen  liefert  die  Kanten  der  regu- 
lären Endflächen  des  Netzes  XXIY'. 

Die  Elemente  dieser  Netze  hängen  Ton  einer  veränder- 
lichen Grosse  ab,  da  jeder  Yarietät  der  Netze  XXIY  auch 
nur  eine  Yarietät  der  Netze  XXIY'  zugeordnet  ist.  Das  der 
durch  die  Werte  b6y)  bestimmten  Yarietät  zugeordnete  Netz 
ist   das   einzige,    welches    seinem   Symmetrienetze    zugleich 
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konjugiert  iei  (yergl.  unter  6. 56^),  wahrend  das  der  Arehi- 
medeischen  Varietät  XXIVb)  (öße)  zugeordnete  Neti  die 
einzige  zugleich  gleichkantige,  also  die  Archimedeiache 
Varietät  der  Netze  XXIV  darstelli 

6.  Bezeichnen  wir  den  Abstand  des  Punktes  P|  Ton  Ä  mit 
£'«,  die  Entfernung  desselben  von  den  drei  Punkten  D^^D^D^ 
mit  ^dj  die  Ton  den  Kanten  d'  und  a!  eingeschlossenen  und 
bez.  den  Winkeln  ^,  D^  — jD^  —  D  und  D,  des  Yierecks 
gegenüberliegenden  Winkel  durch  A\D\^D\^D^  und 
D\j  so  bestehen  folgende  einfEudie  Beziehungen  zwiaehen 
den  Elementen  des  Netzes  XXIV'  und  deiyenigen  des  Sym* 
metrieneizes  XXIV: 


560 


ixt 


sin  -f  d 


sin^aSin ,  ^n-jo'  — »»6'rf.«nD, 


C05  4  «  —  sm  «  «  cos  —  > 

180« 
cotg^Ä^ '^coss'atang ,  cotg-^D\'=^'-cos^d^ngD'^ 


cose'd 


90 


cos 


—  fang  - —  —  cos  «'«  cofg 


90^ 


und  femer: 


56  ij) 


90« 

fa  +  «'a  +  ^'rf-180%    cotgC'-^tangC^tang^aSin , 

1 


fang  f « fang  «'«  — g^ö  ' 

P 


67  n*  — 


L»  1  ^f 


cosi'd^'coslacosla 


cos  f  a  cos  a'a 


(ang^ 


90' 


^cotg\D^cotg\D\ 
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Aas  der  Formel 

tang  Sa  tang  b\  — 


folgt  wiederum  (vergl.  §  30  36  x)  und  36  A),  dass  zwei  auf 
derselben  Endkante  z.  B.  AD^  in  den  Abständen  Ba  nnd  ^a 
(gleich  den  Poldistanzen  der  Endpunkte  der  beiden  konju- 
gierten Eronränder)  von  A  liegende  Punkte  konjugierte 
Punkte  eines  involutorischen  Systems  sind.  Die  Doppel- 
punkte dieser  Involution  sind  die  Punkte,  in  welchen  die 
beiden  symmetrisch  gegen  den  Äquator  unter  45^  geneigten 
nnd  aufeinander  senkrechten  Randkanten,  welche  für 

56*)  tungBa---—^, 

P 

d.  h.  Ba^B^a  erhalten  werden,  den  Haupthalbkreis  AD^A^ 
schneiden. 

Für  die  durch  56'^)  bestimmte  Varietät  ist  also  der 
eine  Eronrand  dem  konjugierten  Eronrand  kongruent, 
da  a-a'  und  C=C"-45ö  wird. 

Für  das  seinem  Symmetrienetze  konjugierte  gleich- 
eckige Netz  ist  (vergl.  56  y) 


560 


f'^  =  f'^«jR^   also  «^«-90^--^««, 

i  ••  A        .   180  .     ■  1  90 


u.  s.  f.;    für   die   den  Varietäten  XXTVa)  und  XXIV b)  zu- 
geordneten Netze  werden  die  Relationen  einfach  durch  Sub 
stitution  der  Werte  aus  56  d)  und  56«)  in  die  Formeln  56 1?) 
bis  56  t)  erhalten. 

Bei  der  Archimedeischen  Varietät  XXIV'b)  wird  ins- 
besondere (vergl.  56«): 
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■" 

sin  \d''^  sin  -Jß'  =  5iHP=  \y3gint'^, 

favtj  l  a'  =  tano  P-  l>s.w  —  =  V'A  sin  \  « ; 

■'    "        .  90%/,      ,90"     . 
sm — \/  ieos* — ^-1 
P    V              P 

56  x) 

.    .   90" 

4  sin  — 

y'4».?2-"-i 

1 

l/4»..?5!_l 

1 

*"*  p 

p 

tang  t„  iang  b'.,  =  4 , 

Für 

p^'u   fallen   diese   drei   letzteren   Varietäten  in 

die 

eine  des    regalären    Oktaedernetzes    IV,  welches  dem 
Hejaederoetze  VI  kotgugiert  ist,  zusammen. 

6.  Es  verdient  bemerkt  zn  verden,  dase  fQrp  — 3  bei 
jeder  Varietät  das  gleicbeckige  Netz  durch  die  drei  voll- 
ständig ausgezogenen  Hauptkreise  eines  regulären 
Dreiecks  gebildet  wird  (s.  Fig.  22«).  Denn  jede  Kante  a 
des  Bandes  bildet  in  diesem  Falle  die  Fortsetzung  der  Dia- 
gonale I)tl)g{—ß)  des  anstossenden  Vierecks,  oder  es  liegen 
von  den  sechs  Eckpunkten  des  Randes  je  zwei  aufeinander 
folgende  obere  (untere)  Punkte  mit  den  beiden  darauf 
folgenden  unteren  (oberen)  als  deren  Gegenpunkten  auf  einem 
Hauptkreise.     Es  folgt  dies  z.  B.  einfach  aus  der  Formel 


56A)      tangAt)^Dg- 
welche  für  j)  —  3 


,   180"  ,   180" 

.  Z_? ^.lansD, 

cosc,  90"        ^     ' 

tang  — 
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tangAB^B^ tangB,  also  ^i)i7>,-180»- i) 

ergiebt. 

Diese  Eigenschaft  kommt  also  jedem  sphärischen  krön- 
randigen  (2 +  6) -flächigen  Sechsecke  zu. 

Für  den  besondem  Wert  p^2  reduziert  sich  das  Del- 
toid  des  jäfleichflächigen  Netzes  (vergl.  56 /J)  wegen  -4=  180% 
/J  =  2fa  auf  ein  gleichschenkliges  Dreieck;  das  Netz  geht 
in  das  im  §  24  behandelte  Netz  XIY  des  tetragonalen 
Sphenoids  über.  Das  zugeordnete  gleicheckige  Netz  wird 
alsdann  das  symmetrisch -zugeordnete  Netz  XIY'  eines  tetra- 
gonalen Sphenoids  (§  24,  4),  indem  die  regulären  Endflächen 
sich  auf  die  Gipfelkanten  /J'==2£'a  reduzieren. 

7.  Jedem  Netze  XXIV  kann  ein  gleicheckiges  Po- 
lyeder eingeschrieben  werden,  welches  von  zwei  regulären 
j)- Ecken  (den  Endflächen)  und  Ton  2p  gleichschenkligen 
Dreiecken  (den  Rand-  oder  Seitenflächen)  begrenzt  ist  und 
2p  kongruente  vierflächige  Ecken  mit  zwei  Paaren  von  unter 
sich  gleichen  Flächenwinkeln  besitzt.  Dies  Polyeder,  welches 
hiemach  als 

[XXIV]     kronrandiges  gleicheckiges  (24-2|>)-flä- 

chiges  2|}-Eck 

zu  bezeichnen  ist,  kann  einfach  als  Hemigonie  eines  pris- 
matischen (2 4- 2 jp)- flächigen  4p*  Ecks  (§  16,9),  ebenso  wie 
das  Netz  XXIV  als  Hemigonie  eines  Netzes  VIII'  (4  dieses 
Paragraphen)  erhalten  werden.  Die  Diagonalen  der  recht- 
eckigen Seitenflächen  bilden  den  Eronrand,  die  Diagonalen 
der  Endflächen  die  Endkauten  des  abgeleiteten  Polyeders. 

Das   dem   Netze  XXIV   in   seinen  Eckpunkten   umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder  ist  ein 

[XXIVj  kronrandiges  gleichflächiges  (2  -f-  2|))-eckiges 

2i)-Flach 

oder  ein  hauptaxiges  Deltoid-2jp-Flach. 

Dasselbe  ist  von   2p   kongruenten  Deltoiden   begrenzt 
und  hat  zwei  regulär  p- flächige  Scheitelecken  und  2 jp  gleich- 
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scbenklig- dreiflächige  Handecken.  Die  in  einem  Scheitel 
konvergierenden  Kanten  sind  xmter  einander  gleich,  ebenso 
die  siinitlichen,  den  Kronrand  konstituierenden  Randkanten. 
Da  diea  gleichfliichige  Polyeder  dem  gleicheckigen  polar 
entspricht,  so  kann  es  auch  als  Hemiedrie  der  geraden 
regulären  Doppelpyramiden  (§  16,  9)  erhalten  werden 
und  zwar  als  diejenige  Hemiedrie,  bei  welcher  von  den  ip 
Flachen  der  Pyramiden  nur  die  abwechselnd  aufeinander 
folgenden  Flächen  beibehalten  werden.  Für  p  —  'd  resultiert 
die  sog.  rhomboedrische  Hemiedrie,  da  in  diesem  Falle 
das  abgeleitete  Polyeder  ein  Rhomboeder  wird.  Bei  diesem 
Polyeder  achneiden  sich  (vergl.  li.)  die  Uerührungs ebenen, 
welche  an  je  vier  auf  einem  Hauptkreise  des  gleicheckigen 
Netzes  liegende  Punkte  P  gelegt  werden,  in  parallelen  Durch- 
schnittslinien oder  bilden  eine  sog.  Zone. 

Die  Relationen  för  diese  gleicheckigen  und  gleichflä- 
chigen Polyeder,  sowie  für  deren  besondere  Varietäten  er- 
geben sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den  oben  aufgestellten 
Formeln.  Insbesondere  sind  die  demjenigen  Netze  XXIV, 
welches  seinem  Symmetrienetze  konjugiert  ist  (50»),  ein- 
uud  umgeechriebenea  Polyeder  bez.  den  beiden  Polyedern, 
welche  der  Varietät  56y)  des  Netzes  XXIV  um-  und  ein- 
geschrieben sind,  konzentrisch  und  ähnlich.  Der  Ärcliime- 
deiacben  Varietät  des  Netzes  XXIV  entsprechen  die  Arcbi- 
medeischen  Varietäten  des  ein-  and  umgeschriebenen  Po- 
lyeders, för  welche  beim  gleicheckigen  Polyeder  die  gleich- 
schenkligen Dreiecke,  beim  gleichfläcbigen  Polyeder  die 
gleichschenklig- dreiflächigen  Ecken  regulär  werden. 


§  10.   Haoptaxlge  Trapezoldnetze  XXT  nebBt  den 

zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  XXY'  and  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.   Wir  gehen  nunmehr  zur  Betrachtung  des   allge- 
meinen Falles  der  in  §  37,  3  aufgestellten  Netze  über,  in- 
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dem  wir  die  besondere,  im  vorigen  Paragraphen  gemachte 
Voraussetzung,  dass  unter  den  drei  Winkeln  Ä^^A^^A^  zwei 
und  zwar  A^  und  A^  einander  gleich  seien,  aufgeben.  Für 
diese  Netze  gelten  (vergl.  54a  bis  y)  die  Beziehungen: 


57«) 


A  =  ^^>    ^,  +  ^,  +  J,  =  360», 


V 


1 


w=*2i/i,    f*i  =  2,    ft'2==»2i/i. 


Auch  hier  erfordert  die  BeschaflFenheit  der  2 1/^  gleichen 
dreiflächigen  sphärischen  Ecken,  in  deren  jeder  die  drei 
Winkel  A^jA^^A^  zusammenstossen,  dass  die  beiden  den 
Winkel  A^  einschliessenden  Kanten  —  auch  im  Falle  eines 
geraden  v^  —  gleich  sein  müssen,  während  die  beiden  den 
Winkel  -^g  einschliessenden  Kanten  im  allgemeinen  von 
einander  verschieden  sein  werden. 

Wir  wollen  —  entsprechend,  wie  bei  dem  Netze  XXIV 
und  dem  Skalenoedernetze  XVIII  (§  30,  2)  —  für  die  Ele- 
mente der  Grenzfläche  dieses  Netzes  XXV,  welche  ein  un- 
symmetrisches Viereck  (Trapezoid)  darstellt,  folgende  Be- 
zeichnungen anwenden: 

Es  werden: 

die  beiden  gleichen  Kanten  AD^^AD^  durch  tf«= 

„    Kante  JD^D^  durch  a^,  die  Kante  B^D^  durch  cf^, 

360^ 
der  Winkel  A^  mit  dem  Scheitel  A  durch  A  = 1  (i;^  =^i>)} 

die         „       A^  und  A^  mit  den  Scheiteln  D^  und  D^  durch 

der        „        A^  mit  dem  Scheitel  Z),  durch  D^  «360^- (Di + Dg) 
bezeichnet. 

Da  die  Scheitel  der  beiden  regulär-j)- flächigen  Ecken 
sich  als  Gegenpunkte  entsprechen  müssen,  so  ergiebt  sich  fol- 
gende einfache  Konstruktion  einer  Grenzfläche  und  damit  des 
Netzes  XXV  (s.  Fig.  23  a).    Auf  den  Haupthalbkreisen  eines 

Heif,  KagelteiluDg.  11 
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man  von  dem  einen  Scheitelpunkt  A  einen  Bogen  AD,= 
ÄD^^Ea  (wobei  0<ia<90")  ab,  ziehe  sodann  einen  Haapt- 
halbkreia  durch  Ä  A\  welcher  gegen  denjenigen  AD^  A'  unter 

einem  Winkel   x (0<x  <  1)   geneigt    sei;    auf    diesem 

Haupthalb  kreise  schneide  man  von  Ä  aus  den  Bogen  A!  D^  =  b, 
ab  und  verbinde  die  Punkte  D^,D^,D^  succeasive  durch 
Hauptkreisbogen,  Das  Netz  XXV  reaultiert,  wenn  die  an- 
gegebene Konstruktion  in  allen  Zweiecken  des  regulären 
Zweieckanetzes  ausgeführt  wird  (s.  den  ausgezogenen  Teil 
der  Fig.  23/3  (f(ir  j)  =  4)  und  Fig.  23y  {für  J^— 5),  Die  so 
erhaltene  Grenzfläche  AD^D^D^  besitzt  alle  geforderten 
Eigenschaften;  die  Diagonale  Jli)^  =  180"  — £a  zerlegt  da» 
Viereck  in  zwei  Dreiecke,  von  denen  jedes  das  Nebendreiecfc 
eines  gleichschenkligen  Dreieckes  ist;  die  Teilwinkel  bei  A 
sind  bezüglich: 

biß)  2),i2),-^i'i_x^,  D,ÄD,  =  A^^>  =  {\-x)^^, 

die  Teilwinkel  von  Dj  sind: 

f  Z»,  Ä  ^  =  A"'  =  180"  -  Dl, 
^^''^  i^i>,i),  =  D,(«=180''-Da, 

die  Mittelpunkte  C\  und  C,  von  D^  D^  =  k,  und  D^  D^  =  a, 
liegen  auf  dem  Äquator  a  von  A,  so  dass  die  Bogen  -AC\, 
AC^,  welche  die  Teilwinkel  -4('>  und  ^<"  halbieren,  Qua- 
dranten sind.  Die  von  einander  verschiedenen  Neigungs- 
winkel der  Kanten  D^  D^  =  o,  und  D,  D^  =  a^  gegen  den 
Äquator  a  werden  mit  C^  und  C,  und  endlich  die  Di^onale 
D,  Dj  durch  ß  bezeichnet. 

Dann  erhält  man  folgende  Helationen  für  die  Ele- 
'  mente  einer  Grenzfläche,  bei  welchen  die  beiden  Grössen 
ta  und  X  die  Bolle  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen 

spielen: 


57  d) 
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,  .  180«  ,  .  ,,        .180« 

cos  -g  CTj  =  sm  Sa  cos  yc ,     cos  ^  ^2  **  ^'^  ^«  C05  (1  —  x) 1 

360«                         fangx——                        tang{l-x)—- 
Ä^ j   tangD.  = — ?   tangD^^ —^ 

P  ^  cos  Sa  ^  cos  Sa 

A=360«-(A  +  A), 

.    1.       .         .    180« 
sin  i  p  «=  sm  Sa  sm ? 

P 

,  n      4                  180«        ,   ^      ,            .   ,,        vl80« 
cotg  C 1  =  raw^  f ^  6'm  x ?    cor^  ^  =  tang  Sa  sm  ( 1  —  x) > 

180« 
langD^  ^       p 


tangD^      ,       ,,        x  180« 

Für  x  =  -2  resultieren  die  Formeln  56/3)  und  die  Grenz- 
fläche geht  in  das  Deltoid  des  Netzes  XXIV  über. 

Man  könnte  auch  die  beiden  Winkel  D^  und  D^  als  un- 
abhängige Veränderliche  wählen;  dieselben  müssen  alsdann 
immer  der  Bedingung  Dj  +  -D3  >  180«  genügen. 

2.  Auch  hier  bezeichnen  wir  die  auf  den  Hauptkreisen 
eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  liegenden  Kanten  als 
End-  oder  Scheitelkanten,  die  Halbmesser  OÄ  und  OA' 
als  die  Hauptaxen  des  Netzes. 

Die  Gesamtheit  der  Kanten  a^  und  a^  bildet  bei  verti- 
kaler Stellung  des  Durchmessers  AÄ^  eine  auf-  und  ab- 
steigende Zickzacklinie,  die  man  nach  Hessel^)  als  einen 
Sägerand  bezeichnen  kann.  Die  Eckpunkte  dieses  Randes, 
nämlich  die  2p  Punkte  D  bilden  die  Hemigonie  eines  sphä- 
rischen (2+^Tp)-flächigen  2.2i?-Ecks  VIII"  (§  18) 
oder  eines  gleicheckigen  (2+i>+i>)-flächigen  prisma- 
tischen 2.22) -Ecks  (§  18,  3),  und  zwar  diejenige  Hemi- 
gonie, bei  welcher  nur  die  2^^  Eckpunkte  der  rechten  oder 
der  linken  Ecken  beibehalten  werden.     Die  Gesamtheit  der- 


1)  Hassel,  Gleicheckige  Polyeder  etc.  pag.  8. 
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jenigen  Diagonalen  der  (2  +  2)-kaiitigeii  Seitenflächen,  welche 
succesBive  je  einen  Eckpunkt  des  oberen  (iiuterenj  halbre- 
gulären  2.7)-£ck9  mit  dem  darauf  folgendeji  des  unteren 
(oberen)  verbinden,  konstituieren  den  Siigerand  mit  deo 
Kanten  tc^  und  a^. 

Die  beiden  Haaptaxea  OA  und  OA'  sind  p-zäblige 
Axen;  die  nach  den  Mittelpunkten  ('  der  Randkanten  ge- 
henden Durchmesser  bilden  zwei  Gruppen  von  je  jj  gleichen 
zweiziihligeu  Queraxeii  (vergl.  §  18,  a). 

Dagegen  hat  das  Netz  XXV  keiue  direkten  Symme- 
trieebeuen,  ist  also  ein  unsymmetrisches  Netz. 

Zufolge  der  angegebenen  Eigenschaften  wird  das  Nett 
XXV  passend  als 

XXV     aitgerandiges  sphärisches   (2  +  2;))-eekiges 

2j)-Flaeh 

oder  kurz  als   bauptaxiges    Trapezoidnetz  bezeichnet. 

3.  Der  Grenzfläche  dieses  Netzes  lässt  sich  nur  in  denr 
Falle,  dass  dieselbe  in  ein  Deltoid  übergeht,  ein  Kreis  ein- 
beschreiben; denn  die  >Siiiame  zweier  gegenüberliegender 
Kanten  {ö  +  it^)  wird  der  Summe  der  beiden  anderen  (J  -f-  a,) 
nur  gleich  für  a,— «j.  Dagegen  giebt  es  eine  einfach -un- 
endliche Vielheit  (bei  einem  fest  angenommenen  Werte  für 
p)  von  solchen  Netzen,  deren  Grenzflächen  ein  Kreis  um- 
geschrieben werden  kann.  Denn  die  Bedingung,  dass  die 
Summe  zweier  gegenüberliegender  Winkel  der  Grenzfläche  der 
Summe  der  beiden  anderen  gleich  sei,  giebt  die  Beziehung: 


oder 

57,') 
oder 


taiig^  "i 
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und  der  Radius  It  des  umgeschriebenen  Kreises  bestimmt 
sieh  alsdann  aus: 

öis)  tangli  ^^^^,^       l-2x,^^, 

cos cos 180" 

P  P 

Allen  denjenigen  Netzen  XXV,  für  welche  die  Bedingung 
57  s)  oder  57  a')  erfüllt  ist,  lässt  sich  daher  ein  entsprechendes 
gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges  Polyeder 
umschreiben  (vergl.  57  x)  und  unter  7  am  Ende). 

4.  Nimmt  man  beliebig  im  Innern  des  Trapezoids 
AD^D^D^  einen  Punkt  P^  an  und  konstruiert  die  homo- 
logen Punkte  P  samtlicher  Vierecke  des  Netzes,  so  entsteht 
zwar  ein  gleicheckiges  Netz ,  wenn  je  zwei  in  Beziehung  auf 
eine  Kante  des  Netzes  XXV  benachbarte  Punkte  durch  Haupt- 
kreisbogen verbunden  werden,  aber  dies  gleicheckige  Netz  ist 
dem  gleichflächigen  im  allgemeinen  vollständig  unsymme- 
trisch zugeordnet.  Denn  es  liegen  weder  zwei  homologe 
Punkte  zweier  längs  einer  End-  (oder  Scheitel-)  Kante  an- 
einander stossenden  Grenzflächen  des  Netzes  symmetrisch  zu 
dieser  Endkante,  noch  auch  steht  der  Hauptkreisbogen, 
welcher  zwei  homologe  Punkte  zweier  längs  einer  Randkante 
aneinander  stossenden  Vierecke  verbindet,  senkrecht  auf  dieser 
Randkante,  wiewohl  er  durch  den  Mittelpunkt  ((7)  derselben 
hindurch  geht.     Wird  dagegen  der  Punkt   P^   auf  dem  Hal- 

360® 
bierungskreisbogen  des  Winkels  A  =» gewählt,  so  stehen 

sr 

diejenigen  Hauptkreise  des  Netzes,  welche  je  p  um  einen 
der  beiden  Scheitelpunkte  A  und  A!  gruppierte  Punkte  ver- 
binden, auf  den  Hauptkreisen  AD^^  AD^'^...  senkrecht; 
die  durch  die  Mittelpunkte  der  Randkanten  des  Netzes  XXV 
gehenden  Hauptkreisbogen  stehen  aber  auf  diesen  nur  dann 
«enkrecht,  wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem 
Dreiecke  D^D^D^  umgeschriebenen  Kreises  ist.  Dieser 
^Mittelpunkt  liegt  aber  auf  dem  Halbierungskreise  des  Winkels 

360® 
-4« )    da    der   in  der  Mitte   der  Diagonale  D^D^^ß 

XLormal  errichtete  Hauptkreis  den  Winkel  A  halbiert. 
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Hieraas  folgt,  dass  einer  bestimmten  Varietät  der 
Netze  XXV,  welche  bei  fest  gewähltem  Werte  von  p  einem 
angenommenen  Wertsystem  für  i„  und  x  (oder  D,  und  1)^) 
entspricht,  nur  ein  bestimmtes  gleicheclciges  Netz  XXV' 
fymmetrisch  zugeordnet  ist,  dasjenige  nämlich,  dessen 
Eckpunkte  die  2p  auf  dem  Halbierungskreise  des  Winkels  A 
liegenden  Punkte  sämtlicher  Vierecke  sind,  welche  von  den 
Punkten  ZJ,,  D^,  Dg  gleichen  Abstand  haben  (s,  die  punktiert 
gezeichneten  Teile  der  Fig.  23/3  und  2Sy). 

Wenn  den  Vierecken  des  gleicbÖäehigen  Netzes  ein 
Kreis  umgeschrieben  werden  kann,  also  die  Bedingungs- 
gleichung 5Tf)  oder  57*')  erfüllt  ist,  dann  sind  die  Mittel- 
punkte dieser  Kreise  die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzes.  Beide  Netze  sind  alsdann  konjugiert,  in- 
dem wechselseitig  die  Kanten  des  einen  Netzes  auf  denen 
des  andern  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht  stehen. 

Jedes  solche  einem  hauptaxigen  Trapezoidnetze  zuge- 
ordnete gleicheckige  Netz  hat  2p  kongruente  vierflächige 
sphärische  Ecken.  Die  Grenztiäcbeu  desselben  sind  einmal 
zwei  reguläre  ^-Ecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A'  und 
den  anf  den  Endkauten  ä  senkrecht  stehenden  Kanten  S', 
und  sodann  2p  ungleichachenklige  Dreiecke  mit  den  Kanten 
ö',a\,a'2,  wobei  die  Kauten  t^'i,<^'s  bez.  auf  den  Handkanten 
K,,  «j  des  Netzes  XXV  in  deren  Mittelpunkten  senkrecht 
stehen.  Diese  Randkanten  a\,a'i  (s.  Fig.  2Bß  und  23y) 
bilden  einen  ähnlichen  zickzackförmigen  Sägerand,  den 
man  dem  Sägerand  des  gl  eich  flächigen  Netzes  wiederum 
konjugiert  nennen  kann,  da  die  Kanten  beider  sich  wechsel- 
seitig halbierend  aufeinander  senkrecht  stehen.  Wir  nennen 
die  Netze  XXV'  daher  auch 

XXV    sägerandige  sphärische  (2-|-2jj)-flächige 
2p-Ecke. 

Die  Eckpunkte  P  eines  gleicheckigen  Netzes  können 
daher,  ebenso  wie  die  Eckpunkte  B  des  konjugierten  Randes, 
als  die  Hemigonie  eines  sphärischen  (2  +  p -i- p)  -  fl'Ä- 
cbigen  2.2j)-Eek8  Vlll"  (§  18)   oder  eines  gleicheckigen 
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(2+j9+j9)-flächigen  prismatischen  2.2jp-Ecks  (§18,3) 
erhalten  werden  (vergl.  2.  dieses  Paragraphen).  Die  succes- 
sive  Verbindung  je  eines  Eckpunktes  des  oberen  (unteren) 
halbregulären  2.p-Ecks  mit  dem  darauf  folgenden  des  un- 
teren (oberen)  liefert  den  Sägerand  und  die  Verbindung  der 
so.  erhaltenen  p  oberen  und  p  unteren  Punkte  unter  sich  die 
Kanten  der  regulären  Endflächen. 

Aus  dieser  Art  der  Entstehung  der  Netze  XXV  folgt 
ebenso,  wie  aus  der  oben  angegebenen,  dass  die  Elemente  dieser 
Netze  ebenfalls  von  zwei  veränderlichen  Grössen  abhängen. 

5.  Wird  wiederum  der  Abstand  des  Punktes  P^  von  A 
mit  £'a,  die  Entfernung  desselben  von  den  drei  Punkten 
2)1,2)2,2)3  mit  e\i  bezeichnet  und  sind  A\l)\jD\^D\  die- 
jenigen von  den  Kanten  d\a\,a\  eingeschlossenen  Winkel, 
welche  bez.  den  Winkeln  A^D^^B^^D^  des  Vierecks  gegen- 
überliegen, 2)"2,2)'"2  die  beiden  Teilwinkel,  in  welche 
der  Winke]  D\  durch  den  Halbierungskreis  des  Winkels  A 
zerlegt  wird,  so  bestehen  die  Beziehungen: 


57  g) 


sin\  d' 


.     ,    .   180« 
sm  s'a  sm > 

P 


cos  ^  a\ 


=  cos(?— ?^  180»)  sin  f'a, 


cos  ^  o'j 


cotg-^A' 


X 


cos-"-  180"  sin  *'a, 
P 

,  ,       180» 
cos  s'a  tang > 


cotg  D'\  =  cos  e'a  cotg  - — -  180», 


cotgD"\ 


X 


cos  £'<,coto— 180° 

p 


D',  =  X>",  +  i>"', ,  2)',  =  180» 

D',  =  180»-^-D"',; 
und  femer  (vergl.  57  <J): 


_^-.D" 


2; 
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57ij) 

daher 
57  d) 

endlich: 


1— X 
cotg  C\  =-  tang  C^  «=  tang  B^aSm 180^, 


cotgC\  •=  ta/ng  C, « fanjr «  «^V»  — 180**; 

P 


tang  £«  Aatit^  f '< 


n-180®5in^— ^180®  ' 


570 


^CÖ5  «'rf  —  COS  -|  ttj  C05  -f  o'i  =  COS  -f  «2  COS  -j  «', 

--=>co8— 180®  cos  — ^  180®  sin  $a  sin  « '« 
1>  P 

'^cosSaCas^aCOig  —  lSO^coig^'^^  180^ 

P  P 

^- cotg  Dl  cotg  D",  -  -  cotg  D,  cot?  D"\ 


Für  diejenigen  gleicheckigen  Netze  XXV,  welche  ihren 
Synimetrienetzen  konjugiert  sind  (yergl.  57£'),  wird: 


57 x)     f'd=«f'a  =  -R,  tätig B^^ 


tang  4  £, 


2  -a 


CO^  J  f, 


2  ^a 


COS 


ISO' 


C05  ~— 180® 


i> 


6.  Wenn  bei  einem  bestimmten  Werte  für  x  die  Variabele 
Ba  die  Werte  von  0®  bis  90®  durchläuft,  so  beschreiben  die 
Eckpunkte  D^,  D^,  ^3...  des  Randes  auf  den  Scheitelkanten 
Quadranten  von  A  (bez.  A^)  bis  zu  dem  Äquator  a,  während 
die  Mittelpunkte  C^ ,  C^ . . .  der  Randkanten  fest  bleiben. 
Durchläuft  aber  gleichzeitig  x  die  Werte  von  0  bis  \  (oder 
von  -g-  bis  1),  so  ändert  sich  der  Winkel,  welchen  die  oberen 
mit  den  unteren  Scheitelkanten   bilden,  und   welcher  für  je 

X 

eine  benachbarte  obere  und  untere  Scheitelkante      360®  oder 

V 

^-^^360®  beträgt  (s.  Fig.  23a). 

Diese  zweite  Änderung  kann  entweder  dadurch  bewirkt 
werden,  dass  man  (vergl.  unter  1.)  das  eine,  z.  B.  das  obere 
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System  der  Scheitelkanteu  festhält,  und  dem  unteren  um 
AA*   als  Axe   eine  Drehung  von— 360®  erteilt,  wobei  die 

Mittelpunkte  C^,  Q...  der  Randkanten  sich  um  — 180®  auf 

dem  Äquator  a  verschieben.  Oder  man  kann  auch  diese 
Mittelpunkte  C^,  C^...  festhalten  und  sowohl  das  obere, 
wie   das    untere    System    der   Scheitelkanten  je   um   einen 

Winkel  von  — 180®,  aber  das  eine  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung wie  das  andere  um  AA  als  Äxe  drehen.  Ändert  sich 
hierbei,  während  x  von  0  bis  -J  (oder  voq  -^  ^^^  1)  wächst, 
gleichzeitig  Sa  von  0®  bis  90®,  so  wird  ein  Punkt  S)^  (siehe 
Fig.  23 d),  zu  welchem  die  Punkte  -Dj,  jD^,  D^  bez.  in  Be- 
ziehung auf  die  Hauptkreise  AC^^  ^1(^21  -^^2  symmetrisch 
liegen,  das  zweirechtwinklige  Dreieck  AC^C^'^  dessen  dritter 

180® 

Winkel  und  Kante  C*  C«  «= ist,  beschreiben. 

p 

Wir  erhalten  dann  wiederum  eine  höchst  einfache  Be- 
ziehung zwischen  je  einem  Punkte  ©^ ,  welcher  eine  Varietät 
der  Netze  XXV  bestimmt  und  je  einem  Punkte  P^,  welchem 
die  zugeordnete  Varietät  des  gleicheckigen  Netzes  XXV 
entspricht. 

Je  zwei  solcher  Punkte  S)^  und  P^  sind  wiederum  (vergl. 
§  29 , 6)  konjugierte  Pole  zweier  (sphärischen)  Punktsysteme, 
welche  in  einer  Steinerschen  Verwandtschaft  stehen.  Die 
Eckpunkte  A^C^^C^  des  zweirechtwinkligen  Dreiecks  AC^C^ 
sind  die  sog.  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft.  Aus  der  oben 
angegebenen  Konstruktion,  sowie  aus  den  Werten  für  die  Win- 
kel der  Hauptkreise  folgt,  dass  die  drei  sphärischen  Strahlen 
^42)^,  Ci®!,  ^^2^1  ^®^-  symmetrisch  zu  den  Strahlen  -APj, 
C\P^^  C\Pi  in  Beziehung  auf  die  Halbierujigsstrahlen  der 
Dreieckswinkel    liegen.      (Die    Beziehungen    zwischen    den 

entsprechenden  Grössen  «a?  *'a;  "2  ^^^d  "a  "'i5  J'S;  ~h^\  siehe 
in  den  Formeln  57-^)  und  57  t).  Die  Verwandtschaft  ist  eine 
involutorische;  die  Halbierungskreise  der  Innen-  und 
Aussenwinkel  des  Dreiecks  AC^C^  sind  bez.  sich  selbst  ent- 
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sprechend;  ebenso  entaprecben  die  vier  Mittelpunkte  der  das 
Dreieck  berührenden  Kreise  sich  selbst.  Dem  Mittelpunkt 
des  das  Dreieck  von  innen  berührenden  Ereisee  entspricht 
die  Varietät  r>G9)  der  Netze  XXIV,  bei  welcher  der  eine 
Kronrand  dem  kunjugierten  kongruent  ist. 

För  den  speziellen  Wert  j)  =  2  wird  das  frtiher  in  §  99 
behandelte  Netz  XVII  eines  rhombischen  Sphenoida  er- 
halten, indem  sich  wegen  (rergl.  57  n)  und  ö)  J—ISO", 
ß'=2£a  das  Trapezoid  auf  eia  ungleichkantiges  Dreieck  re- 
duziert. Das  zugeordoete  gleicheckige  Netz  wird  das  sym- 
metrisch-koBJugierte  Netz  XVIl'  (vergl.  g  2!i,  4  bis  5), 
indem  die  regulären  Eudflächeu  in  die  beiden  Gipfelkantea 
(ß'—2ia)  öbergelien.  Die  Übereinstimmung  der  früher  auf- 
gestellten Formeln  35)  mit  den  aus  57)  für  p  —  2  resul- 
tierenden läast  sich  leicht  uachweisen. 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XXV'  eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  zwei  re- 
gulären p- Ecken  (den  Endflnchen)  und  von  2p  ungleich- 
kantigen  Dreiecken  (den  Rand-  oder  Seitenflächen)  begrenzt 
und  hat  2ji  kongruente  vierfiEchige  Ecken.  Man  kann  dieses 
Polyeder,  welches  als 
[XXV'J   sägerandiges  gleicheckiges  (2-f-2p)-fläohiges 

2p-Eck 
bezeichnet  werden  kann,  einfach  als  Hemigonie  eines  pris- 
matischen (2+fr4-";j)-flächigeu  2.2p-Ecks  {§  18,  3)  [vergl. 
4.  dieses  Paragraphen]  erhalten;  die  Diagonalen  der  beiden 
Gruppen  von  rechteckigen  SeitenSächen  bilden  den  Sagerand, 
die  Diagonalen  der  Endflächen  die  Endkanten  des  abgelei- 
teten Polyeders. 

Die  Berührungsebenen,  welche  in  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XXV  an  die  Eugel  gelegt  werden,  hüllen  als  inneren 
Kern  ein  gleicTiflächiges  Polyeder  ein,  welches  als 
[XXV]    sägerandiges  gleichflächiges  (2-(-2^)-eekige3 

2p-Flach 
oder   als    hanptasiges    Trapezoid- 2p- Flach   bezeichnet 
werden    kann.      Die   2^- Grenzflächen    sind   unsymmetrische. 
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einander  kongruente  Vierecke  (Trapezoide),  welche  zwei 
regulär  |)- flächige  Scheitelecken  und  2  p  unregelmäsaig- drei- 
flächige Bandecken  bilden.  Die  in  den  beiden  Scheitel- 
punkten konvergierenden  Kanten  sind  einander  gleich;  da- 
gegen sind  zwei  aufeinander  folgende  Randkanten  von  jenen 
und  untereinander  an  Länge  verschieden.  Dieselben  bilden 
(bei  vertikaler  Stellung  der  Hauptaxen)  den  zickzackförmigen 
Rand,  welcher  sich  mit  den  Zähneu  einer  Säge  vergleichen 
lässt. 

Diese  gleichflächigen  Polyeder  können,  da  sie  den  gleich- 
eckigen polar  entsprechen,  auch  als  Hemiedrieen  der  geraden 
Doppel  Pyramiden  mit  halbregulären  Scheitelecken  oder 
der  (vergl.  §  18,3)  gleichflächigen  (2 +j>-fj))- eckigen, 
ebenrandigen  2.2|)-[Flache  erhalten  werden.  Es  sind 
alsdann  von  den  2. 2|)  Flächen  nur  die  abwechselnd  aufein- 
ander folgenden,  d.  h.  entweder  die  2p  rechten  oder  linken 
Flächen  beizubehalten.  Für  |)  =  4  und  p^6  resultieren  die 
sog.  tetragonalen  und  hexagonalen  Trapezoeder. 

Mit  Hilfe  der  oben  aufgestellten  Formeln  kann  man 
leicht  die  wesentlichen  Relationen  für  diese  gleicheckigen  und 
gleichflächigen  Polyeder,  sowie  für  deren  besondere  Varietäten 
aufstellen.  Den  gleichflächigen  Netzen  XXV,  deren  Grenz- 
flächen ein  Kreis  umgeschrieben  werden  kann  (57  f),  lässt 
sich  ein  gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges 
Polyeder  umschreiben;  dieselben  sind  bez.  konzentrisch  und 
ähnlich  denjenigen  Polyedern,  welche  den  besonderen  gleich- 
eckigen Netzen  XXV  (57  x),  die  ihren  Symmetrienetzen  kon- 
jugiert sind,  um-  und  eingeschrieben  werden  können. 

8.  Es  sei  schliesslich  noch  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Eckpunkte  der  hauptaxigen  Deltoid-  und  Trapezoidnetze  XXIV 
und  XXV  Kombinationen  der  beiden  Eckpunkte  Ä  und  A'^ 
eines  festen  Zweiecksnetzes  und  der  2p  beweglichen  Punkte  D 
des  Randes  darstellen,  welche  letztere  selbst  die  Eckpunkte 
eines  dem  gleichflächigen  Netze  entsprechenden  gleich- 
eckigen Netzes  XXIV  oder  XXV  sind. 

Nach  Erledigung  der  sämtlichen  für  Vierecksnetze 
möglichen  Fälle  wollen  wir  nunmehr  im  nächsten  Abschnitte 
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<lie  gleichflächigen,  durch  sphärische  Fünfecke  gebildeten, 
sowie  die  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  herleiten. 


Dritte  Abteilung. 

Oleichfläcliige  Ffinfecksnetze  nebst  den  angeordneten  gleich- 
eckigen  Netzen. 


§  41.  Aufstellmig  der  möglichen  Fälle. 

1.  Wenn  ein  aus  m  gleichen  und  ähnlichen  sphärischen 
Fünfecken  zusammengesetztes  Netz  die  Kugelfläche  einmal 
bedecken  soll,  so  muss  einmal  die  Bedingungsgleichung: 

58)  A  +  ^f  +  ^8  +  A  +  ^6"-(3  +  ^)l80^ 

«erfüllt  sein,  wo  Ai,A^...A^  die  Winkel  des  Fünfecks  be- 
zeichnen. 

Wird  sodann  als  erster  Hauptfall  wiederum  der- 
jenige ins  Äuge  gefasst,  in  welchem  in  jedem  Eckpunkte  des 
Netzes  je  vt  gleiche  Winkel  Ai  zusammenstossen,  also 

59)  ^.==^^5^,    i^l    9,3,4,5 

Vi 

und 

60)  ^,  =  - 

ist,  wo  ft,  die  Zahl  der  durch  je  Vi  gleiche  Winkel  Af 
gebildeten  Ecken  bedeutet,  so  ergiebt  sich  aus  58)  und  59) 
<iie  weitere  Relation: 

61)  2V-  =  3  +  -, 
^  -^-^  Vi  m 

i  =  t 

oder 

61a)  m 


2(l  +  i  +  i+i  +  i)-3 
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Die  dieser  Relation  entsprechenden  Werte  für  v,-  und  m 
bestimmen  die  möglichen  festen  und  symmetrischen 
Fünfecksnetze. 

2.  Die  Annahme  r-j  -=  Vg  =»  1/3  =  1/4  •=  r^,  «=  3  ergiebt  m  =  12 
und  als  entsprechendes  Netz  das  reguläre  Pentagon- 
dodekaedernetz VII  (§  8)  als  einzigen  Fall  eines  durch 
reguläre   Fünfecke  gebildeten  Netzes. 

3.  Werden  sämtliche  Werte  für  die  Zahlen  i/,-  (r,  >  3) 
von  einander  verschieden  angenommen,  so  ergiebt  sich 
ein  negativer  Wert  für  w,  ebenso  auch,  wenn  zwei  oder 
drei  Werte  für  die  r,  einander  gleich,  die  übrigen  davon  ver- 
schieden —  und  zwar  entweder  von  einander  verschieden 
oder  zum  Teil  einander  gleich  —  angenommen  werden. 

Nur  der  Annahme,  dass  vier  der  Zahlen  Vi  einander 
gleich,  die  fünfte  davon  verschieden  sei,  entsprechen  zwei 
zulässige  Lösungen,  nämlich 

XXVI c)  ^1  =  4,  v^'=^v^^v^'^Vr^=3y  7ii-«24,  fti  =  6,  4^*2=32^ 

und 
XXVIIc)  i'i=5,  v^=^v^^v^^Vr,^S^  m  =  60,  /£^=12,  4fC2  =  80^ 

Beide  Netze  werden  sich  als  besondere  (nämlich  die 
Archimedeischen)  Varietäten  der  bez.  in  §  42  und  §  4ä 
zu  betrachtenden  veränderlichen  Netze  XXVI  und  XXVII 
ergeben. 

Damit  ist  die  Zahl  der  möglichen  Fälle  für  die  festen 
und  symmetrischen  Fünfeckenetze  erschöpft. 

4.  Als  zweiter  Hauptfall  für  die  Anordnung  und  Be- 
schaffenheit der  Winkel  und  Ecken  eines  gleichflächigen 
Fünfecksnetzes  bietet  sich  wiederum  (vergl.  §  37,  1)  der- 
jenige dar,  dass  zwei  Hauptgruppen  von  Ecken  vorhanden 
sind.  Die  erste  Hauptgruppe  ist  von  der  im  ersten  Haupt- 
falle angenommenen  Beschaffenheit,  indem  einige  der  Winkel  Af 
aliquote  Teile  von  360°  betragen  und  Ecken  bilden,  in 
welchen  je  Vi  gleiche  Winkel  -4,-  zusammenstossen.  Die 
zweite  Hauptgruppe  entsteht  dadurch,  dass  die  übrigen  — 
einander  gleichen  oder  von  einander  verschiedenen  —  Winkel,. 
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welche   keinen  aliriuoten  Teil   von   360"  betragen,  sich  ttof 
gleiche  Weise  zu  je  einer  Ecke  EUEammenschliesaen, 

Der  Fall,  dass  nur  Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe 
auftreten,  daes  also  —  analog  wie  bei  den  Netzen  eine» 
rhonibifichen  Sphenoida  XV]  I  (§  29)  —  die  Winkel,  von  denen 
keiner  einen  aliquoten  Teil  von  360°  betrügt,  in  gleicher 
Weise  an  allen  Ecken  des  Netzes  auftreten,  d.  h.  dass  das 
Netz  zugleich  gleicheckig  sei,  ergiebt  sieb  sofort  als 
unmöglich.  Denn  da  die  fünf  Winkel  des  Fünfecks  an  jeder 
solchen  Ecke  mindestens  einmal  auftreten  müssten,  so  würde 
ihre  Summe  höchstens  ^Öi)"  betragen,  was  unmSglich  ist, 
da  die  Winkelsumme  grösser  als  540"  ist. 

5.  Ebenso  stellen  sich  die  Falle  als  unmöglich  heraus, 
dass  nur  ein  Winkel  oder  dass  drei  Winkel  des  Fünfecks 
je  einen  aliquoten  Teil  von  360*  betragen.  Denn  im  erstes 
Falle  müsste  die  Summe  der  vier  übrigen  Winkel  höchstens 
360",  im  zweiten  Falle  diejenige  der  beiden  übrigen  Winkel 
höchstens  180"  betragen;  beiden  Forderungen  lässtsich  aber, 
da  die  Winkelsumme  grö-sser  als  5-iO"  ist,  nicht  geniigen. 

6.  Es  bleibt  also  nur  noch  der  Fall  zu  berücksichtigen, 
dass  zwei  der  Winkel  des  Fünfecks  je  einen  aliquoten  Teil 
von  360"  betragen  und  zwei  der  ersten  Hauptgruppe  ange- 
hörige  Gruppen  von  Ecken  bilden,  wahrend  die  Übrigen 
drei  Winkel  eine  zweite  Hauptgruppe  von  Ecken  konsti- 
tuieren, an  deren  jeder  diese  drei  Winkel  in  gleicher  Weise 
auftreten. 

Es   seien   jIj   und  A^  jene   beiden  (nicht  benachbarten) 

Winkel,  so  folgt  aus 

„-  ,                       .       360"       ,       3G0" 
62  a)  -ij  =- !    -13=  — - 

und 

62,3)  /.■(.^,  +  .-l,  +  J,0  =  360" 

in  Verbindung  mit  58)  die  Relation: 

62,)  2(i  +  i  +  i)._3  =  A. 
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Da  aber  v^  und  v^  mindestens  gleich  3  sein  müssen, 
so  folgt  für  k  der  allein  zulässige  Wert  Ä  =  1 ;  d.  h.  die 
Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe  sind  dreiflächig,  und  die 
Relation  62 y)  geht  über  in: 


62d)  2(-  +  -)-l^-' 

\v^     1/3/  m 


Bei  von  einander  verschiedenen  Werten  für  v^  und 
1/3  ergeben  sich  nun  folgende  beiden  Lösungen: 

63)  Vi  =  4,  1^8  =  3,  m  =  24,  ^1  =  6,  ftj^S,  ft'8=-24 
und 

64)  ^1  =  5,  1^3  =  3,  w  =  60,  fti  =  12,  (Iq^20,  iji!^'^^^) 

vti 
wo    ft'2  ==  "T  "^  ^*  wiederum  die  Zahl  der  Ecken  der  zweiten 

Hauptgruppe  bedeutet. 

Das   durch   die   Werte  63)  charakterisierte,  zweifach- 
veränderliche 

XXVI  Pentagonikositetraedernetz, 

welches  das  unter  3.  XXVI  c)  aufgeführte  Netz  als  beson- 
deren Fall  enthält  {A^=^A^^Äf^^\20^)  soll  nebst  den  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzen  im  folgenden  §  42,  das 
durch  die  Werte  64)  charakterisierte  zweifach  veränder- 
liche 

XXVII  Pentagonhexekontaedernetz, 

welches  das  unter  3.  XXVII  c)  als  besondem  Fall  {A^^A^^ 
^=  -4^  =  120^)  enthält,  soll  nebst  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen  Netzen  im  §  43  genauer  betrachtet  werden. 

Wenn  dagegen  die  beiden  Werte  v^  und  v^  einander 
gleich    angenommen   werden,    so    dass    die    Formel    62 d) 

übergeht  in: 

4      .       4 


62  f)  -~1 


) 


v^  m 


so  ergiebt  sich  hier  nur  die  einzige  Lösung: 
65)  ^1  =  3,  tw=»12,  fAi  =  ft3«4,  (i\^12. 

Durch   diese  Werte  ist   das   zweifach-veränderliche 
XXVIII    Tetraedrische  Pentagondodekaedernetz 
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bestimmt,   von   welchem   für   v1j  =  j1,   das    einfach  verän- 
derliche 

XXTX    symmetrische  Pentagondodekaedernetz 
eiuen  besondem  Fall  darstellt,  währendfür  j-'.  =  J,  =  .'tj— 120" 
das  reguläre   Pentagondodekaedernetz  VII  resultiert. 

Diese   Netze   XXVUI    und   XXIS  sollen   nebst  den  zu- 
geordneten  gleicbeckigen   Netzen  bez.  in  den  §§  44  und  45  . 
einer  genauen  Betrachtung  unterworfen  werden. 

7.  Die  Änuahme,  dass  die  beiden  Winkel,  welche  je 
einen  aliquoten  Teil  von  ütJO"  betragen,  benachbarte  seien, 
z.  B.  Ai  und  Jf,  erweist  sieh  fiir  die  beiden  Fälle  63)  und 
64}  sofort  als  anzulässig.  Denn  die  BeschaSeuheit  eines 
solchen , Netzes  würde  erfordern,  dass  die  drei  von  einem 
Winkel  punkte,  in  weichem  sich  je  drei  Winkel  ^J^=»120" 
vereinigen,  ausgehenden  Kanten  gleich  lang  und  gleichwertig 
seien,  dass  also  an  jedem  andern  Endpunkte  derselben  je 
ein  Winkel  -J,  (=90**  oder  72")  ausser  den  veränderlichen 
Winkeln  aufträte  —  was  der  Voraussetzung  widerstreitet. 
Im  Falle  65)  würde  die  Annahme,  dass  die  beiden  regulär- 
dreifliichigen  Ecken  benachbarte  seieu,  erfordern,  dass 
auch  jeder  der  drei  übrigen  Winkel  120*^  betrüge,  also  sich 
das  reguläre  Pentagoudodekaedernetz  VII  ergeben. 

Durch  die  Wertsysteme  63),  64),  65)  sind  also  die 
allein  möglichen  Falle  der  veränderlichen  gleiehäächigen 
Fflnfeckanetze  dargestellt. 


S  42.  Pentagonikositetraedemetz  XXVI  nebst  den 

zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  XXVI'  nnd  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Die  in  §  41  unter  63)  aufgestellten  Werte 

jA^^-QO",  ^,  =  120»,  ^  +  ^i  +  ^,  =  360'', 
^^^"^    I  jrt-24, /<.=6,  p^  =  8,ft'„'=24 

bestimmen  ein  zweifach  veränderliches,  aus  24  gleichen 
und  ähnlichen,  unsymmetrischen  Fünfecken  zusamniengesetz- 
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tes  Netz.  Die  Beschaffenheit  des  Netzes  erfordert,  dass 
nicht  nur  die  beiden  den  Winkel  -ig « 120®  einschliessenden 
Kanten  gleich  sind,  sondern  auch  dass  die  beiden  den 
.Winkel  A^^^QO^  einschliessenden  Kanten  einander  gleich 
sein  müssen,  da  an  jedem  Eckpunkte  der  vier  von  Ä^  aus- 
gehenden und  sich  rechtwinklig  schneidenden  Kanten  jeder 
der  beiden  Winkel  A^  und  A^  nebst  Ä^  einmal  auftreten 
muss. 

Das  Netz  besitzt  hiemach  sechs  regulär -vierflächige 
und  acht  regulär -dreiflächige  sphärische  Ecken,  während  in 
jeder  der  24  veränderlichen  Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe 
sich  je  drei  Winkel  -ig,  A^^,  A^  vereinigen.  Die  Scheitel  der 
sechs  regulär -vierflächigen  Ecken  müssen  nun  mit  den  Eck- 
punkten A  eines  Oktaedemetzes,  die  Scheitel  der  acht  re- 
gulär-dreiflächigen Ecken  mit  den  Eckpunkten  C  des  kon- 
jugierten Hexaedemetzes  zusammenfallen,  so  dass  die  Diago- 
nale A^A^^Tj  (Formel  7  in  §  9)  ist. 

Denn  bezeichnen  wir  (s.  Fig.  24«) 
(den  Winkel ^i(=90<>) mit  dem  Scheitel  A^  durch  A, 


63/5) 


5)  « 


^,(»120'>)„ 

» 

n 

c. 

» 

c, 

^2                   n 

Jt 

yf 

P, 

V 

P^, 

-^4                    n 

;' 

?J 

Po 

?? 

P«, 

-^5                          J) 

V 

« 

^8 

fi 

Py, 

so  dass  Pa  +  -P^  +  -Py  =  360°  ist,  und  werden  alsdann  in  den 
vier  um  A^  gruppierten  Fünfecken  die  von  A^  ausgehenden 
Diagonalen  AyC\^A^C^^A^Cj^jA^C^  gezogen,  welche  auf  zwei 
sich  normal  schneidenden  Hauptkreisen  liegen,  und  werden 
endlich  die  Punkte  C^^C^jC^^  Q  successive  durch  Hauptkreis- 
bogen verbunden,  wobei  der  Schnittpunkt  von  C^C^  mit  P^Pg 
durch  Pj  bezeichnet  werde,  so  folgt  aus  der  Kongruenz  der 
Dreiecke  A^F^C^^-A^P^C^  und  B^P^C^:^B^P^C^^  dass  das 
gleichschenklig -rechtwinklige  Dreieck  A^C^^C^  dem  Fünfeck 
A^P^CiPqPq  an  Inhalt  gleich  ist  und  daher,  da  es  den  24*®° 
Teil  der  Kugelfläche  beträgt,  das  Dreieck  des  Tetrakis- 
hexaedernetzesX  (§  20)  sein  muss.  Zugleich  folgt,  dass 
der  Punkt  P^,   der  Mittelpunkt  der  Basis   CiCg,  auch  der 

HoBS.   Kagelteilong.  12 
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Mittelpunkt  der  Kante  P^P.,  des  Füofecks  ist  und  dasa  die  drei 
Eckpunkte  P,,  P«,  7^,  symmetrisch  zu  eiuem  innerhalb  de» 
Hexakisoktaederdreiecks  A^(.\  /(,  in  Beziehung  aui Ä,C^,AjB^ 
und  I!jC\  liegeDden  Punkte  P,  gruppiert  sind. 

Hieraas  iat  ersichtlich,  daas  die  24  Eckpunkte  P,,  P^, 
P,:,  P„,  Pc,...  diejenige  Hemigonie  der  2.24  Eckpunkte  eines 
gleichcckigen  Netzes  XV'  (§  27,  s)  darstellen,  bei  welcher 
nur  die  24  rechten  oder  die  24  linken  Ecken  beibehalten 
werden,  nämlich  diejenigen,  deren  Scheitel  in  den  Dreiecken 
des  H ex akis Oktaedernetzes  liegen,  welche  dem  den  Punkt  Pj 
enthaltenden  Dreiecke  Aj(.\JS^  symmetrisch  gleich  sind. 

Damit  ergiebt  sich  auch  folgende  einfache  EonstmktioD 
eines  Netzes  XXVI,  welches  als 

XXVI     sphärisches  (6  +  S  +  24)-eckige8  24-Flach, 
oder    kurz    als    Pentagonikositetraedernetz    bezeichnet 
wird: 

Man  Terbinde  je  drei  Eckpunkte  A,C,  B  eines  Hexa- 
kisoktaederdreieckes  durch  Hauptkreisbogen  mit  den  drei 
Punkten  P  eines  Netzes  XV',  welche  zu  dem  im  Innern  de» 
Dreiecks  liegenden  Punkte  dieses  Netzes  symmetrisch  liegen. 
Dann  bilden  die  beiden  von  A  ausgehenden  gleichen  Bogen 
einen  Winkel  von  90",  die  beiden  von  C  ausgehenden  gleichen 
Bogen  einen  Winkel  von  120",  während  die  beiden  von  B 
ausgehenden  gleichen  Bogen  einen  Winkel  von  180"  bilden, 
also  in  einen  Hauptkreis  fallen  (vergl.  Fig.  24k  und  Fig.  24/J, 
in  welchen  das  ganze  Netz  stark  gezeichnet  dai^estellt 
ist). 

2.  In  Übereinstimmung  mit  den  früher  gebrauchten 
Bezeichnungen  (§  27,  5)  wollen  wir  die  Abstände  eines 
Punktes  P,  von  den  drei  Eckpunkten  A^,  C,,  B^  des  Drei- 
eckes AiCjBi  mit  f;,,  Ec,  H,  die  Winkel,  welche  diese  Haupt- 
kreisbogen A^P^C^P^,  B,F,  bez.  mit  A^B,,  6',^,,  ß,C\ 
bilden,  durch  #0,  #c,  ^b  bezeichnen.  Dann  hat  man  fiBr  die 
Kanten  und  Winkel  eines  Fünfecks  folgende  Werte  (vergl. 33c): 

G3y)     J,p,_J,P,-.f^5    C,P,-C,P,-f,;    P^P.,  =  2t,, 
und 
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63  (J) 


cos  Pu  = 


1/  g-  —  COS  f  6 


CöSfc 


Sin  f  6  5m  «c 


C05  Pi 


VI 


-^ cos  Sc  COS  €a 

sin  f  c  sin  f « 


COS  P  == 


VI- 


COS  f  a  C05  f  6 


sm  fa  Sin  f  6 


in  welchen  £b  und  ^c  mit  Hilfe  der  Formeln  33  a)  durch  f« 
und  d'a  als  die  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  ausge- 
drückt werden  können. 

3.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXVI 
resultieren,  wenn  der  Punkt  P^  alle  möglichen  Lagen  inner- 
halb des  Hexakisoktaederdreiecks  A^C^B^  annimmt,  also  die 
Variabele  f«  alle  Werte  zwischen  0®  und  rj  und  gleichzeitig 
die  Variabele  d'a  alle  Werte  zwischen  0®  und  45^  durchläuft. 

Von  besonderen  Varietäten  der  Netze  XXVI  sind  folgende 
bemerkenswert: 

a)  Wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke Ä^C^B^  umgeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  (vergl. 
33  d)  und  330: 

^^t  =  fc-=f6  =  -R,   tangR^^sinl\ 
also: 


2      9 


XXVI  a)  < 


A,P,^A,P,^C,P,^C,P,^B,  P,P,^2B, 

7J«=27<>34'9",  4, 

P«-   8P45'36",  0, 

P,,=  166^41'13",  1, 

^Py  =  lllö33'10^9. 

b)  Wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke A^C^B^  eingeschriebenen  Kreises  ist,  die  sämtlichen 
mit  P^  homologen  Punkte   also   die  Eckpunkte  der  Archi- 

12* 
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medeischen  Varietät  des  Netzes  XV  sind  (yergL  33x)|  so 
gelten^  wenn  P  den  Radius  jenes  Kreises  bedeutet, 

^^".^Y^      P- 12»  27' 32",  1, 

sinP  smP  smP 

XXVIb)!  *****""  «wi22i» '*****•"  ^5^305»  "^'»"^STS«' 
ta-34»18'57",  0,         P„- 1080  53' 12",  3, 
Co  =  25«  33' 41  ",2,         P^=133«36'  3",  5, 
*»  =  17»45'51",  4,         Py  =  117'»30'44'',  2. 

Bei  diesem  Fünfecke  halbieren  die  Bogen  Ä^Pi  und 
CiPi  bez.  die  Winkel  bei  A^  und  Q,  wahrend  der  Bogen  B^P^ 
in  jBi  auf  der  Kante  PgPg  normal  steht.  Der  Punkt  P^  ist 
also  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P^P^P^ 
umgeschriebenen  Kreises,  dessen  Radius  i2'  sich  aus 
cos  R'  '^co^St.B'''  24®  55'  3",  8  bestimmt. 

c)  Wenn  der  Punkt  P^  eine  solche  Lage  hat,  dass  die 
drei  Bogen  PiÄi,  P^B^  und  P^Q  unter  gleichen  Winkeln 
von  120®  gegeneinander  geneigt  sind,  so  werden  die  Winkel 

63a)  Pa  =  P^  =  Py=  120® 

und  die  dreiflächigen  Ecken  mit  den  Scheiteln  P  zu  regu- 
lären Ecken.  Die  so  entstehende  Varietät  des  Netzes  XXVI 
ist  die  bereits  in  §  41,  3  erwähnte  Archimedeische 
Varietät  XXVI  c). 

Dem  Fünfecke  des  Netzes  XXVIc)  kann  ein  Kreis  ein- 
geschrieben werden;  der  Radius  P^  dieses  Kreises,  welcher 
die  Kante  P^P^  in  ihrem  Mittelpunkte  B^  und  ebenso  die 
Kanten  P^C^  und  C^P^  in  ihren  Mittelpunkten  berührt,  be- 
stimmt sich  aus 


63£)     tangP,=^y^sinsf,=^sin{ea-s,),  P^  =  21® 50' 43", 2, 

während 

£,  =  2f6  =  26®45'55",  2, 

fa  =  37®   0'59",  3 
ist,  wobei  sich  der  Wert  für  St,  aus  der  kubischen  Gleichung: 


637?) 
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63  d) 

ergiebt. 

Die  drei  Kanten  P^^dy  -^9^1,  C1P2,  welche  in  ihren 
Mittelpunkten  berührt  werden,  sind  gleich  lang,  während  die 
in  Ä^  zusammenstossenden  gleichen  Kanten  durch  den  Be- 
rührungspunkt in  die  Abschnitte  e^  ^uid  Sa  —  Sb  geteilt  werden. 

Der  Mittelpunkt  Q^  des  dem  Fünfeck  eingeschriebenen 
Kreises  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P^P^Pq 
umgeschriebenen  Kreises,  dessen  ßadius  i2'  sich  ein- 
fach aus 

630       cosB'^cosP^cossb,  ü' «25^26' 47",  0 

bestimmt.     Für  die  Abstände   ^a,  «'c,  «'&   dieses  Punktes  ^^ 
von  den  Eckpunkten  des  Dreieckes  A^  C^  B^  erhält  man 


63x) 


cos e'a'^ cos P^COS (fa  —  ^b)^    ^'a  =  31® 45' 4",  5, 


S  c'^  H  ^     S  b*^  Pl» 

d)  Eine  vierte  bemerkenswerte  Varietät  des  Fünfecks 
ist  endlich  noch  diejenige^  welcher  ein  Kreis  umgeschrieben 
werden  kann  und  deren  Sehnenpolygon  hiemach  ein  ebenes 
Fünfeck  ist. 

Da  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  der  Schnittpunkt  der 
die  Winkel  bei  A,  (-90«)  lAid  C^  (=120<>)  halbierenden 
Hauptkreisbogen  sein  muss,  so  folgt 

jP^«45«4-600  =  105^ 
63  A)  Py- 75«  4- 45« -120«, 

lPa  =  60«4-75«  =  135«. 

Wird  der  Radius  dieses  Kreises  mit  B^  bezeichnet,  so  ist 


63  ft) 


tang  B^  —  ]/2  tang  -^  £«  =  -^Trö  ^^ff  ^^ ""  ^  tang  -|  Sc , 


woraus 
tang^s 


2  ^a 


=  V2, 


^      tang  Bb 


-  —  2  sin  15 


o«j/2-|/3 


tang^Bc     ^ "'    tang^Bc 
folgt.    Mit  Benutzung  der  Formeln  63  d)  erhält  man 


63») 
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(f.-40»4S'12",  0, 
f,-3n»24'24",  7, 
,,_   7»44'   7",  1, 
B,-27"41'28",  7'). 
Die  EotfemuDgen  f'o,  t\,  f\  des  Mittelpiiulttea  des  um- 
geschriebenen  Kreises   von    den    Eclipunliten   des   Dreieckes 
A,C,B,  sind; 

I  ,'._4',_J!,-27"41'28",  7, 

"ä»  \co..',-"'ii;   A_26"35'33",0. 

Nur  dieser  Varietät  XXVId)  kann  daher  ein  entspre- 
cheadea  gletcliSäcbiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleicheckiges 
Pulyeder  umgeschrieben  werden. 

e)  Wenn  der  Punkt  P^  speziell  auf  die  Kante  A^  By 
fällt,  d.  b.  ^0  =  0"  wird,  so  ergeben  sieh  die  im  §  38  be- 
handelten Diakisdodekaedernetze  XXIII ,  wÜhrend  für 
die  Fälle,  dass  der  Punkt  P,  auf  A,  C\  oder  .ü,  C\  liegt, 
keine  gleichflächigen,  die  Kugelfläche  einmal  bedeckenden 
Netze  resultieren. 

4,  Ein  jedes  Netz  XXVI  hat  dieselben  Äsen,  wie  ein 
Hexakisoktaedernetz  XV  (vergl.  §  27,  2),  nämlich  drei 
Paare  vierzähliger  nach  den  Punkten  A,  vier  Paare  drei- 
zähliger  nach  den  Punkten  C  und  sechs  Paare  zweizäh- 
liger  nach  den  Punkten  B  gerichteter  Axen.  Dagegen  hat 
ein  Netz  XXVI  keine  direkt-symmetrischen  Mittelebenen, 
ist  also  ein  Tollstäodig  unsymmetrisches  Netz. 

5.  Wenn  die  zu  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenz- 
fläche angenommenen  Punkte  ^^  homologen  Punkte  sämt- 
licher 24  Grenzflächen  konstruiert  und  je  zwei  in  Beziehung 
auf  eine  Kante  benachbarte  Punkte  $  durch  Hauptkreia- 
bogen  verbunden  werden,  so  wird  ein  gleicheckiges  Netz 
erhalten,  welches  aber  im  allgemeinen  dem  Netze  XXVI 
uneymmetrisch-zugeordnet  ist  (vergl.  §  30,  4  und  §  38,  4). 

1)  Dieser  Wert  für  B,  differiert  nur  um  7',  3  toh  dem  Werte 
für  R  in  XXVIa). 
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Ds^egen  giebt  es  zu  jeder  bestimmten  Varietät  eines 
Ketzes  XXVI  nur  ein  symmetrisch-zugeordnetes  Netz, 
dessen  Eckpunkte  durch  diejenigen  homologen  Punkte  ^ 
aller  Fünfecke  gebildet  werden,  welche  in  Beziehung  auf 
die  Kanten  derselben  symmetrisch  liegen.  Jeder  solcher 
Punkt  ^,  z.  B.  ^1,  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  die 
Winkel  bei  A^  und  C^  halbierenden  Hauptkreise,  oder  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  P2PgPQ  umgeschriebenen 
Kreises;  derselbe  liegt  also  insbesondere  auch  auf  dem  in  B^ 
auf  Pg  Pg  normal  errichteten  HauptTcreise.  Der  Punkt  ^^  fällt 
nur  bei  der  Varietät  XXVI  b)  (s.  unter  s)  mit  dem  Punkte  P^ 
zusammen,  da  nur  bei  dieser  Varietät  die  die  Winkel  bei  A^ 
und  C^  des  Fünfecks  halbierenden  Hauptkreise  zugleich  die 
Winkel  bei^i  (-45^)  und  Q  («GO«)  des  Dreieckes  ^^  C\ i?i 
halbieren  (vergl.  Fig.  24j/). 

Jedes  derartige  gleicheckige  Netz  XXVI ',  welches  einem 
Netze  XXVI  symmetrisch  zugeordnet  ist  (s.  in  Fig.  24/5  den 
punktiert  gezeichneten  Teil),  besteht  aus  sechs  regulären 
sphärischen  Vierecken  mit  den  Mittelpunkten  Aj  aus  acht 
regulären  Dreiecken  mit  den  Mittelpunkten  C  und  aus  24 
ungleichkantigen  Dreiecken,  deren  eine  auf  P^Pq  senkrechte 
Kante  im  Punkte  B^  halbiert  wird  und  für  welche  die  24 
Punkte  PajPg^Pg...  des  Symmetrienetzes  XXVI  die  Mittel- 
punkte der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  Die  24  sphärischen 
einander  kongruenten  Ecken  des  Netzes  sind  fünfflächig,  in- 
dem in  jedem  Eckpunkte  je  ein  reguläres  Viereck,  je  ein 
reguläres  Dreieck  und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke 
zusammenstossen. 

Da  die  24  Scheitelpunkte  ^  dieser  Ecken  auch  homo- 
loge Punkte  der  24  von  den  Fünfecken  des  Symmetrienetzes 
XXVI  eingeschlossenen  Dreiecke  AGB  sind,  so  folgt,  dass 
diese  Punkte  die  Hemigonie  eines  gleicheckigen  Netzes  XV' 
sind  und  dass  ein  Netz  XXVI'  hiemach  einfach  dadurch  er- 
halten werden  kann,  dass  man  von  den  2.24  Eckpunkten 
^  eines  Netzes  XV'  nur  die  abwechselnd  auf  einander  fol- 
genden (d.  h.  entweder  die  Scheitelpunkte  der  24  rechten 
oder  die  der  24  linken  Ecken)  beibehält  und  von  diesen  je 
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vier  um  einen  der  sechs  Punkte  A,  je  drei  um  einen  der 
acht  Punkte  C  und  je  zwei  um  einen  der  zwölf  Punkte  B 
gruppierten  Punkte  $  durch  Hauptkreisbogea  Terbindet'). 

Die  Netze  XXVI'  bezeichnen  wir  als 
XXVI'     sphärische  (6  +  8  +  24)-firichige  24-Ecke. 

Bei  dem  der  Varietät  XXVI  b)  symmetriaeh  ingeordneten 
Netze  XXVlb')  fallen,  wie  bereits  erwähnt, die  Punkte ¥,,^3 ... 
mit  den  Punkten  P, ,  P^ . . .  zusammen. 

Die  der  Varietät  XXfflc)  zugeordnete  Varietät  XXVI  c') 
ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  Punkte  ^, ...  mit  den 
Mittelpunkten  Qi-..  der  den  Fünfecken  eingeschriebenen  Kreise 
zusammenfallen,  dass  also  die  sämtlichen  Kauten  des  gleich- 
eckigen Netzes  gleich  werden,  die  24  Dreiecke  also  zu  re- 
gulären werden.  Dies  zugleich  gleichkantige  gleich- 
eckige  Netz  stellt  die  Archimedeische  Varietät  XXVIc') 
der  Netze  XXVI'  dar. 

Das  Netz,  welches  der  Varietät  XXVld)  symmetrisch 
zugeordnet  ist,  bat  die  Eigentümlichkeit,  dass  seine  Eck- 
punkte 9ß  mit  den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des 
Symraetrienetzes  um  geschriebenen  Kreise  zusammenfallen. 
Die  Kanten  dieses  gleicheckigen  Netzes  halbieren  also  anch 
ihrerseits  diejenigen  des  gleichöSchigen  Netzes;  d.  h.  beide 
Netze  XXVId)  und  XXVId')  sind  symmetrisch  konju- 
giert. 

6.  Bezeichnen  wir  die  Abstände  des  Punktes  ^^  von 
den  Eckpunkten  j4,,C,,B(  mit  «'«,  c'c,  f't,  ebenso  durch 
fr'a,  #'0  *"*,  die  Winkel,  welche  die  Hauptkreisbogea  A^  ^^, 
Ci^i,  .Biii  bez.  mit  A,B^,  C,A^,  if,C,  bilden,  femer 
durch  R'  den  Radius  des  einem  Dreiecke  PjP^Pj  um- 
geschriebenen Kreises,  durch  a'  und  A'  Kante  und  Winkel 
eines  regulären  Vierecks,  durch  y'  und  C  Kante  und  Winkel 
eines  regulären  Dreiecks  und  endlich  durch  ß'  die  in  £^ 
halbierte  Kante,  so  bestehen  folgende  Relationen: 

1}  Sohncke  bezeichnet  (a.  deesen  Kr^stallatruktur  p.  166) 
das  durch  die2lFunkta$  bestimmte  Punktsystem  als  olitaedrischen 
Sl-Punktner. 
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63«) 


sin  -j  «' 


^sine'aj  5en I y' =. -J ys stWc ,  i/S'  =  «'6, 


cotg^A'^cos€*a^  cotg^C'-^yScosB'c^ 


63(>) 


COSB*  ^COSSb  cos  l\  =  cos  Sa  cos  s'a  + 


sm  Sa  sin  Sa 


V2 


f   ,   sin  Sc  sin  b\ 

cos  Sc  cos  «'  cH n ' 


63<y)     ^a  +  ^'a  =  45<>,    de  +  ^'c  =  60«,    ^,  +  -^'6  =  90^ 


63r) 


J  fang  Sa  tang  s'a  (^2  —  cos  ^a  cos  -ö-'a)  —  tang  Sa  cos  d^a 


,63v) 


\  —  tang  s\  cos^'a  —  l'^  0. 

Die  Winkel  ^'«j  ^ß'^j,  ^ß'y  eines  imgleichkantigen  Drei- 
eckes (z.  B.  ^x  ^16  $17  9  ^'  ^^S'  ^^ß)  bestimmen  sich  leicht 
aus  den  Formeln: 

5P'„«/S"  +  y",     cosa"^cofgR'tang^a*, 
5P'^«y"  +  a",     cosß''^cotgRtnng\ß\ 

•  Statt  der  Variabein  Sa^Sc,st  oder  Sa^^a  und  entsprechend 
statt  6'a,  e'c,  «'ft  oder  «'a,  -ö-'a  können  in  obige  Formeln  auch 
[yergl.  die  Formeln  33)  in  §  27]  die  Variabein  «aij^a2>*a3 
und    entsprechend    «'ai,  «'027  ^'as    eingeführt   werden,    wobei 

COS^  Sai  +  COS^  Sa2  +  COS^  £«3  =  COS^  S*ai  +  COS^  S^^  +  COS^  «'03  «=*  1  ist. 

Die  Einführung  dieser  Variabein  wird  sich  später  (yergl. 
das  fünfte  Kapitel)  bei  Benutzung  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  Punkte  5p  als  vorteilhaft  erweisen. 

Für  die  Varietät  XXVIb)  und  die  zugeordnete  Varietät 
XXVIV)  wird  (s.  Formel  33x) 

tang{ri-22\') 


63 9>)       ^a^^  i 


224« 


*,  tang Ba^ tang s 


cos  22-|-^ 


welche  Wertsysteme  auch  die  Gleichung  63t)  befriedigen. 

Die  Punktsysteme  P, . . .  und  $i . . .  stehen,  wie  aus  den 
angegebenen  Konstruktionen  unmittelbar  folgt  und  auch  aus 
der  Formel  63<y)  hervorgeht,  wiederum  in  einer  Steiner- 
schen  involutorischen  Verwandtschaft  (vergl.  §  29,5  und 
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§  411,  o).  (S.  Fig.  2-iy.)  Der  einem  Punkte  P^  konjugierte 
Pol  ^l,  ist  der'Schnittpuiikt  der  drei  Strahlen  A,^^,  C\  % ,  B,  ¥,. 
welche  bez.  syinmetriach  in  Beziehung  auf  die  Halbierungs- 
strahlen der  AVinkel  des  Dreiecks  Aif\Ii^  zu  den  Strahlen 
AJ',.  C\P,,  B,P,  liegen.  Die  Punkte  ^,,  C,,  Ji,  sind 
die  Hauptpunkte  der  Verwandtacbaft ,  während  die  vier 
Mittelpunkte  der  das  Dreieck  A,C^Bi  berührenden  Kreise 
die  Doppelpunkte  darstellen.  Insbesondere  ist  der  Mittel- 
punkt des  das  Dreieck  von  Innen  berührenden  Kreises  der 
durch  die  Formel  6Z<p)  bestimmte  Punkt,  dessen  2.2-4  homo- 
loge Punkte  die  Eckpunkte  der  ÄrchimedeiGchen  Varietät  des 
Netzes  XV'  bilden,  während  die  Hemigonie  derselben  die 
Eckpunkte  der  Varietät  XXVI  b')  darstellt. 

Die  Werte  für  die  Ärchimedeische  Varietät  XXVIe') 
sowie  für  diejenige  XXVId')  ergeben  sieb  ohne  Schwierigkeit 
aus  den  Formeln  GSx)  und  63|). 

7.  Das  gleicheekige  Polyeder,  welches  jedem  Netze  XXVI ' 
eingeschrieben  werden  kann,  ist  von  sechs  Quadraten  (Hexa- 
ederflächen), acht  regulären  Dreiecken  (Oktaederflächen)  und 
von  24  iitirefrelmLissigeii  l.lreieckcii  begreuzt  imd  hat  24 
kongruente  fünfflächige  Ecken.  Wir  bezeichnen  dasselbe  als 
[XXVI']  gleicheckiges  (6-|-8  +  24)-nächige8  24-Eck. 
Ihm  entspricht  polar  das  demselben  Netze  in  dessen  Eck- 
punkten umgeschriebene  gleichflüchige  Polyeder,  nämlich  das 
[XXVI]  gleichfläehige  (6-|-8  +  24)-eckige  24-Flach 
oder  Pentagonikositetraeder,  welches  von  24  kongruenten 
unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  ist  und  sechs  regulär- 
vierflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Oktaedereekpunkte  sind), 
acht  regulär-dreiflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Hexaedereck- 
punkte sind)   und   24  unregelmüssig -dreiflächige  Ecken  hat. 

Die  24  unregelmässigen  Dreiecke  des  gleicheckigen  Po- 
lyeders [XXVI']  sind  die  Grenzflächen  einer  bestimmten 
Varietät  des  gleiehflächigen  Polyeders  [XXVI],  und  ebenso 
sind  die  24  Scheitel  der  unregelmässig-dreiöächigen  Ecken 
des  Polyeders  [XXVI]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varie- 
tät  des    gleicheckigen  Polyeders   [XXVI'j,     Denn   die   oben 
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durch  P  bezeichneten  Punkte  der  Kugel  sind  bei  dem  ein- 
geschriebenen gleicheckigen  Polyeder  die  Schnittpunkte  der 
vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Ebenen  dieser  Dreiecke 
gefällten  Normalen,  bei  dem  umgeschriebenen  gleichflächigen 
Polyeder  die  Schnittpunkte  der  vom  Mittelpunkte  der  Kugel 
nach  den  Scheiteln  der  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken 
gezogenen  Eckradien. 

Die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen,  Axen^ 
Flächenwinkel  u.  s.  w.  der  beiden  Polyeder  ergiebt  sich  ein- 
fach mit  Benutzung  der  Beziehungen  18  a)  bis  d)  aus  den 
fQr  das  gleicheckige  sphärische  Netz  aufgestellten  Formeln. 
Auch  wird  man  die  besonderen  Varietäten,  welche  den  spe- 
ziellen Netzen  XXVI  a')  bis  d')  entsprechen ,  ohne  Schwierig- 
keit herleiten  und  die  besonderen  Eigenschaften  derselben 
feststellen. 

Das  dem  gleicheckigen  Netze  XXVI b')  eingeschriebene 
gleicheckige  Polyeder  [XXVI  b')]  hat  die  Eigenschaft,  dass 
die  24  unregelmässig- dreieckigen  Grenzflächen  erweitert  ein 
gleichflächiges  Pentagonikositetraeder  einschliessen,  welches 
dem  demselben  Netzer  umgeschriebenen  Polyeder  [XXVI  b)] 
geometrisch  ähnlich  ist;  umgekehrt  sind  die  24  Scheitel  der 
unregelmässig- dreiflächigen  Ecken  dieses  letzteren  Polyeders 
die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen,  welches  dem  einge- 
schriebenen geometrisch  ähnlich  ist. 

Dem  gleicheckigen  Netze  XXVI  c')  entsprechen  als  ein- 
iind  umgeschriebene  Polyeder  die  bezüglichen  Archimedei- 
schen  Varietäten  der  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Po- 
lyeder, bei  welchen  bez.  die  24  unregelmässig -dreieckigen 
Orenzflächen  und  die  24  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken 
regulär  werden. 

Das  dem  gleicheckigen  Netze  XXVI  d')  eingeschriebene 
Polyeder  berührt  zugleich  eine  konzentrische  Kugel;  dasselbe 
ist  dem  gleich  eckigen  Polyeder,  welches  dem  konjugierten 
Netze  XXVI  d)  umgeschrieben  ist,  konzentrisch  und  ähnlich. 
Ebenso  ist  das  dem  Netze  XXVI  d')  umgeschriebene  gleich- 
flächige Polyeder  zugleich  einer  konzentrischen  Kugel  ein- 
geschrieben und  demjenigen  Polyeder  konzentrisch  und  ahn- 
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Hell,  welches  dem  konjugierten  Ketze  XXVI d)  eingeschrieben 
werden  kann. 

Endlich  folgt  aus  der  zwischen  den  beiden  sich  polar 
entsprechenden  Polyedern  [XXVI]  und  [XXVI']  bestehenden 
Beziehung,  daas  so  wie  das  letztere  eine  bestimmte  Herai- 
gouie  eines  (6  +  8 +  24)-flächigen  2.24-Eck3  [SV]  ist,  so 
auch  das  gUichflüchige  Polyeder  [XXV]  diejenige  bestimmte 
Hemiedrie')  eines  (6  +  8+ 12)-fläehigen  2,24-Flachs 
[XV]  (eines  Hexakisoktaeders)  darstellt,  welche  durch  Er- 
weiterung der  abwechselnd  aufeinander  folgenden  Grenzflächen, 
d.  h.  der  24  rechten  oder  der  24  linken,  aus  jenem  erhalten 
werden  kann, 

§  13.  Peiitagonhexekotitaedemctz  XXA'II  nebst  deu 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzoi]  XXTII'  und  den 

entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  durch  die  unter  64)  §  41  aufgestellten  Werte 
I  ^1  =  72«,  ^3  =  120°,  ^,  +  Jj  +  ^s  =  360", 
^^"^    j       »;  =  60,  ^,  =  12,  f.,  =  20,  ,i',  =  60 
bestimmte,  zweifach  veränderliche  Netz  setzt  sich  aus  sech- 
zig   gleichen    und    ähnlichen,    unsymmetrischen   Fünfecken 
zusammen.     Da   zufolge    der   Beschaffenheit    dieses   Netzes 
sowohl  die'  beiden  den  Winkel  ^^  =  72",  als  auch  die  beiden 
den  Winkel  Ai-=''[20''  einschlieBsenden  Kanten  bez.  einander 
gleich  sein  mUssen,  so  besitzt  das  Netz  zwölf  regulär-fünf- 
flächige,    zwanzig    regulär -dreiflächige    sphärische     Ecken, 
während  in  jeder    der  sechzig    veränderlichen    Ecken    der 
zweiten  Hauptgruppe   sich  je   drei  Winkel  A^,  A^,  A^  ver- 
einigen. 

Die  Scheitel  der  zwölf  regulär  -  fanMächigen  Ecken 
müssen  mit  den  Eckpunkten  G  eines  Ikosaedemetzes  Y,  die 
Scheitel  der  regulär-dreiflächigen  Ecken  mit  den  Eckpunkten 

1)  Man  bezeichnet  diese  Art  der  Hemiedrie  [welche  an  Erjatall- 
formen  bisher  noch  nicht  beobachtet  wurde)  aU  plagiedriscbe  oder 
g^roidiBche  Hemiedrie;    vergl.  Sohncke,   Kijetallstruktur   S.  18B. 
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des  konjugierten  Pentagondodekaedernetzes  VII  zusammen- 
fallen, so  dass  die  Diagonale  Ä^A^^^^x  (Formel  8  in  §  9)  ist. 
Denn  wenn  man  (s.  Fig.  25  a) 

den  Winkel  A^  (=90«)  mit  dem  Scheitel  G^  durch  ß, 

120«)  „ 


64^) 


n 
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A 

c. 

77 
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p. 

V 

Pß, 
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;j 

Pn 

Pn 

7? 

Pa 

bezeichnet,  wobei  Pa  +  P(i  +  Py'=  360«  ist,  alsdann  in  den  fünf 
um  Gl  gruppierten  Fünfecken  des  Netzes  die  Diagonalen 
GiCj,  GfiGa,  GjQ,  GiCg,  GiCj  zieht,  welche  unter  72«  gegen- 
einander geneigt  sind,  und  die  fünf  Punkte  Ci,  Cg,  C^,  Q,  6^ 
durch  Hauptkreisbogen  successive  verbindet,  wobei  der  Schnitt- 
punkt von  CgCj  mit  Pjo-Pn  durch  JB,  bezeichnet  werde,  so 
ergiebt  sich  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke 

G,P,C,^G,P,,C,  und  B,P,,C,^B,P,,C,, 

dass  das  gleichschenklige  Dreieck  G^C^C^^  dessen  Winkel 
an  der  Spitze  72«  beträgt,  dem  Fünfeck  G^P^C^P^yP^^  an 
Inhalt  (gleich  dem  60'®*'  Teile  der  Kugelfläche)  gleich  ist 
und  also  das  Dreieck  des  Pentakisdodekaedernetzes  XI  (§  21) 
sein  muss.  Weiter  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  B^  der  Basis 
CjCg  auch  der  Mittelpunkt  der  Kante  P^qPu  <ies  Fünfeckes 
ist  und  dass  die  Eckpunkte  Pg,  P,q,  Pi,  symmetrisch  zu  einem 
innerhalb  des  Dreieckes  G^CyB^^  eines  Diakishexekon- 
taedernetzes  XVI  in  Beziehung  auf  G^C^^  ^i^i  und  B^C^ 
liegenden  Punkte  Pj  gruppiert  sind. 

Die  sechzig  Eckpunkte  Pg,  P4,  Pg,  Pg,  P,o;  ^n--*  ®°^ 
sprechen  also  derjenigen  Hemigonie  der  2.60  Eckpunkte 
«ines  gleicheckigen  Netzes  XVI'  (§  28,3),  bei  welcher  nur 
die  sechzig  rechten  oder  die  sechzig  linken  Ecken  beibe- 
halten werden,  nämlich  diejenigen,  deren  Scheitel  in  den 
Dreiecken  des  Netzes  XVI  liegen,  welche  dem  den  Punkt  Pj 
enthaltenden  Dreiecke  G^C^B^  symmetrisch  gleich  sind. 

Daraus  folgt,  dass  das  Netz  XXVII,  welches  als 

XXVn     sphärisches  (12  +  20  +  60)-eckiges  60-Flach 
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oder  kurz  als    Pentagoohexekontaedernetz   bMeichiiet 
Verden  soll,  auf  folgende  Art  konstruiert  werden  kann: 

Man  verbinde  je  drei  Punkte  G,  C,  Ji  des  Dreieckes 
eines  Netzes  XVT  durch  Hauptkreisbogeu  mit  den  drei 
Punkten  eines  Netzes  SVI',  welche  zu  dem  im  Innern  des ' 
Dreieckes  liegenden  Punkte  dieses  Netzes  synimetriscli  liegen. 
Die  beiden  von  G  ausgebenden  gleichen  Bogen  bilden  als- 
dann einen  Winkel  von  72",  die  beiden  von  C  ausgehenden 
gleichen  Bogen  einen  Winkel  von  120",  während  die  beideii 
von  B  ausgebenden  gleichen  Bogen  in  einen  Hauptkreis 
fallen  (einen  Winkel  von  180"  bilden)  (vergl.  Fig.  25«  und 
Fig.  25^,  deren  ansgezogener  Teil  das  vollständige  Netz 
darstellt), 

2.  Wir  bezeichnen,  wie  in  §  28,  5,  die  Abstände  eines 
Punktes  P,  von  den  drei  Eckpunkten  G^jC^Bi  des  Drei- 
eckes (.?,  Gl  iJj  durch  Ej,,  ft,/»,  die  Winkel,  welche  diese 
Hauptkreisbogen  G^P^,  C,  P^,  li^P^  bez.  mit  G,  Ü,,  C,G„ 
SiC\  bilden,  durch  ft^,  &,.,■*»•  Dann  erhalten  wir  für  die 
£anten  und  Winkel  des  Fünfecks  folgende  Werte  [vergl- 
34«)  in  §  28]: 

64;-)    G,P^^G,P,^~t,,  C,P^^C,P„~8c,   P,oP„-2f» 
und 


64  d) 


cos  li>  —  COS  fi  cos  te  _         COS  %  —  COS  Be  COS  lg 

•,  sin  Be 

p,-'' 


isP„— — -h ■— )  cosPi 

Stn  Bt  Sm  Be 

-  cos  fg  cos  f  4 


stn  tg  sm  f  6 

in  welchen  tg  und  f«  mit  Hilfe  der  Formeln  34a)  durch  f» 
und  di  als  die  unabhängigen  Variabein  ausgedrückt  werden 
können. 

3.  Wenn  die  Variable  tf,  alle  Werte  zwischen  0  und  <f> 
und  gleichzeitig  die  Variable  #s  alle  Werte  zwischen  0"  und 
90"  durchläuft,  also  der  Punkt  P,  alle  möglichen  Lagen 
innerhalb  des  Dreieckes  6^,  (7,  B^  annimmt,  so  werden  die 
sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXVII  erhalten. 

Von  diesen  Varietäten  sind,  analog  wie  bei  dem  Netze 
XXVI  (§  42,  3),  folgende  bemerkenswert: 
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XXVII  a) 


a)  Wenn  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke G^C^B^  umgeschriebenen  Kreises  ist,  so  wird  [vergL 
§  28  Formel  34^)  und  340]: 

^if  *=  fc  =  f 6  "=  -R,    t(ii^9 1?  ==  4  cotg  q> .  sin  3^, 

also 

P«18^42'45",  2,    Pu=    68ö52'22",  6, 

P^,=- 174^9'   0",  4, 
Py=116<>48'37",  0. 

b)  Ist  der  Punkt  P^  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
Gl  Ci  -Bj  eingeschriebenen  Kreises,  so  dass  die  sämtlichen  mit 
Pj  homologen  Punkte  die  Eckpunkte  der  Archimedeischen 
Varietät  des  Netzes  XVI'  darstellen  (34x),  so  bestehen, 
wenn  P  den  Radius  dieses  Kreises  bedeutet,  die  Beziehungen: 

cotgP^y^cotgl^'^^   P-=  7^33'21",  8, 

sin  P       .  sin  P       ,  sin  P 

25m'  3",  3,  Pa  =  106<>23'  6",  2, 
15^14' 51",  7,  P^- 134« 29 '45",  5, 
10^43'   2",  4,     Py-119«    7'   8",  3. 

Die  charakteristische  Eigenschaft  dieses  Fünfecks  be- 
steht darin,  dass  die  Bogen  G^  Pj  und  C^  P^  bez.  die  Winkel 
bei  Gl  und  C\  halbieren,  während  der  Bogen  B^  Pj  in  Pj 
auf  der  Kante  Pi^P^  normal  steht,  so  dass  der  Punkt  Pj 
zugleich  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreieck/  Pg  Pjq  ^n  um- 
geschriebenen Kreises  ist,  dessen  Radius  Jß'  sich  aus 
cos-R'-cos^£6,  P'«15«6'44",  0  bestimmt. 

c)  Für  diejenige  Lage  des  Punktes  Pj,  bei  welcher  die 
drei  Bogen  P^  G^ ,  P^  B^  und  P^  C^  unter  gleichen  Winkela 
Ton  120^  gegeneinander  geneigt  sind,  d.  h. 

64f)  p,«p,«p..«  1200 

ist  und  die  dreiflächigen  Ecken  mit  den  Scheiteln  Pg... 
regulär  werden,  resultiert  die  bereits  in  §  41,  3  erwähnte 
Archimedeische  Varietät  XXVIIc). 


xxvnb) 


sm  fo 
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In  diesem  Falle  läsat  sich  dem  Fiiufecke  ein  Kreis  ein- 
schreiben, welcher  die  Kante  PjqPh  in  ihrem  Mittelpunkte 
B^  nnd  ebenso  die  Kanten  J",,  C\  und  C,  P^  in  ihren  Mittel- 
punkten berührt.  Der  Radius  Pj  dieses  Kreises  bestimmt 
sich  BUS 

{fang  P,  =  ]/3  sin  ta  —  fang  36*' .  si«  (e,  —  **), 
P,- 13"  24' 38",  1, 


64  £) 

-während 

64.,) 


rf,  =  2f^=15<'49'28",  4, 

1  £,=  i'7"  4' 11",  9 

ist,  wobei  der  Wert  für  ts  sich  aus  der  kubischen  Gleichung: 

64  d)  cos^  h  —  4  (.«jj  f 6  —  -i  cos  it  —  0 

ergiebt. 

Die  drei  Kanten  Pm  Pin  Pti  ^'t  ^^^  ^-i  Pt)  welche  in 
ihren  Mittelpunkten  berührt  werden,  sind  gleiehlang,  während 
die  beiden  andern,  in  O^  zusammenstosaenden  gleichen  Kan- 
ten durch  den  Berührungspunkt  in  die  Abschnitte  fg  und 
tg  —  En  geteilt  werden. 

Der  Mittelpunkt  '.'i  dos  dem  Fünfeck  eingeschriebenen 
Kreises  ist  zugleich  der  Hittelpunkt  des  dem  Dreiecke 
Pg  P^g  Pjj  umgeschriebenen  Kreises,  dessen  Radius  R'  sich 
aus 

640       cos-R'-wsPi-rasfä,   fi' -  15''32' 1",  7 
bestimmt.     Für  die  Entfernungen  i'^,  i't,  f'j  des  Punktes  ©, 
von  Gl,  C\,  Bj  erhält  man 

j cos i',, ^cos  P, . cos (i.,  —  h),    *'»  =  53"  14'  23",  0, 

'   I  i'.-n;  *',-P,. 

d)  Als  eine  vierte  bemerkenswerte  Varietät  XXVIId) 
ist  endlich  noch  diejenige  zu  erwähnen,  bei  welcher  dem 
Fünfecke  ein  Kreis  umgeschrieben  werden  kann,  das  Sehnen- 
polygon  also  ein  ebenes  Fünfeck  i9t. 

Für  die  Winkel  P,.,P_i,Py  folgt,  da  der  Mittelpunkt 
dieses  Kreises  der  Durchschnittspunkt  der  die  Winkel  bei 
G,  (=72")  und  C\  (=120")  halbierenden  Hauptkreisbogen 
sein  muss: 
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64A) 


p^.=  36»  +  60«-  96», 
Py  =  84«+36»=120«, 
P„- 60» +  84» -144«. 


Bezeichnet  man  den  Radius  dieses  Kreises  durch  i2„ 
so  erhält  man: 


64ft) 


'<»'«. -'^-?-^-2'».H.., 


woraus 


=  cotg  q> 


Vö  +  l      tanget 


=-2ijm6^ 


fang -^  Sc     ^^^^  ^  2      '  tang^Bc 

folgt.     Mit  Benutzung  der  Formeln  (64 d)  wird  erhalten: 

s,^   2«   1'42",  5. 

Die  Abstände  £'^,  f'c,  a'*   des  Mittelpunktes   des  umge- 
schriebenen Kreises  von  den  Punkten  Gi^C^B^  sind: 


=^-=30« 39' 33",  6, 

£c-19M3'52",  9,    iJi-18^43'6",  1^. 


64g) 


cos  tt  = i  > 

eossi 


^=.a'.=.iJ^  =  18ö43'   6",*1, 

18»  36' 43",  3. 


b\ 


Die  Varietät  XXVII d)  ist  die  einzige,  welcher  ein  ent- 
sprechendes gleichflächiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  umgeschrieben  werden  kann. 

4.  Die  Axen  eines  Netzes  XXVII  sind  dieselben  und 
von  gleicher  Zähligkeit,  wie  diejenigen  eines  Diakishexekon- 
taedemetzes  XVI  (vergl.  §  28,  2).  Es  sind  also  sechs  Paare 
fünfzähliger  nach  den  Punkten  G^  zehn  Paare  drei- 
zähliger,  nach  den  Punkten  C  und  15  Paare  zwei- 
zähliger  nach  den  Punkten  B  gerichteter  Axen  vorhanden. 
Dagegen  besitzt  ein  Netz  XXVII  keine  direkt -symmetrischen 
Mittelebenen,  ist  also  ein  vollständig  unsymmetrisches 
Netz. 


1)  Dieser  Wei-t  für  Ri   differiert  nur  um  21"   von  dem  Werte 
far  JR  in  XXVII  a). 

Hess,   Kugelteilung.  13 
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5.  Die  xa  einem  beliebig  im  Innern  einer  Grenzfläche 
aageuommenan  Punkte  ^  botaologen  Punkte  sämtlicher 
GranK^chen  ergeben,  venn  je  zwei  in  Beziehung  auf  eine 
Kante  bemulhbarte  Punkte  ^  durch  Hauptkreisbogen  ver- 
ininden  werden,  ein  gleichecUges  Ketz,  welches  dem  Netze 
XSVn  im  allgemeinen  nnaymmetrisch- zugeordnet  ist 
(Tergl  g  30, 4,  §  38,  4,  g  42,  b).  JtAev  bestimmten  Varietät 
eines  Netzea  XXVII  iai  dagegen  nur  «iii  gleicheckiges  Netz 
B y mm etriBch -zugeordnet.  Die  £ckpunkte  dieses  Netzes 
Bind  diqeuigen  bomolc^en  Funkte^  aller  Fünfecke,  welche 
in  Benekong  anf  die  Eantm  derselben  symmetrisch  liegen. 

Jeder  solche  Punkt  $,  z.  B.  fßi,  ist  der  Scbnittpunkt 
der  beiden  Hanptkreis«,  welche  die  Winkel  bei  G,  und  t\ 
halbieren,  also  auch  der  Büttelpnnkt  des  dem  Dreiecke 
^^„^,1  nmgesohiiebenen  Kreises,  welcher  auch  auf 
dem  in  B^  anf  Pi^Pu  normal  erriehteten  Uauptkreisbogen 
li^  Der  Fmikt  %  föllt  nur  bei  der  Varietät  XXVHb) 
mit  dem  Pankte  i\  zusammen. 

Ein  derartiges  gleidkeckiges  Netz  üVU',  welches  tanem. 
Netze  AXVU  symmetriBch  zngeordnet  ist  (b.  in  Fig.  26fi 
den  punktiert  gezeichneten  Teil),  besteht  aus  zw51f  re- 
gulären  sphärischen  Ffinfecken  mit  den  Mittelpunkten  O, 
ans  20  regulären  Dreiecken  mit  den  Mittelpunkten  G  und 
aus  60  ongleicbkantigen  Dreiecken,  deren  anf  Pi^Ph  nor- 
male Kante  im  Pankte  S,  halbiert  wird  und  für  welche  die 
60  Funkte  Pf-,  -Pioi  -Pu  ■  ■  ■  des  Symmetrienetzes  XXYII  die 
Mittelpunkte  der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  In  jeder 
der  60  einander  kongruenten  fllnfflächigen  sphärischen  Ecken 
stoBsen  je  ein  reguläres  Fünfeck,  je  ein  reguläres  Dreieck 
und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke  zusammen. 

Die  60  Scheitelpunkte  ^  dieser  Ecken  stellen,  da  sie 
auch  homologe  Punkte  der  60  von  den  Fünfecken  des  Sym- 
metrienetzes XXVII  eingeschlossenen  Dreiecke  (?,  (7,  S^  sind, 
die  Hemigonie  eines  gleicheckigeu  Netzes  XVI'  (§  28,  a)  dar. 
Man  kann  hiemach  ein  Netz  XXVII'  einfach  dadurch  er- 
halten, dass  man  von  den  2 .  60  Eckpunkten  Sß  eines 
(12-|-20  +  30)-flächigen  2.60-Ecks  XVI'  nur  die  abwechselnd 


I 
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aufeinander  folgenden  (d.  h.  entweder  die  Scheitelpunkte  der 
60  rechten  oder  die  der  60  linken  Ecken)  beibehält  und  von 
diesen  je  fünf  um  einen  der  zwölf  Punkte  6r,  je  drei  um 
einen  der  20  Punkte  C  und  je  zwei  um  einen  der  30  Punkte 
B  gruppierte  Punkte  ^  durch  Hauptkreisbogen  verbindet^). 

Die  Netze  XXVII'  bezeichnen  wir  als 
XXVII'     sphärische  (12  + 20 +  60)-f lächige  60-Ecke. 

Bei  der  der  Varietät  XXVII  c)  symmetrisch  zugeordneten 
Varietät  XXVUc')  fallen  die  Punkte  ?Pi...  mit  den  Mittel- 
punkten  Qx*..  der  den  Fünfecken  eingeschriebenen  Kreise 
zusammen.  Da  sämtliche  Kanten  des  gleicheckigen  Netzes 
alsdann  gleich^  die  60  Dreiecke  also  zu  regulären  werden^ 
so  stellt  dies  -zugleich  gleichkantige  gleicheckige  Netz 
XXVIIc')  die  Archimedeische  Varietät  der  Netze  XXVII' 
dar. 

Das  der  Varietät  XXVII  d)  symmetrisch  zugeordnete 
Netz  XXVnd')  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  seine  Eck- 
punkte $  mit  den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des 
Symmetrienetzes  nm  geschriebenen  Kreise  zusammenfallen. 
Die  Netze  XXVIId)  und  XXVII d')  sind  symmetrisch  kon- 
jugiert, da  die  Kanten  des  gleichflächigen  Netzes  auch 
durch  diejenigen  des  gleicheckigen  Netzes  halbiert  werden. 

6.  Werden  die  Entfernungen  des  Punktes  ^^  ^^^  ^^^ 
Eckpunkten  G^^C^^B^  mit  e'g^s'cj^'b^  die  Winkel,  welche 
die  Hauptkreisbogen  G^^^j  ^i^n  ^i^i  ^®z.  mit  G^B^^ 
C^Gi^  B^C^  bilden,  durch  -0"'^, -O^c, -0^6,  femer  der  Radius  des 
einem  Dreiecke  Pg  P^o  Pn  umgeschriebenen  Kreises  durch 
12',  Kante  und  Winkel  eines  regulären  Fünfeckes  durch  a' 
und  Ä\  Kante  und  Winkel  eines  regulären  Dreieckes  durch 
y'  und  C,  die  Winkel  eines  ungleichkantigen  Dreieckes  (z.  B. 
^1  ^fo^n)  durch  ^ß'«,  ?P'^,  $V  ^^  die  in  JB^  halbierte  Kante 
durch  ß'  bezeichnet,  so  bestehen  die  Beziehungen: 

1)  Man  könnte  (analog  wie  in  §  42,  5)  das  durch  die  60  Punkte 
^  bestimmte  Panktsystem  als  ikosaedrischen  60- Punktner  be- 
zeichnen. 

13* 
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coig\A^^  tung  36.^ .  cos  a'^,  cotg  |  C  - 1/3  cos «'« , 

coi^9) 


64») 


64p) 


COSB*  =  C05«6  COS£\  =-  C05«i7  CÖÄc'^  +  SlUBg  siu^g. 

,    .  sm«cSt«a'c 

=  cos  Bc  COS  Bc  H ö ' 


64r) 


64<y)  ^g  +  ^\^36^,  #,  +  #',«60^  ^6  + -^'6-90^, 
tangBgtang^g\  — ^^ -- sin^ q) cos^gcos^^  \—tangBg.sinq>costp.m^ 

—  tang  B^g  .smq>cosq>.cos^%  +  sivi?  g>  —  0. 

Die  Winkel  5ß'a,  ^'/?,  ?PV  bestimmen  sich  aus  den  For- 
meln 63t;)  (§  42;  5),  wenn  die  Teilwinkel,  sowie  die  Kanten 
«',  /J', )/  und  der  Radius  JB'  die  dem  Netze  XXVTI'  ent- 
sprechende Bedeutung  erhalten. 

Man  kann  auch  statt  der  Variabeln  f^,  %g  oder  Bgj  Bej  £« 
und  entsprechend  statt  b\^  ^\  oder  B\y  b\^  b\  diejenigen 
Bby  ^b  und  B\y  ^t  oder  auch  [vergl.  die  Formeln  34)  in  §  28] 
die  Variabein  e^,  e"*,  «'"&  und  c'^,  c<">,  «('"^^  einführen  (vergL 
das  fünfte  Kapitel). 

Bei  der  Varietät  XXVII  b)  und  der  zugeordneten  Varie- 
tät XXVII  bO  wird  (s.  Formel  34  x) 

649.)     #,  =  #',=  18«;    fang  e,  =  tang  e',  ^  ^""''^^f^^T  - 

='2sintp  lang  (45®  —  ^), 

welche  Wertsysteme  die  obige  Gleichung  (64  t)  befriedigen. 
Die  Formeln  (04(y)  lassen  sofort  wiederum  erkennen, 
dass  die  beiden  Punktsysteme  2^^ . . .  und  ^^ . . .  in  einer  in- 
volutorischen  Stein  ersehen  Verwandtschaft  stehen  (vergl. 
§  42,  g)  (s.  Fig.  2h y).  Zwei  konjugierte  Pole  Pj  und  ^^ 
stehen  in  der  Beziehung,  dass  die  Strahlen  6?^  ^^  und  G^F^^ 
6\  ^1  und  C\I\j  A  ^1  ^^"d  ^1  A  bez.  symmetrisch  zu  den 
Halbierungsstrahlen  der  Winkel  (t^,  (\^  B^  des  Dreieckes 
6r^  (\  B^  liegen.  Die  Eckpunkte  dieses  Dreieckes  sind  die 
Hauptpunkte  der  Verwandtschaft,  die  vier  Mittelpimkte 
der   das   Dreieck   Ct^C\B^  l)erührenden  Kreise   die   Doppel- 
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punkte  derselben.  Der  Mittelpunkt  des  das  Dreieck  von 
Innen  berührenden  Kreises  ist  der  durch  die  Formel  6Ag>) 
bestimmte  Punkt;  dieser  und  die  zu  ihm  homologen 
Punkte  stellen  die  Eckpunkte  der  Varietät  XXVIIb')  dar. 

Für  die  Archimedeische  Varietät  XXVIIc'),  sowie 
fftr  diejenige  XXVII  d')  sind  die  besonderen  Werte  fOr  die 
Grössen  «'p,  «V,  *'*  aus  den  Formeln  64x)  und  64|)  zu  ent- 
nehmen. 

7.  Jedem  Netze  XXVII'  lässt  sich  ein  gleicheckiges 
Polyeder  einschreiben^  welches  von  zwölf  regulären  Fünf- 
ecken (Pentagondodekaederflächen)  9  von  zwanzig  regulären 
Dreiecken  (Ikosaederflächen)  und  sechzig  unregelmässigen 
Dreiecken  begrenzt  ist  und  sechzig  kongruente  ftinfflächige 
Ecken  hat.    Dies  Polyeder  wird  als 

[XXVII']    gleicheckiges  (12  + 20 -f60). flächiges 

60-Eck 
bezeichnet. 

Das  diesem  polar  entsprechende^  demselben  Netze  in 
dessen  Eckpunkten  umgeschriebene  gleichflächige  Polyeder, 
xiämlich  das 

[XXVII]    gleichflächige  (12  +  20  +  60)-eckige 

60-Flach 

oder  Pentagonhexekontaeder  ist  von  sechzig  kon- 
gruenten unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  und  hat  zwölf 
:regulär-fünfflächige  Ecken  (deren  Scheitel  Ikosaedereckpunkte 
sind),  zwanzig  regulär  -  dreiflächige  Ecken  (deren  Scheitel 
f  entagondodekaedereckpunkte  sind)  und  sechzig  unregel- 
snässig- dreiflächige  Ecken. 

Die  sechzig  unregelmässigen  Dreiecke  des  Netzes  [XXVII'] 
miad  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varietät  des  gleich- 
fiächigen  Polyeders  [XXVII].  Ebenso  sind  die  sechzig  Scheitel 
der  unregelmässig- dreiflächigen  Ecken  des  Polyeders  [XXVII] 
die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät  des  gleicheckigen 
Polyeders  [XXVII'].  Denn  die  Punkte  P  der  Kugel  sind  die 
Schnittpunkte  der  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  Ebenen 
jener  Dreiecke  gefällten  Normalen,  welche  verlängert  durch 


die  Scheitel  der  nnregelmSMig-dreifl&dügeii  Edcm  4M-4ar 
Kugel  angeschriebenen  glaicihflächigeii  Poljeden  luiidei*ili- 
gehen. 

Wutere  Eigensch^ten  dieser  oiuTnuaetriBAeB  Polfeäat, 
die  nähere  Beschaffisnheä  der  Eokes,  FlAohoi,  Asm,  lUduo- 
Winkel  u.  s.  w.  e^ebeu  sich  mit  LeiohtigkeU  ani  deaftr  dia 
gleicheokige  Ketz  aa^estellten  Bedehongen  mit  BenniEW. 
Ton  18a}  bie  18d).  Ton  besonderen  TarietSten  Bei«s  nooh 
die  felgeodrat  erwähnt. 

Du  dem  gldtdieokigen  Nebe  XXYnb*)  «ngeschriebctte 
gleicheckige  Polyeder  fXXVIIb')]  hat  die  Eigenschaft,  dass 
die  sechzig  unregelmilssig-dreieckigen  GreiizSücheit  erweitert 
ein  Pentagonhexekontaeder  einsehlieasen,  welches  dem  dem- 
selben Netze  umgeschriebenen  Polyeder  [XXVlIb)]  geome- 
trisch ähnlich  ist.  Umgekehrt  sind  die  sechzig  Scheitel  der 
Qnregelm&aaig-dreifl2(diigen  £oken  dieses  letsteren  Polyeders 
die  Eckpunkte  eines  gleicheckigeo,  welches  dem  oil^je-  . 
sofaiiebeoeu  gaome^tisoh  Shulioli  ist. 

Dem  Netze  XXTIlc')  entsprechen  als  ein-  nnd  nm- 
gesdmebene  Polyeder  die  bezüglichen  Ärcbimedeisohen 
YarietSten  der  Polyeder  [XXVII']  and  [XXVIIj,  bei  welchen 
bez.  die  sechzig  unregelmässig -dreieckigen  Grenzflächrai  and 
die  sechzig  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken  za  regnlären 
werden. 

Das  gleicheckige  Polyeder  [XXVIId')J,  welches  dem 
Netze  XXYIId')  eingeschrieben  ist,  ist  zugleich  einer  kon- 
zentrischen Engel  umgeschrieben  und  zwar  ist  dasselbe  kon- 
zentrisch und  ähnlich  demjenigen  gleicheckigen  Polyeder, 
welches  dem  konjugierten  Netze  XXYIId}  umgeschrieben 
werden  kann.  Ebenso  ist  das  dem  Netze  XXYIId')  um- 
geschriebene, gleich&ächige  Polyeder  [XXYXIdj  zugleich 
einer  konzentrischen  Kugel  eingeschrieben  und  ist  dam- 
jenigen  Polyeder  konzentrisch  imd  ähnlich,  welches  dem 
konjugierten  Netze  XXVIId)  eingeschrieben  werden  kamt 

Aus  der  zwischen  den  beiden  polar  sich  entsprechenden 
Polyedern   [XXYIl]   und    [XXVII']   bestehenden  Beziehung 
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folgt  endlich  auch,  dass,  da  das  letztere  eine  bestimmte 
Hemigonie  eines  (12+20+30)-fläcliigen  2.60-Eck8  [XVI'] 
ist,  auch  das  gleichflächige  Polyeder  [XXYII]  diejenige  (gy- 
roidische)  Hemiedrie  eines  (12 +  20 +  30) -eckigen  2.60- 
Flachs  [XYI]  (eines  Diakishexekontaeders)  darstellt,  welche 
durch  Erweiterung  der  sechzig  rechten  oder  der  sechzig 
linken  Grenzflächen  aus  jenem  erhalten  werden  kann. 


65«)        j 
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nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  XXYni' 

und  den  entsprechenden  Polyedern. 

1.  Das  dritte  noch  mögliche,  zweifach  veränderliche  gleich- 
flächige Fünfecksnetz  ist  durch  die  Werte  [vergl.  65)  in  §  41]  : 

^^«^3«  120^,  ^  +  ^^  +  ^5-360^ 
m«12,   ft,  =  ^3«4,   ft',-=12 

bestimmt.  Zufolge  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes  müssen 
sowohl  die  beiden  den  Winkel  A^  =  120^,  als  auch  die  beiden 
den  Winkel  A^  » 120^  einschliessenden  Kanten  bez.  einander 
gleich  sein,  so  dass  das  aus  zwölf  einander  kongruenten, 
unsymmetrischen  Fünfecken  zusammengesetzte  Netz  zwei 
Gruppen  von  je  vier  einander  kongruenten  regulär -drei- 
flächigen Ecken  besitzt,  während  in  jeder  der  zwölf  veränder- 
lichen Ecken  der  zweiten  Hauptgruppe  sich  je  drei  Winkel 
-4j,  -4^,  A^  vereinigen. 

Die  Scheitel  der  beiden  Gruppen  von  je  vier  regulär- 
dreiflächigen Ecken  müssen  nun  mit  den  Eckpunkten  C 
zweier  konjugierten  regulären  Tetraedemetze  III  zusammen- 
fallen.   Denn  wenn  man  (s.  Fig.  26  a) 

den  Winkel  A^  (« 120®)  mit  dem  Scheitel  C,  durch  Qd  , 
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11 

11 
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0 

ist,   alsdann   in 
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den  drei  um  C,  gruppierten  Fünfecken  des  Netzes  die 
Diagonalen  C^C^y  CjCg,  C^C\  zieht,  welche  unter  120^ 
gegeneinander  geneigt  sind  und  die  drei  Punkte  C^,  C^y  C\ 
successive  durch  Hauptkreisbogen  verbindet^  wobei  der  Schnitt- 
punkt von  C3C3  mit  P^P^  durch  A^  bezeichnet  werde,  so 
folgt  aus  der  Kongruenz  der  Dreiecke  C^C^Pi^^ C^C^JP^^xn!i 
C^Ay^P^^C^A^P^y  dass  das  gleichschenklige  Dreieck  C^C^C^ 
dessen  Winkel  an  der  Spitze  120^  beträgt,  dem  Fünfecke 
C^PieC^PfPii  an  Inhalt  (gleich  dem  12*«»  Teile  der  Kugel- 
fläche) gleich  ist  und  also  das  Dreieck  des  Triakiste- 
traedernetzes  IX  (§  19)  sein  muss.  Der  Mittelpunkt  A^ 
der  Basis  C^C^  ist  auch  der  Mittelpunkt  der  Kante  PtP^ 
des  Fünfecks  und  die  Eckpunkte  P3,  P7,i\e  sind  symmetrisch 
zu  einem  innerhalb  des  Dreieckes  A^C^C^  eines  Hexakis- 
tetraedernetzes  Xa)  (§  20,7)  in  Beziehung  auf  A^C^^  A^C^j 
C^C^  liegenden  Punkte  Pg  gruppiert. 

Die  zwölf  Eckpunkte  Pj,  P7,  P^,  Pjg,  P^g,  Pjs .. .  stellen 
diejenige  Hemigonie  der  2.12  Eckpunkte  eines  gleich- 
eckigen (6  +  4  +  4)-flächigen  2.12-Ecks  X"  (§20,6)  dar, 
bei  welcher  nur  die  zwölf  rechten  oder  die  zwölf  linken 
Ecken  beibehalten  werden.  Da  die  Netze  X"  selbst  eine 
bestimmte  Hemigonie  der  Netze  XV'  (vergl.  §  27, 3).  repräsen- 
tieren, so  können  die  zwölf  Eckpunkte  Pg,  P7...  auch  als 
Tetartogonie  der  Netze  XV'  bezeichnet  werden.  (Die 
zwölf  Punkte  P^^P^,,,  sind  die  Hälfte  der  2.12  Punkte, 
welche  in  dem  Netze  X'',  das  in  Fig.  8/3  dargestellt  ist, 
weggelassen  sind.) 

Man  kann  hiemach  das  Netz  XXVIII,  welches  als 

XXVIII     sphärisches  (4T4  + 12)-eckiges   Zwölfflach 

oder  als   tetraedrisches   Pentagondodekaedernetz  be- 
zeichnet werden  soll,  auf  folgende  Art  konstruieren: 

Man  verbinde  je  drei  Eckpunkte  des  Dreiecks  eines 
Hexakistetraedernetzes  Xa)  z.  B.  Cj,  C^,  A^  mit  den  drei 
Punkten  Pg,  P7,  P^^  eines  Netzes  X",  welche  zu  dem  im 
Innern  dieses  Dreiecks  liegenden  Punkte  Pg  symmetrisch 
liegen.    Je  zwei  von  C\  und  C^  ausgehende  und  bez.  einander 
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gleiche  Bogen  schliessen  einen  Winkel  Yon  120^  ein^  die 
von  Ai  ausgehenden  fallen  in  einen  Hauptkreis.  [VergL 
Fig.  26  a)  und  in  Fig.  26/3)]  den  ausgezogenen  Teil.  Die 
erste  Figur  ist  die  stereographische  Projektion  für  den  Pro- 
jektionspunkt C\j  die  zweite  für  den  Projektionspunkt  A*^,} 

2.  Die  Abstände  eines  Punktes,  z.  B.  Pg,  von  den  Eck- 
punkten -4i,  Ci,  C^  bezeichnen  wir  (wie  in  §  20,9)  durch 
€af  «ei,  £c8  9  die  Winkel,  welche  diese  Hauptkreisbogen  AiP^, 
C^Pg;  CjPg  bez.  mit  dem  Halbierungskreise  des  rechten 
Winkels  bei  -4,,  mit  Cj-i,,  mit  C^A^  bilden,  durch  ^af^cn^oi- 
Dann  erhalten  die  Kanten  und  Winkel  des  Fünfecks  folgende 
Werte: 


65y) 
und 


(Jj  Pj  =*  Ci  Pjß  =  «ci  7    ^  P?  ""  ^2  ^16  ^  ^< 
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in  welchen  ^ci  und  Bc^  durch  Ba  und  'd-a  ausgedrückt  werden 
können  (vergl.  Formel  22)  in  §  20). 

3.  Die  sämtlichen  möglichen  Varietäten  der  Netze  XXYIII 
resultieren,  wenn  die  Yariabele  Ba  alle  Werte  zwischen  0 
und  fi  und  gleichzeitig  die  Yariabele  d^a  alle  Werte  zwischen 
0®  und  45®  oder  zwischen  0®  und  —45®  durchläuft  Der 
Punkt  Pg  nimmt  hierbei  alle  Lagen  in  dem  einen  der  recht* 
winkUgen  Dreiecke  an,  in  welche  der  Symmetriekreisbogen 
Al^  P}  das  gleichschenklig  -  rechtwinklige  Dreieck  A^  C^  C^ 
zerlegt. 

Liegt  der  Punkt  Pg  auf  diesem  Symmetriekreisbogen 
selbst,  so  wird 
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65«)  »,-0,  (ii-f,,,  Pyrn-Pna, 

Amm  FOnfiMk  wird  sa  emem  symmetrischen  mit  vier  tuiter- 
«inander  gleiohen  Kanten,  Das  eatsprecheude  Netz,  auf 
welelies  berats  im  §  36 ,  l  am  Ende  hiugewiesea  wurde,  soll  als 

XXIX     aymmetriiekei   Pentagondodekaedernetz 
Jiebet  «inigOD  aaineT  besonderen  Varietäten  im  nüchaten  Para- 
graphen betrachtet  werden. 

Ftlr  diqen^^  Fthi&^e  und  zagehörigen  Netze  XZVIII, 
bei  welchen  der  Pookt  P^  nicht  auf  dem  Sjmmetriebaupt- 
kraise  dea  gleicbsdienkligai  Dreiecks  A,C,C^  l'^gt,  ezistieren 
keine  besonderen,  Tor  den  tlbrigen  ausgezeichnete  Varietäten. 
Insbesondere  Hart  nob  den  Fünfecken  eines  tetrae- 
drisoben  Pentagondodekaedernetzes  XXVIII  weder  ein  Kreis 
ein-  noch  omBohreiben,  abo  kaim  auch  einen  Netze  XXVIII 
weder  ein  gleichflSohigea  Polyeder  ein-,  noch  eia  gleicheckiges 
Poljreder  nmgeschriebnn'  werden. 

4.  Sinem  Netse  XXnH  kommen  dieeetbm  Axen  lo, 
wie   einem    Hezakiatetraedernetie    Xa)    oder   dam 

•  Nef»  X"  (reigL  §  20,  t),  i^mlieh  nrei  Gmppen  von  je  vier 
gleichen  dreizähligen  Axen,  welche  nach  den  Punkten  C, 
und  drei  Paare  gleicher  zweizähliger  Axen,  welche  nach 
den  Punkten  A  gerichtet  sind.  Dagegen  sind  in  einem 
Netze  XXVIII  keine  direkt  symmetrischen  Mittelebenen 
vorhanden;  das  Netz  ist  also  ein  vollständig  nneymme- 
tiisches  Netz. 

5.  Analoge  Betrachtungen  zu  denjenigen,  welche  in  den 
beiden  vorhergehenden  Paragraphen  unter  b.  angestellt  worden, 
ergeben  leicht,  dass  jeder  bestimmten  Varietät  eines  Netses 
XXVIII  nur  ein  gleicheckiges  Netz  XXVIII'  symmetriscb 
zugeordnet  ist,  dessen  Eckpunkte  ^  die  Mittelpunkte 
der  den  Dreiecken  P^P^P,^..,  umgeschriebenen  Kreise 
sind.  Ein  solcher  Punkt  $,  ist  also  der  Schnittpankt  der 
beiden  Hanptkreisbogen,  welche  die  Winkel  bei  C,  and  C, 
halbieren,  und  des  in  Ai  anf  PgP,  normal  errichteten  Haupt* 
kreisbogens. 

Ein  solches  gleicheckiges  Netz  XXVIII'  (siehe  den 
punktiert  gezeichneten  Teil    der  Fig.  36^)  hat  zu   Grenz- 
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flächen  zwei  Gruppen  yon  je  yier  regulären  Dreiecken  mit 
den  Kanten  y\  und  y\  und  den  Mittelpunkten  C  (welche 
den  Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraeder  entsprechen), 
und  zwölf  ungleichkantige  Dreiecke,  für  welche  die  zwölf 
Punkte  P3,  P7...  des  Symmetrienetzes  XXYIII  die  Mittel- 
punkte der  umgeschriebenen  Kreise  sind.  In  jeder  der  zwölf 
einander  kongruenten  fünfflächigen  sphärischen  Ecken  stossen 
je  ein  reguläres  Dreieck  der  ersten  und  der  zweiten  Gruppe 
und  je  drei  der  ungleichkantigen  Dreiecke  zusammen. 

Die  zwölf  Scheitelpunkte  ?ßi,  ^ßg,  ?ßioj  ¥u;  ^i?»  ^«i--- 
sind  als  homologe  Punkte  der  zwölf  von  den  Fünfecken  des 
Symmetrienetzes  XXYIII  eingeschlossenen  Dreiecke  A^C^C^, 
die  oben  unter  1.  besprochene  Hemigonie  eines  gleicheckigen 
Netzes  X".  Ein  Netz  XXYIII'  resultiert  also  einfach,  wenn  von 
den  2.12  Eckpunkten  eines  (6 +  4  + 4) -flächigen  2. 12 -Ecks 
X"  (§  20,  6),  vergl.  Fig.  8/3)  nur  die  Scheitelpunkte  der  zwölf 
rechten  (oder  der  zwölf  linken)  Ecken  beibehalten  und  von 
diesen  je  drei  um  einen  der  Punkte  C  und  je  zwei  um 
einen  Punkt  A  gruppierte  Punkte  ^  durch  Hauptkreisbogen 
verbunden  werden^). 

Die  zwölf  Punkte  ^  sind  auch  (vergl.  i.)  die  Tetartogo- 
nie  eines  Netzes  XY'.    Die  Netze  XXYIII'  bezeichnen  wir  als 


XXYnr  sphärische  (4-f  4  +  12)-flächige  Zwölfecke. 

Die  besonderen  Yarietäten,  bei  welchen  die  Punkte  $1  • .  • 
mit  den  Punkten  Pg...  zusammenfallen,  oder  die  Punkte  ^  mit 
den  Mittelpunkten  der  den  Fünfecken  des  Symmetrienetzes 
ein-  oder  umgeschriebenen  Kreise  zusammenfallen,  können 
nur  dann  resultieren,  wenn  die  Punkte  Pg  .  • . ,  wie  die 
Punkte  $1  • . .  auf  die  Symmetriekreisbogen  der  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  A^C^C^...  fallen.  Wir  werden  diese  Varie- 
täten also  bei  den  symmetrischen  Netzen  XXIX'  (§  45) 
als  besondere  Fälle  erhalten. 

6.  Wenn  die  Abstände  des  Punktes  ^^  von  den  Eck- 
punkten -4i,  Cj,  C,  mit   «'a,  s*cif  «'cj,   die  Winkel,   welche 

1)  Sohncke  nennt  (Krystallstruktor  p.  166)  das  durch  die  iwOlf 
Punkte  $  bestimmte  Punktsystem  einen  ZwOlfpanktner. 
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die  Hanptkreiflbogmi  ^,$i,C,$i,  C,$,  bez.  mit  dem  Halbie- 
nugakreiM  du  rechten  WinlEdi  bei  .4,,  mit  C^A^,  mit  C^A^ 
bildm  dank  9'i,  ^g^,  f^'et,  der  Radius  des  einem  Dreiecke 
fgP^Pig  amgeschriebenan  Eruaes  durch  R',  die  Kauten  und 
Winkel  der  beiden  Ghrappeii  ron  regulären  DreieckeD  durch 
f'i,  Ci  und  y'ii  ^t  °^  caidlich  die  Winkel  eines  uogleich- 
kantigeii  Dreieekw  ^^^'m^h  durch  ^'„,  $',,,  fy„  aowie 
die  in  jli  h^binie  Kante  darch  a'  bezeichnet  werden,  so 
gelten  die  Benduu^en: 


sm  g,i  «w  f 'ai  ^^H 


65,) 

"""'    ""'"      '         "2 
■65*)       ».  +  *'.-0«    *„+»'„-ft,  +  *'.,-60«, 

00»)i  ,—  "  .-  i: 

I  -2y2ioii5«'e,C(W*'.i  +  4  — 0, 

^'n— y"i  +  «".  eosy"t''Cotg R'  tang-^y'f, 
$'„  =  «"  +y",,COS«"  —co/jrÄ'^onß-ja'. 

In  diese  Purmein  können  statt  derVariabeln  ^cu^cu  ecu^et 
und  entsprechend  f'^^,  ^'i,^,  ('(,,  &'<■,  (rergl.  Formel  22)  dea 
§  20)  die  beiden  Yariabelu  ta,  ^a  und  entsprechend  «'s,*« 
eingeführt  werden. 

Die  Punktsysteme  Pg...  und  $, ...  stehen  wiederum  in 
einer  Steinerschen  Yerwandischaft  [s.  Formeln  65*)  und 
65()]-  (Vergl.  §  42,  6  und  §  43,  ö).  Denn  die  Strahlen, 
welche  je  zwei  konjugierte  Pole  P^  und  $,  mit  den  Eck- 
punkten A,,  Cj,  Ci  verbinden,  liegen  bez.  symmetrisch  za  den 
EalbleningsBtrahlen  der  Winkel  des  Dreiecks  ^,C,(7t,  dessen 
Eckpunkte  die  Hauptpunkte  der  Verwandtschaft  sind.  (S. 
Fig.  26/).  Die  Doppelpunkte  sind  wiederum  die  Mittel- 
punkte der  vier  das  Dreieck  AiC\C^  berührenden  Kreise, 
nämlich  die  Punkte  A^,  B^,  B^  und  der  Mittelpunkt  S^  des 
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das  Dreieck  von  innen  berührenden  Kreises.  S.  Fig.  26  d). 
VergL  §  38,  6  und  §  45,  2  unter  XXIX b)  und  6.  Der  Mittel- 
punkt Sq  des  das  Dreieck  von  Innen  berührenden  Kreises 
und  die  zu  ihm  homologen  Punkte  bilden  die  Eckpunkte 
einer  besonderen  Varietät  der  symmetrischen  Netze  XXIX' 
(yergl.  §  45^  e).  Insbesondere  ist  ersichtlich,  dass  zwei  kon- 
jugierte Pole  Pg  und  ^|  immer  zu  beiden  Seiten  dieses 
Halbierungskreisbogens  A^B^  liegen«^) 

7.  Das  gleicheckige  Polyeder,  welches  jedem 
Netze  XXVni'  eingeschrieben  werden  kann^  ist  von  zwei 
Gruppen  von  je  vier  regulären  Dreiecken  (Tetraederflächen) 
und  von  zwölf  ungleichkantigen  Dreiecken  begrenzt;  es  hat 
zwölf  kongruente  fünfflächige  Ecken.  Wir  bezeichnen  das- 
selbe als 


[XX  Vm']  gleicheckiges  (4-f4+ 12)-flächige8  Zwölf  eck. 

Das  ihm  polar  entsprechende,  demselben  Netze  umge- 
schriebene gleichflächige  Polyeder,  nämlich  das 

[XXVni]  gleichflächige  (4  +  4-H2)-eckige  Zwölfflach 

oder  das  tetraedrische  Pentagondodekaeder  ist  von 
zwölf  kongruenten,  unsymmetrischen  Fünfecken  begrenzt  und 
hat  zwei  Gruppen  von  je  vier  regulär -dreiflächigen  Ecken 
(deren  Scheitel  Tetraedereckpunkte  sind)  und  zwölf  unregel- 
mässig-dreiflächige  Ecken. 

Die  12  unregelmässigen  Dreiecke  eines  Netzes  [XXVIII'J 
sind  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varietät  des  gleich- 
flächigen Polyeders  [XXVIIl].  Ebenso  sind  die  zwölf  Schei- 
tel der  unregelmässig -dreiflächigen  Ecken  eines  Polyeders 
[XXVIIl]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät  des 
gleicheckigen  Polyeders  [XXVIII'J  (vergl.  §  42,  7  und  §  43,  7). 

Die  nähere  Beschaffenheit  der  Ecken,  Flächen^  Axen^ 
Flächenwinkel  etc.  dieser  unsymmetrischen  Polyeder  folgt 
aus  den  für  das  gleicheckige  Netz  aufgestellten  Relationen. 

1)  Auf  weitere  Beziehungen,  die  sich  infolge  der  zwischen  den 
Punktsystemen  P  und  $  bestehenden  St  einer  sehen  Verwandtschaft 
iei  den  Netzen  XXV  bis  XXVIIl  und  XVII  ergeben,  wird  im  fünften 
Kapitel  eingegangen  werden. 
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Endlich  ergiebt  sich  aus  der  zwischen  je  zwei  sich  polar 
entsprechenden  Polyedern  [XXVIII]  und  [XXVIII'J  hestehen- 
den  Beziehung,  dass^  sowie  das  letztere  eine  bestimmte 
Hemigonie  eines  (6  +  4  +  4)  -  flachigen  2.12-Eck8  [X"] 
oder  eine  Tetartogonie  eines  (6  +  8+ 12) -flächigen  2.24- 
Ecks  [XV ']  ist,  so  auch  das  gleichflächige  Polyeder  [XXVIII] 
als  eine  bestimmte  Hemiedrie  eines  (6  +  4  +  4)  -  eckigen  2  •  12- 
Flachs  [Xa]  oder  als  eine  Tetartoedrie  eines  (6  +  8  +  12)- 
eckigen  2.24-FIachs  [XV]  (eines  Hexakisoktaeders)  erhalten 
werden  kann. 


§  45.  Symmetrisches  Pentagondodekaedernetz  XXIX 
nebst  den  zugeordneten  Netzen  XXIX'  und  den  ent* 

sprechenden  Polyedern. 

1.  Das  symmetrische  Pentagondodekaedemetz  XXIX 
stellt  den  besonderen  Fall  des  tetraedrischen  XXVill  dar, 
in  welchem  der  Punkt  Pg  auf  dem  Symmetriekreisbogen  dea 
gleichschenkligen  Dreieckes  A^  C^  C^  liegt.  Das  Fünfeck  wird 
ein  symmetrisches  mit  vier  gleichen  Kanten  (vergl.  §  44, 
Formel  65  e),  da 

wird.  Die  beiden  Gruppen  von  je  vier  einander  kongruenten 
regulär -dreiflächigen  Ecken  bilden  eine  Gruppe  von  acht 
kongruenten  regulär  -  dreiflächigen  Ecken,  die  zwölf  verän- 
derlichen dreiflächigen  Ecken  werden  gleichschenklig.  Das 
Netz,  welches  wir  als 

XXIX    sphärisches  (8  +  12)-eckiges  Zwölfflach 

oder  als  symmetrisches  Pentagondodekaedemetz  be- 
zeichnen, ist,  da  die  veränderlichen  Winkel  P^,  Py  nur  der 
Bedingung 

66/3)  P„  +  2P,  =  360« 

zu  genügen  haben,  ein  einfach  veränderliches  Netz. 

Die  zwölf  Scheitel  der  veränderlichen  Ecken  L^,  L^.., 
(s.  Fig.  27)  sind  die  Hemigonie  der  24  Eckpunkte  eines 
Netzes   X '    eines   gleicheckigen  (6  +  8)  -  flächigen    6.4-  Ecks 
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20^  3)^  und  zwar  dieselbe  Hemigonie,  welche  (vergl.  §  38|  i) 
reits  beim  Diakisdodekaedernetze  XXIII  aufgetreten 
.  Damit  ergiebt  sich  auch  die  einfache  Konstruktion  eine» 
chen  Netzes  XXIX  durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs 
es  Hauptkreisbogens  A^  L^^  A^L^...  (vergl.  Fig.  21/3) 
(ammenstossenden  Vierecke  eines  Diakisdodekaeder- 
tzes  XXIII. 

2.  Besondere  bemerkenswerte  Varietäten  dieses  Netze» 
lIX,  welche  auch  als  ganz  spezielle  Varietäten  der  Netze 
lVIII  angesehen  werden  können,  sind  folgende: 

a)  Wenn  der  Punkt  L^  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
:e  A^C^C^  umgeschriebenen  Kreises  ist,  die  sämtb'chen 
Punkte  L  also  die  Eckpunkte  des  dem  Netze  X  kon> 
gierten  gleicheckigen  Netzes  X'  [yergl.  §  20,  3  und 
rmel  21/3]  darstellen,  so  ist^  wenn  B  den  Radius  jene» 
eises  bezeichnet: 

£^«=£,«iJ,  tnngR-^yä-l,   -R-36M2'21",  2, 

C'i Li ^^C^L^^ Cg L^ « Cj -£*4  =  ü,  ijj i^ « 2 2?, 

1/3-1 


JXa) 


cos  ^  Pa"^  siyi  15**  sin  ri  = 

cos  \Py^  sin  45^ cos  -5-  iy 

Pa=155ö36'0"^0, 
Py=102M2'0",  0. 


21/3 


V 


1/3+1 

1/3 


b)  Ist  der  Punkt  L^  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke 

Q  ^2   eingeschriebenen  Kreises,   so   dass  die  24  Punkte 

die    Eckpunkte    der   Archimedeischen   Varietät   eines 

tzes  X'  (vergl.  §  20,  3  und   Formel  2ly)   darstellen,  so 

lält  man,  wenn  P  den  Radius  jenes  Ejreises  bedeutet 

ItangP'^i,   P«  18^26'5",  8, 

tange,=^i,  f„-450-P-26ö33'54",  2-90^-29, 
:iXb)  {  ^öw^  ^c  =  i  j    fc  -  22«  12'  27  ",  5, 


cos  ^  Pa  =  —  C0SPY 


1 

W 


P„- 131  »48' 37",  1, 
Py-114»  5' 41",  5. 
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Der  im  Dreiecke  A^C^C^  liegende  Punkt  L^  ist  zu- 
gleich der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  L^  L^  L^  umge- 
schriebenen Kreises,  dessen  Radius  12'  sich  aus 

66y)      cosR'^cos^Ba^i,    -R' - 36<> 52'  1 1",  7 

bestimmt. 

c)  Die  beiden  besonderen  Varietäten  des  Fünfecks, 
denen  ein  Kreis  ein-  und  ein  Kreis  umgeschrieben  werden 
kann,  fallen  hier  in  die  eine  desjenigen  regulären  Fünfecks 
zusammen,  dessen  Kante  sich  aus  der  Bedingung 

2fa*=-«c,   ^Vi«c«=-|,   also  €c^2tlf 

(yergl.  §  9,  Formel  8),  d.  h.  gleich  der  Kante  des  Fünfecks 
ergiebt,  welche  die  Grenzfläche  des  regulären  Pentag^ndode- 
kaedemetzes  VII  (§  8)  bildet.  Der  Radius  JR|  des  diesem 
Fünfecke  um-  und  der  Radius  P^  des  demselben  eingeschrie- 
benen Kreises  ist  nach  früherem  (§  9,  Tabelle  9) 

665)  J?,  =  x,    ■P.  =  9', 

der  Mittelpunkt  S|  des  Fünfecks,  für  welchen 

66«)  f'a  =  97     *'c==% 

ist,  steht  also  von  dem  Punkte  Lq,  für  welchen 

66g)  fa  =  ^,     fc  =  2^ 

ist,  um  den  Bogen  9-^=  10^48^44'',  3  ab. 

4.  Jedem  Netze  XXIX  kommen  dieselben  Axen  zu, 
wie  einem  Hexakistetraedernetze  Xa)  (§  20,  7),  oder 
einem  Diakisdodekaedernetze  XVIII  (§  38,  3),  da  auch 
hier  die  acht  regulär -dreiflächigen  Ecken  als  Teile  des 
Netzes  betrachtet  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  zusammen- 
zufassen sind.  Die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  sind,  wie 
bei  den  Diakisdodekaedernetzen  XXIII,  direkt- symme- 
trische Mittelebenen  der  Netze  XXIX. 

Dass  die  Netze  XXIX,  wiewohl  zu  jeder  Grenzfläche 
die  Gegenfläche  und  zu  jeder  Ecke  die  Gegenecke  im  Netze 
vorhanden  ist,  dennoch  nicht  als  vollzählige  zu  betrachten 
sind,  folgt  aus  den  über  die  Netze  XXII 1  und  XXIII'  (vergl. 
§  38,  3  und  4.  bis  6.)  gemachten  Bemerkungen. 
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5.  Jedem  gleichilächigen  Netze  XXIX  ist  (vergl.  §  44, 5) 
ein  gleicheckiges  Netz  XXIX'  symmetrisch-konjugiert, 
dessen  Eckpunkte  S^jS^*«*  ^^^  Mittelpunkte  der  den  gleich- 
schenkligen Dreiecken  L^L^L^...  umgeschriebenen  Kreise 
auf  den  Hauptkreisen  a  liegend,  die  Hemigonie  eines  (6  +  8)- 
flächigen  6. 4 -Ecks  X'  darstellen  (s.  in  Fig.  27  den  punktiert 
gezeichneten  Teil).  Die  Grenzflächen  eines  solchen  Netzes 
XXIX'  sind  einmal  acht  reguläre  Dreiecke^  deren  Mittelpunkte 
die  Punkte  C  sind,  welche  aber  —  als  Teile  des  Netzes  be- 
trachtet —  zwei  Gruppen  von  je  vier  Dreiecken  bilden,  und 
femer  zwölf  gleichschenklige  Dreiecke^  fär  welche  die  Punkte 
Zf]  2^2 "  •  *  ^^®  Mittelpunkte  der  umgeschriebenen  Ejreise  sind. 
Das  Netz  hat  zwölf  kongruente  fCLnfflächige  sphärische  Ecken. 

Ein  derartiges  Netz^  welches  wir  als 

XXIX'    sphärisches  (8-f  12)-flächiges  Zwölfeck 

bezeichnen,  wird  also  einfach  erhalten,  wenn  die  zwölf  Punkte 
Si,22**>;  welche  die  Hemigonie  eines  Netzes  X'  bilden,  pas- 
send durch  Hauptkreisbogen  mit  einander  verbunden  werden. 

Bei  dem  der  Varietät  XXIXb)  zugeordneten  Netze  XXIXb') 
fallen  die  Punkte  S^ . . .  mit  den  Punkten  Zq  . . .  bez.  zu- 
sammen,  während  für  das  der  Varietät  XXIX  c)  zugeord- 
nete Netz  XXIX  c')  die  Eckpunkte  mit  den  Mittelpunkten 
der  regulären  Fünfecke  zusammenfallen  und  das  dem  regu- 
lären Pentagondodekaedemetze  VII  konjugierte  reguläre 
Ikosaedernetz  V  resultiert. 

6.  Die  Formeln  (65g  —  65 x)  des  vorigen  §  44,  6  ver- 
einfachen sich  wesentlich,  da 


66,)  I  *'"!=*'«»- *'«'  y't 


C2"^'^cj     "  yi  "^ 'P  y2  ""^  y 


wird.    Man  erhält: 

66-^)  ia'^e'a,  sin|y'- i]/3s*n«'c,  cotg-^C ^Y^cos  ^c, 

« 

Od  \        -Dt  I  j    I  sinBcSine'c 

66t)   cos  R^  '^  roS  £aCOS  ^  a'^  ^OS  €cCOS  ^c-^ S 5 

66x)  ^,-(.^',=:60^ 

wobei 

H«88,  Kugelteilung.  14 
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661) 


irt. 


V3 


p  coigt^  = 


Pflr  Oe^^'j^SO"  wird   der  unter   XXIXb)   bestimmtfl 
Pankt  ij  erhalten,  für  welchen  fangt^ 


-tmg^t-^  igt  (vergi.  Fonnel  t 


-  (ang  t',.  —  \ ,   tang  s, 

u).    Dieser  Punkt  wurde 

bcmits  froher  mit  5^  (§  38,  5)  bezeichnet  (vergl.  auch  §  44,  e). 

Difleer  Punkt  S^  (verg!.  auch  Fig.  26  3)  ist  der  eine  Doppel- 
paakt  dea  auf  dem  Hauptkreise  Ä^Ä^  liegenden  projekti- 
TlBch-iBTOlntorischen  PuDktsyatema,  in  welcbem  je  zwei 
Punkte  1*1  nnd  £^  konjugierte  Pole  sind  und  dessen  an- 
derer Doppdpoukt  der  Punkt  A^  ist. 

Der  SCttelpunkt  dieses  Systems  oder  der  Halbierungs- 
ponkfe  J  dea  Bogens  S^fÄ^  steht  von  den  Doppelpunkten  um 
91  ab,  so  daM  der  zu  J  in  Beziehung  auf  C,  C^  symmetrisch 
liegende  Punkt  des  Dreieckes  .i,  C\  (\  der  Mittelpunkt  des  re- 
galftren  Fflafacks  XXIXc)  oder  ein  Eckpunkt  des  regulären 
IkoeaedemetieB  ist.  Für  die  Abstünde  b,  und  f',  zweier  kon- 
jugierter Pole  Zi  und  2,  von  dem  Punkte  J"  erhalt  man  einfach 

66(*)  tar^  e,-  .  tang  e',  —  tang*  tp  —  — J- — 

und  aus  {,  —  90°  — qo  — f.  folgt  die  einfache  Beziehung: 
661*)  tang  t^  +  tang  t'o  —  1. 

Es  ist  dies  dieselbe  Beziehung,  welche  im  §  38,  K  bei 
den  dem  Diakisdodekaedemetze  XXIII  zugeordneten  Netzen 
erhalten  wurde.     [Formel  65£)  und  51  y)]. 

Für  £=""<('  ergiebt  sich  £'„  —  9  [vergl.  die  Formeln  66«) 
and  66  E)  für  die  Varietät  XXIXc)]. 

In  den  Netzen  XXIX'  bietet  sich  daher  in  ein&dier 
Weise  eine  Beziehung  zwischen  den  oktaedrisch-hexaedrischen 
und  dea  ikosaedriach  -  dodekaedriachen  Netzen  und  ojn  Über- 
gang aus  den  einen  in  die  anderen  dar. 

7.  Die  Eigenschaften  der  gleicheckigen  und  der  gleich- 
flüchigen  Polyeder,  welche  den  Netzen  XXIX'  bez.  ein-  nnd 
umgeschrieben  werden  können,  ergeben  sich  ohne  Schwierig- 
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keit.  (Vergl.  §  44,  7.)  Das  eingeschriebene  gleicheckige  Po- 
lyeder, welches  wir  als 

[XXIX']     gleicheckiges  (8  + 12)-flächiges  Zwölfeck 

bezeichnen,  ist  yon  acht  regulären  Dreiecken  (Oktaederflächen, 
welche  aber  als  zwei  Gruppen  von  je  vier  Tetraederflächen 
anzufassen  sind)  und  von  zwölf  gleichschenkligen  Dreiecken 
begrenzt;  es  hat  zwölf  kongruente  symmetrisch -fünfflächige 
Ecken. 

Das  diesem  polar  entsprechende,  demselben  Netze  XXIX' 
in  dessen  Eckpunkten  umgeschriebene,  gleichflächige  Polyeder, 
nämlich  das 

[XXIX]     gleichflächige   (8  + 12)-eckige   Zwölfflach 

oder  das  symmetrische  Pentagondodekaeder  (Eisen- 
kiesdodekaeder) ist  von  zwölf  kongruenten  symmetrischen 
Fünfecken  begrenzt;  die  Scheitel  der  acht  regulär -drei- 
flächigen Ecken  entsprechen  den  Eckpunkten  zweier  konju- 
gierten Tetraeder,  die  zwölf  anderen  Ecken  sind  gleich- 
schenklig -  dreiflächig. 

Ebenso  wie  die  zwölf  gleichschenkligen  Dreiecke  des 
Polyeders  [XXIX']  die  Grenzflächen  einer  bestimmten  Varie- 
tät des  Polyeders  [XXIX]  sind,  so  sind  auch  die  zwölf 
Scheitel  der  gleichschenklig  -  dreiflächigen  Ecken  des  Po- 
lyeders [XXIX]  die  Eckpunkte  einer  bestimmten  Varietät 
des  Polyeders  [XXIX']  [vergl.  die  Nummer  7.)  der  §§  42, 
43,  44]. 

Die  Beziehungen  für  die  den  besonderen  Netzen  XXIXa'), 
b')  c')  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  folgen  ohne  wei- 
teres; insbesondere  erhält  man  bei  XXIXc')  das  reguläre 
Ikosaeder  [V]  und  das  reguläre  Pentagondodeka- 
eder [VII]. 

Endlich  ergiebt  sich  auch  das  Polyeder  [XXIX]  als  eine 
bestimmte  (parallel flächige)  Hemiedrie  eines  gleichflä- 
chigen Polyeders  [X]  (eines  Pyramidenwürfels),  da  das  polare 
gleicheckige  Polyeder  [XXIX']  als  eine  bestimmte  Hemi- 
gonie  eines  gleicheckigen   Polyeders  [X']  erhalten  werden 

kann. 

u* 
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§  46.   Schlnssbemerkang. 

Durch  die  in  den  drei  Abteilungen  dieses  Kapitels  durch- 
geführten Betrachtungen  sind  sämtliche  mögliche  gleich- 
flächige Netze,  welche  die  Eugelfläche  einmal  bedecken,  nebst 
den  ihnen  zugeordneten  (bez.  konjugierten)  gleicheckigen 
Netzen  und  den  entsprechenden  gleicheckigen  und  gleich- 
flächigen Polyedern  hergeleitet  worden. 

Einfache  gleichflächige  Netze,  deren  Grenzflächen  sphä- 
rische Sechsecke  (oder  Polygone  von  höherer  Eckenzahl) 
wären,  kann  es  nicht  geben.  Denn  aus  dem  Werte  ftLr  den 
Exzess  eines  sphärischen  Sechsecks  ergiebt  sich 

67)      Ä,  +  A,+  A,  +  A,  +  A,+  A,^120'(l+^' 

Hieraus  folgt,  dass  —  abgesehen  von  dem  Grenzfäll  der 
regulären  Ereisteilungsnetze  I  (yergl.  auch  §  18,  6  am 
Ende)  —  ein  aus  m  gleichen  und  ähnlichen  Sechsecken  Zu- 
sammengesetzes, die  Kugelfläche  einmal  bedeckendes  Netz 
unmöglich  ist,  da  die  Polygone  sich  weder  zu  nur  regel- 
mässigen, noch  zu  teilweise  regelmässigen  und  unregel- 
mässigen, noch  endlich  zu  nur  unregelmässigen  sphärischen 
Ecken  zusammenschliessen  können. 

In  dem  folgenden  Kapitel  sollen  nun  die  bisher  er- 
haltenen Resultate  nochmals  übersichtlich  zusammengefasst, 
die  gefundenen  Netze  in  bestimmte  Hauptgruppen  zusammen- 
gestellt und  weitere  Eigenschaften  derselben,  sowie  der 
ihnen  zugehörigen  Polyeder  hergeleitet  werden. 


Viertes  Kapitel. 

Znsammen&ssimg  der  gleicMäcMgen  und  der  gleich- 
ecMgen  Netze,  sowie  der  entsprechenden  Polyeder 
in  bestimmte  Hanptklassen  und  Gmppen.  Herleitnng 

Ton  Lagebeziehnngen. 


§  47.  Aufstellung  und  Unterscheidung  der  Hanptklassen 
und  Gruppen.    Definition  der  Polametze. 

1.  Man  kann  die  in  den  vorigen  Kapiteln  abgeleiteten 
gleichflächigen  Netze  (einschliesslich  der  regulären)  ^  ebenso 
wie  die  ihnen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  von  yer- 
schiedenen  Gesichtspunkten  ausgehend  gruppieren.  Ausser 
der  bei  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  befolgten 
Einteilung  der  gleichflächigen  Netze  in  Dreiecks -^  Yier- 
ecks-  und  Fünfecksnetze  ist  daselbst  der  wichtige  unter- 
schied der  festen  und  der  veränderlichen  (oder  beweg- 
lichen) Netze  hervorgetreten.  Femer  kann  man  sämtliche 
gleichflächige  Netze  in  die  folgenden  zwei  Hauptklassen 
anordnen. 

Die  erste  Hauptklasse  ist  die  der  gleichflächigen  Netze 
niit   einem    Hauptdurchmesser    oder    mit    zwei    entgegen- 
gesetzt gerichteten  gleichen   Hauptaxen.     Die   sämtlichen 
^     diese    Hauptklasse    gehörigen    Netze    ergeben   sich  aus 
^ejzi  regulären  Kreisteilungsnetze  I  und  aus  dem  regulären 
^w-«ecksnetze  II  (§  8  und  §  9). 

Die  zweite  Hauptklasse  ist  die  der  gleichflächigen 
'N'ei^Ae  mit  mehr^  als  einem  Hauptdurchmesser  oder  mit 
firl^iohen  Hauptaxen  nach  mehr,  als  zweiRichtungen^). 

1)  VergL  Sohncke,  Krystallatniktar,  Kap.  VI  und  VII.   He s sei 

(Kiyttalloinetrie)  die  in  die  erste  Hauptklasse  gehörigen  Gestalten 

X^taxigy  die  der  zweiten  Hauptklasse  angehörigen  hauptaxen  los. 


214    Viertes  Kap.  ZuBammenfassung  d.  gleichflächig,  u.  d.  etc.  Netze  etc. 

Die  dieser  zweiten  Hauptklasse  imgehorigeii  Netze  lassen 
sich  in  zwei  Ordnungen  bringen,  von  denen  die  erstere  drei 
Gruppen  umfasst. 

Erste  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines 
repculären  Hexaedemetzes  VI  gerichtet: 

erste   Gruppe:   Hexakisoktaedernetze, 
zweite        „     :   Diakisdodekaedernetze^ 
dritte         ;,      :   Hexakistetraedernetze. 

Zweite  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines 
regulären  Pentagondodekaedemetzes  VII  gerichtet: 

einzige  G-ruppe:  Diakishexekontaedernetze. 

In  jeder  dieser  einzelnen  Gruppen,  sowie  bei  der  ersten 
Hauptklasse  kommt  dann  als  weiterer  Einteilungsgrund  das 
Vorhandensein  oder  Fehlen  von  Symmetrieebenen  und  damit 
die  Unterscheidung  der  festen  und  veränderlichen  Netze 
zur  Geltung. 

2.  Dieselbe  Einteilung  in  Klassen,  Ordnungen  und  Grup- 
pen gilt  für  die  den  gleichflächigen  Netzen  zugeordneten 
(bez.  konjugierten)  gleicheckigen  Netze.  Dieselben  zer- 
fallen weiterhin  in  solche  mit  festen  und  mit  veränder- 
lichen Symmetrienetzen,  während  die  gleicheckigen  Netze 
selbst,  mit  Ausnahme  der  regulären  Netze  und  der  Netze 
XIX'  (§  32)  und  XX'  (§  33)  sämtlich  veränderliche  (oder 
bewegliche)  Netze  darstellen. 

Zwischen  den  verschiedeneu  Klassen,  Ordnungen  und 
Gruppen  ergeben  sich  andererseits  auch  mehrfache  Bezieh- 
ungen, zufolge  deren  die  einer  Klasse,  Ordnung  oder  Gruppe 
angehörigen  Netze  aus  besonderen  Netzen  einer  andern 
Klasse  oder  Gruppe  hergeleitet  werden  können. 

Im  folgenden  sollen  die  gleichflächigen  und  die  gleich- 
eckigen Netze  nebst  den  entsprechenden  Polyedern  zunächst 
nach  ihrer  Zugehörigkeit  in  die  beiden  Hauptklassen,  Ord- 
nungen,  Gruppen   und  fernere  besondere  Abteilungen  noch- 
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mals  zusammengestellt  und  zugleich  einige  weitere  Eigen- 
schaften jener  Gebilde  hergeleitet  werden. 

3.  In  Beziehung  auf  diese  Eigenschaften,  welche  wesent- 
lich Lagebeziehungen  betreffen,  mögen  zuvor  noch  folgende 
allgemeine  Bemerkungen  vorausgeschickt  werden. 

Die  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes,  welches  einem 
(festen  oder  veränderlichen)  gleichflächigen  Netze  zugeordnet 
(bez.  konjugiert)  ist,  gehen,  da  sie  auf  denjenigen  des  Sym- 
metrienetzes senkrecht  stehen,  durch  die  Pole  der  Haupt- 
kreise dieses  letzteren  Netzes  hindurch.  Ferner  sind  die 
Grenzflächen  des  dem  gleicheckigen  Netze  eingeschriebenen 
Polyeders  parallel  zu  den  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche 
die  Polaren  zu  den  Eckpunkten  des  gleichflächigen  Sym- 
metrienetzes sind. 

Damit  bietet  sich  die  Berücksichtigung  des  Polar- 
netzes des  gleichflächigen  Netzes  dar.  Dieses  Polarnetz 
setzt  sich  aus  den  Polarfiguren  der  sämtlichen  gleichen 
Flächen  des  Symmetrienetzes  zusammen,  ist  also  selbst 
gleichflächig;  doch  bildet  dasselbe  nur  in  sehr  wenigen  — 
in  der  Folge  hervorzuhebenden  —  Fällen  selbst  ein  die 
Eugelfläche  ein-  oder  mehrere  Mal  bedeckendes  Netz. 

4.  Andererseits  ist  auch  das  Polarnetz  des  gl  ei  ch- 
eckigen Netzes  für  die  Betrachtung  von  Wichtigkeit;  denn 
die  Pole  der  Hauptkreise  des  gleicheckigen  Netzes,  d.  h. 
die  Eckpunkte  dieses  Polametzes  liegen  auf  den  Haupt- 
kreisen des  gleichflächigen  Symmetrienetzes,  und  die  Grenz- 
flächen des  dem  gleicheckigen  Netze  in  seinen  Eckpimkten 
umgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  sind  parallel  zu 
den  Ebenen  der  Hauptkreise,  welche  die  Polaren  zu  den 
Eckpimkten  des  gleicheckigen  Netzes,  also  die  Kanten  des 
Polametzes  desselben  sind. 

Wir  wollen  dies  zweite  Polarnetz  kurz  als  das  dem 
ersteren  (gleichflächigen)  Polametze  zugeordnete  Polar- 
netz  bezeichnen. 
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§  48.    ].  Netze  der  ersten  Hauptklasse. 

A)  Feste  hierher  gehi3rige  Netze. 
1.  üniar  den  zu  der  ersten  Hanptklass«  geh&rigeu 
gleitthflftokigeii  Netzen  sind  —  ausser  den  re^lären 
Kroi »teUnagsaetten  I  und  den  regulärea  Zweiecksnetzen  11 
(§  8  aud  8  9)  —  die  DoppelpyramideDnetze  VIII  (§  16) 
und  TIUs)  (g  18)  die  eiuzigeu  festen  Netze.  Die  Haupt- 
ktttM  onfla  Boldien  Netzes  sind  der  (in  n  gleiche  Teile  ge- 
teilte) iqnator  a  eines  Netzes  I  und  die  n  durch  den  Fol  A 
(und  den  Gegenpol  A'}  desselben  gehenden  und  nnter  Win- 

360" 
kein  Ton gegeneinander  geneigten  Haupthalbkreise  des 

koqjogiertea  Netzes  IL 

Die   Gxettifläche    des    Polarnetzes    ist    wiederum    ein 
EweireehtlriDk£ges  sphärisches  Dreieck,   dessen  dritte  Kante 


solchen  Polarnetzes  ist  das  —^  -fi&che  der  Kngelfläche;  fBi 

n  — 4j),  {pi  —  l,  2,  3...)  erhält  man  solche  eigentliche  (kon- 
tinuierliche) Netze,  welche  (2j>|  — l)-mal  die  KugellUiche 
bedecken  (vei^L  das  letzte  Kapitel).  Das  einzige  einfache 
derartige  Polametz  ist  das  dem  Werte  n  —  4  (oder  p,  —  1) 
entsprechende,  nämlich  das  seinem  Polametze  hongraeote 
reguläre  Oktaedemetz  lY. 

2.  Die  einem  Netze  TIH  zugeordneten  gleicheckigen 
Netze,  nämlich  die  prismatischen  (2-|-f>)'öächigeD  2n-Ecbe 
Vm'  (§  16)  [Fig.  6a)  bis  6d)]  sind  einfach  reränder- 
liche  Netze,  deren  Hanptkreise  durch  die  Eckpunkte  des 
gleich&ächigen  Polarnetzes  hindurchgehen.  Von  diesen  Haupt- 
kreisen  sind  die  durch  A  und  A'  hindurchgehenden  Seiten- 
kantea,  deren  Länge  zwischen  0°  und  90"  variiert  and 
welche  Hauptkreise  eines  regulären  Zweiecksnetzes  II  sind, 
der  Lage  nach  fest,  während  die  auf  den  Schenkeln  der 
gleichschenkligen  Dreiecke   des  Netzes   VIII   senkrecht  ste- 
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henden  Endkanten,  welche  durch  die  auf  dem  Äquator  a 
liegenden  Eckpunkte  des  gleichflächigen  Polametzes  hin- 
'  durchgehen,  in  der  Weise  beweglich  sind,  dass  die  Neigung 
je  zweier  durch  denselben  Pol  symmetrisch  zum  Äquator  a 
hindurchgehenden  Hauptkreise  zwischen  0^  und  180^  variiert, 
wenn  der  Punkt  P  die  Symmetrieaxe  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  durchläuft. 

Da  die  beiden  Endflächen  eines  Netzes  YIII'  für  n^2p 

ein  reguläres  n-Eck  und  dessen  Gegenfigur,  für  n«2|)+l 

dagegen  zwei   kongruente  reguläre   n-Ecke  darstellen,  von 

welchen  das  eine  durch  eine  Drehung  der  Gegenfigur  de& 

180® 
andern  von  der  Amplitude  um  den  Durchmesser  ÄA^ 

als  Rotationsaxe  resultiert,  so  folgt,  dass  im  ersten  Falle 
(n>=2j9)  die  Endkanten  auf  den  n  Hauptkreisen  eines  regu- 
lären n-Ecks,  im  zweiten  Falle  (««=2j9  +  l)  auf  den  2n 
Hauptkreisen  eines  regulären  2n-Ecks  liegen. 

Das  Polarnetz  eines  Netzes  YHI'  (das  zugeordnete 
Polametz)  wird  fQr  n^2p  durch  die  n  Hauptkreise  eines 
regulären  n-Ecks,  welche  die  Polaren  zu  den  n  Eckpunkten 
und  deren  Gegenpunkten  sind,  für  n^2p+l  durch  die  2n 
Hauptkreise  eines  regulären  2n-Ecks  gebildet,  welche  die 
Polaren  zu  den  2n  Eckpunkten  des  Netzes  YHI'  sind.  Die 
Grenzflächen  der  dem  Netze  VUI'  umgeschriebenen  regulären 
Doppelpyramide  sind  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  parallel 
(vergl.  §  47,  4). 

3.  Bei  den  gleicheckigen  Netzen  VUI"  (§  18),  nämlich 
den  prismatischen  (2+|}+j9)-flächigen  2.2|>-Ecken 
sind,  da  ein  Eckpunkt  P^  jede  beliebige  Lage  innerhalb  der 
Grenzfläche  des  Symmetrienetzes  Yllla)  einnehmen  kann, 
auch  die  Seitenkanten  in  der  Weise  beweglich,  dass  sie 
immer  durch  den  Pol  A  des  Hauptäquators  a  hindurchgehend 
ein  halbreguläres  Zweiecksnetz  I'  (§  18,  5)  bilden. 

Die  beiden  Endflächen  eines  Netzes  Vin"  sind  gleich- 
eckige  (jp+j9)-kantige  2.|)-Ecke  (vergl.  §  5,  i),  welche 
fär  P'^2pi  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen,  während  für 


1 
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P  —  2pi  +  l  das  eine  2j)-Eck  durch  eine  Drehnng  der  Gegeo- 


r  ÄA'  aJfl  Rotationsaxe  erbalten  wird. 

Daher  liegen  im  ersten  Falle  (p  ^  2p,)  die  Endkanten 
-  des  Netzes  VIII"  auf  den  2.2?),  Ha^lptkreiaeneines(2p,  +  2p,)- 
kantigeIl  2,2pi-^vks,  von  denen  immer  je  zwei  gegeuüber- 
liegende  (parallele)  durcJi  einen  auf  dem  Hauptäquator  a 
liegenden  Edqnmkt  des  Polarnetzes  gehen  und  abwechselnd 
«inen- Winkel  2P,  und  2P^  einschliesseu,  wo  P,  und  Pj  die 
Bsdien  der  beiden  die  Kauten  des  gleicheckigen  2.2ji,-£ck8 
berQhrenden  Kreise  bedeuten  fvei^l.  §  5,  i)  und  Fig.  Gi),  wo 
Pi~.ÄD„  P,-ÄD^  ist]. 

Im  iweiten  Falle  (j)^2j(, +  1)  liegen  die  Endkanten 
aoC  2.3])  Hanptlireiseu  zweier  konzentrischen  (ji-fj')- kan- 
tigen 2.j}-£oke,  90  dasa  durch  jeden  der  p  Punkte  des 
Haoptiquaton  a  und  deren  Gegenpunkte  zwei  Paare  von 
Baopttreieen,  die  bez.  je  einen  Winkel  2P,  und  2P,  ein- 
■obliesaen,  hindurch  gehen. 

Da«  Folametz  eines  Netzes  VIII"  wird  im  ersten 
Falte  dorch  die  2.2p,  Hanptkreise  eines  gleichkantigen 
(2p, +  2^),)- eckigen  2.2p,-Kanta,  im  zweiten  Falle  dturcb 
die  2.2p  Hauptkreise  zweier  konzentrischen  (p -i- p)- eckigen 
2.p-Eante  gebildet  (vorgl.  §  5,  2).  Diese  Hauptkreise  gehen 
zu  je  zweien  durch  die  auf  dem  HauptSquator  a  liegendOD 
Pole  der  Eckradien  der  gleicheckigen  Endflächen  bindorch 
and  schliessen  sämtlich  einen  Winkel  2P'"- 180<'-2B 
(vergh  §  5,  2  und  3)  ein.  Diese  Pole  sind  für  p  —  2p,  die 
Eckpunkte  eines  halbregulären  Ereisteilnngsnetzes  II' 
(vergl.  §  18,  19^),  nämlich  eines  (2p^  +  2p,)  -  kantigm 
2.2p,-Eck8,  fürp-=2pi  +  l  die  Eckpnnkte  zweier  konzen- 
trischen halbregulären  Kreisteilungsnetze  II',  nämlich 
zweier  (p+p)-kantigen  2.p-Ecke,  von  denen  das   eine  ans 

dem  andern  durch  eine  Drehung  von  der  Amplitude  - — -  um 
die  Axe  A  A^  erbalten  wird. 


§  48.  I.  Netze  der  ersten  Hauptklaase.  219 

# 

6)    Yeränderliche  gleichflächige  Netze  nebst  den 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzen. 

4.  Die  in  die  erste  Hauptklasse  gehörigen  veränder- 
lichen gleichflächigen  Netze  sind  einmal  die  hauptaxigen 
Deltoidnetze  XXIY  (§  39)  und  die  zu  diesen  in  naher  Be- 
ziehung stehenden  Skalenoedernetze  XVIII  (§  30),  an- 
dererseits die  hauptaxigen  Trapezoidnetze  XXY  (§40), 
Yon  denen  man  mit  Rücksicht  auf  die  Beschaffenheit  des 
Bandes  die  beiden  ersteren  als  kronrandige^  die  letzteren 
als  sägerandige  Netze  bezeichnen  kann.  Die  Netze  der 
tetragonalen  Sphenoide  XIV  (§  24)  und  der  rhom- 
bischen Sphenoide  XVII  (§  29)  sind  als  die  dem  Werte 
jp  =  2  entsprechenden  Grenzfälle  bezüglich  in  den  Netzen 
XXIV  und  XXV  enthalten. 

5.  Bei  den  hauptaxigen  Deltoidnetzen  und  den  Ska- 
lenoedernetzen,  welch'  letztere  aus  den  ersteren  durch  Aus- 
ziehen der  die  Endkanten  bildenden  Hauptkreise  erhalten 
werden  können,  sind  die  beiden  Endpunkte  Ji  und  A!  des 
Hauptdurchmessers  fest;  dagegen  die  auf  den  Endkanten 
liegenden  Eckpunkte  D  (vergl.  die  Fig.  16  und  22)  des  Ran- 
des beweglich. 

Die  Endkanten,  deren  2p  Hauptkreise  ein  reguläres 
Zweiecksnetz  und  deren  Ebenen  die  Symmetrieebenen  der 
Netze  bilden,  sind  der  Lage  nach  fest;  die  Randkanten  sind 
in  der  Weise  beweglich,  dass  jede  derselben  sich  um  einen 
der  Punkte  C  (vergl.  die  Fig.  16  und  22)  des  Hauptäquators 
dreht  und  einen  Winkel  yon  90^  beschreibt,  wenn  der  Punkt 
D  auf  der  Endkante  einen  Quadranten  zurücklegt. 

Da  für  jede  Varietät  dieser  Netze  die  Randkanten 
durch  die  Punkte  C  des  Hauptäquators  hindurchgehen  und 
unter  demselben  Winkel  (— ^)  gegen  denselben  geneigt 
sind,  so  folgt,  dass  die  Hauptkreise  dieser  Randkanten,  falls 
p  ungerade  ist,  ein  reguläres  jp-Eck,  falls  p  gerade  ist, 
ein  reguläres  2j9-Eck  einhüllen.  (Für  die  Skalenoedernetze 
gelten  dieselben  Regeln^  wenn  p^  statt  p  gesetzt  wird.)  Dies 
letztere  Resultat  ergiebt  sich  auch  leicht,  wenn  man  berück- 
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nohtigt,  duB  di«  Bekpmikte  des  Bandes  die  Hemigonie  eines 
pmmaluohen  (2  +  3j))-fi&chig«a  4^-Ecka  darstellen,  also 
Bowohl  die  p  obemi,  fÜB  die  p  unteren  Eckpunkte  ein  regu- 
ISreB  j)-Sl4äc  beffämman,  wobei  für  p  ungerade  die  beiden 
j)-Eobe  sich  bIb  Oegsnflgami  entsprechen,  während  fQr  p 
gerade  die  p  Eckpunkte  des  einen  mit  den  p  Gegenpunktes 
der Eckpiiiikte  dea  anderen  ein  reguläres  2p-'^t\s.  bestimmen. 
Die  Buidkanten  ergeben  sieh  danu  einfach  als  diejenigen 
TerUngertoi  Diagonalen,  welche  bei   diesen  ;] -Ecken   (fSr 

angeradei  p)  ttber  je  --a—  i  bei  den  2ji-Eeken  (für   ga- 

radoB  p)  Aber  je  j}—!  Kanbm  gezogen  sind. 

Wa«  die  Polarnetee  der  Netze  SXIV  und  XVin  be- 
trifft, so  li^en  die  Pole  der  Endkanten  auf  dem  Haupt- 
äqnatOT  a,  den  Eckpunkten  eines  regulären  Kreisteiiunga- 
netses  mtsprediend,  w&hrend  die  Pole  der  ßandkanten  den 
BckpunkiOi  does  r^nUreu  jiEcks  (für  p  ungerade)  oder 
einei  r^joUnn  Sp-Ecks  (für  ji  gerade)  entsprechend  grup- 
piert sind.  Hiemadi  l&Bst  eich  die  Beschaffenheit  einer 
Grenzfliü^e  dieser  Polametze,  Bowie  die  Art  der  Verander- 
lichkeib  bestimmter  Elemente  derselben  leicht  erkennen. 

6.  Einem  jeden  hauptasigen  Deltoidnetze  XXIV  ist  ein 
gleichecMges  Netz  XXIV  [ein  kronrandiges  (2-f-2p)-flä- 
chiges  2p-Eck]  symmetrisch  zugeordnet  (?ergl.  §  39,  s).  Die 
Gruppierung  nnd  die  Art  der  Beweglichkeit  der  Eckponkte 
und  der  Kanten  des  konjugierten  Kronrtvndes  folgt  un- 
mittelbar aus  dem  früher  (§  39)  nnd  unter  fi.  Gesagten. 
Die  Endkanten  der  beiden  regulären  Endflächen  drehen  aich, 
während  ein  Eckpunkt  Pj  den  Symmetriekreisbogen  des  Del- 
toides  beschreibt,  um  die  auf  dem  Hauptäquator  liegenden 
Eckpunkte  des  Polametzes  (die  Pole  der  Endkanten  dea 
Netzes  XVIII),  während  gleichzeitig  die  Randkanten  immer 
durch  die  Punkte  C  senkrecht  zu  den  Bandkanten  des  Sym- 
metrienetzes XVIII  hindurchgehen.  Für  |)  — 3  fallen  End- 
uod  Randkanten  zusammen,  so  dass  das  Netz  aus  den  drei 
vollständig  ausgezogenen  Kreisen  eines  regulären  Dreiecks 
besteht  (§  39,  e). 
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Das  zugeordnete  Polarnetz  wird  durch  die  p  (für  p 
ungerade)  oder  2p  (fQr  p  gerade)  Hauptkreise  eines  regu- 
lären i^-Ecks  oder  2j9-Ecks  gebildet,  welche  die  Polaren 
zu  den  Eckpunkten  des  Netzes  XXIV  sind. 

7.  Einem  jeden  Skalenoedernetze  XVIII  ist  die  Ge- 
samtheit derjenigen  gleicheckigen  Netze  XVIII'  [nämlich 
der  unterbrochen  kronrandigen  (2  +  2 p^)  -  flächigen 
2.2|)|-Ecke]  symmetrisch  zugeordnet  (yergl.  §  30,  4),  deren 
Eckpunkte  homologe  Punkte  P  der  Kreisbogen  C^  F  (s.  Fig. 
Ißy)  des  konjugierten  Ejronrandes  sind.  Die  Kanten  dieses 
konjugierten  Kronrandes  sind  dieselben  und  auf  dieselbe 
Art  beweglich,  wie  diejenigen  der  Netze  XXIV  (vergl. 
unter  6.  dieses  Paragraphen);  dagegen  sind  für  einen  be- 
stimmten Neigungswinkel  C  dieser  Randkanten  gegen  den 
Hauptäquator  a  die  Endkanten  der  *  beiden  halbregulären 
gleicheckigen  Endflächen  in  der  Weise  beweglich,  dass,  wäh- 
rend diese  Endkanten  sich  um  die  Pole  der  Endkanten  des 
Symmetrienetzes  XVIII  drehen,  der  Durchschnittspunkt  P^ 
je  zweier  benachbarten  Endkanten  alle  Lagen  auf  dem  Bogen 
Ci  F(vergl.  Fig.  16y)  einnehmen  kann.  Wenn  der  Punkt  P^  mit 
F  zusammenfällt,  so  resultieren  die  Netze  XXIV  als  Grenz- 
fall der  zweifach  veränderlichen  Netze  XVIII'.  Umgekehrt 
kann  jedes  Netz  XVIII'  aus  einem  Netze  XXTV  durch 
gleichmässige  und  gerade  Abstumpfung  der  Bandkimten  er- 
halten werden.  Nur  in  dem  Falle  eines  ungeraden  p^ 
entsprechen  sich  die  beiden  halbregulären  gleicheckigen 
Endflächen  als  Gegenfiguren  (vergl.  auch  das  Schema  in 
Fig.  16*). 

Das  zugeordnete  Polarnetz  wird  durch  die  Polaren 
der  Eckpunkte  eines  Netzes  XVIII'  gebildet;  für  ungerades 
Pi  sind  dies  die  2.p^  Hauptkreise  eines  gleichkantigen 
(Pi +JPi)- eckigen  2. p^- Kants,  für  gerades  p^  dagegen  die 
2 ,2p^  Hauptkreise  eines  gleichkantigen  (2j9i-f2j9i)- eckigen 
2 .  2jt)i  -  Kants. 

Die  früher  (§  30,  4)  angegebene  Herleitung  der  Netze 
XVIII'  als  bestimmte  Hemigonieen  (vergl.  Fig.  16 tf)  der 
Netze  VIII"  (für  w  =  4pi)  führt  ebenfalls  auf  eine  anschau- 
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liehe  Darstellung  der  Art  der  Veriinderlicbkeit  dieser  Netze 
und  der  oben  erwübnten  Lagebeziehungen. 

8.  Was  die  hauptaxigen  Trapezoidnetae  XXV  oder 
die  silgerandigen  Netze  (§  40)  anlangt,  so  ist  bei  diesen 
unsymmetrischen  Netzen  der  Winkel,  welchen  das  System 
der  oberen  mit  dem  Systeme  der  unteren  Eud-  (oder  Scheitel-) 

Kanten  bildet,  veränderlich  (=s(    —  vergl.  §  40),  während 

zugleich  die  Eckpunkte  des  Sägerandes  auf  jenen  Endkanten 
beweglich  sind. 

Die  zweifache  Veriinderlicbkeit  und  die  Entstehung  der 
sämtlichen  möglichen  Varietäten  dieser  Netze  XSV  (bei 
.  einem  für  p  gewählten  Werte)  stellt  sich  z.  B.  sehr  anschau- 
lich dar,  wenn  man  (vergl.  §  40,  6.)  die  auf  dem  Haupt- 
äquator a  liegenden  Mittelpunkte  C  der  Randkajiten  als 
fest  annimmt,  die  beiden  Systeme  der  Endkanten  gleichzeitig 
(in  entgegengesetztem  Sinne)  nm  den  Hauptdurchmesser 
dreht  und  hierbei  die  ßandkanten  um  die  Punkte  C  sich  si) 
drehen  lüsst,  dass  deren  Schnittpunkte  mit  den  Endkanten 
von  den  festen  Endpunkten  A  und  A'  der  beiden  Haupt- 
azen  gleichen  Abstand  haben  [vergL  aacb  die  Fig.  23«) 
bis  23*)]. 

Je  zwei  aufeinanderfolgende  Raudkanten  sind  nnter  ver- 
schiedenen Winkeln  C^  und  6,  gegen  den  Hauptäquator  a 
geneigt;  die  Hanptkreise  dieser  Randkanten  hilllen  daher 
zwei  konzentrische  reguläre  .j)-Eche  oder  ein  gleicheckiges 
(j)-f-j))-kantigeB  2.p-Eck  der  jj— l**"  Art  ein.  Diese  Be- 
ziehungen ergeben  sich  anch  leicht,  wenn  man  beachtet,  dass 
die  Eckpunkte  des  Sagerandes  die  Hemigonie  eines  prisma- 
tischen  (2+i>+j>)-flächigen  2.2i>-Ecks  Vni"  (§  18)  dar- 
stellen, so  dass  die  p  oberen  und  die  p  unteren  Eckpoiikt« 
je  ein  reguläres  ji-Eck  bestimmen,  von  denen  das  eine  mit 

der  Gegenögur  des  andern  durch  eine  Drehui^  von  x . 

(oder  (1— x) )    um    eine    der    beiden    Hauptaxeu    zur 

Deckung   gebracht  werden   kann.     Die  Randkanten  sind  fSr 


§  48.  I.  Netze  der  ersten  Hauptklasse.  223 

gerades  p  die  über  je  jj— 1  (oderp+l)  Kanten  in  dem- 
selben Sinne  gezogenen  Diagonalen  jener  halbregulären  End- 
flächen, f&r  ungerades  p  die  abwechselnd  über  je  2p— l 
(oder  2p  + 1)  und  je  2p —  3  (oder  2p  +  3)  Kanten  in  dem- 
selben Sinne  gezogenen  Diagonalen  der  halbregulären  (2p+2py 
kantigen  2 .2p -Ecke ,  deren  Eckpunkte  die  2.p  Eckpunkte 
der  oberen  (unteren)  und  die  2.p  Oegenpunkte  der  Eck- 
punkte der  unteren  (oberen)  Grenzfläche  sind. 

Die  Grenzfläche  des  Polarnetzes  eines  Netzes  XXV  ist 
ein  unsymmetrisches  Viereck,  dessen  beide  auf  dem  Haupt- 
äquator a  liegende  Eckpunkte  in  der  Weise  beweglich  sind^ 

dass  ihr  Abstand  unverändert  l^-- 180®  j  bleibt,  während 

die  beiden  Eckpunkte,  welche  die  Pole  zweier  aufeinander- 
folgenden Bandkanten  sind,  auf  den  Polaren  c  der  Punkte  C 
ihre  Lage  ändern. 

9.  Die  Gruppierung  und  die  Art  der  Beweglichkeit  der 
Eckpunkte  und  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes  XXV 
[eines  sägerandigen  (2 +  2j9)- flächigen  2|)-Ecks],  welches  je 
einem  Netze  XXV  symmetrisch  zugeordnet  ist,  ergiebt  sich 
mit  Leichtigkeit  aus  den  im  §  40  und  in  diesem  Paragraphen 
unter  8.  herrorgehobenen  Beziehungen. 

Die  Beschaffenheit  der  zugeordneten  Polametze  folgt 
aus  derjenigen  der  Polarnetze  der  Netze  VIII"  (vergl.  3.  diese» 
Paragraphen).  Die  Kanten  dieser  Polametze  liegen  für  P'^2pj^ 
auf  den  2 .  2p^  Hauptkreisen  eines  gleichkantigen  (2^^  -f  ^Pi)' 
eckigen  2.2j}|-Kants,  für  p'=^2p^  +  l  auf  den  2.p  Haupt- 
Inreisen  eines  der  beiden  konzentrischen  (j9 -hl)) -eckigen  2.p- 
Kante. 

10.  Resümieren  wir  noch  einmal  die  wesentlichen  Re- 
sultate für  die  Lage  und  Beschaffenheit  der  Ecken  und 
£anten  der  festen  und  beweglichen  Netze  dieser  Klasse^  zu 
i¥elch'  letzteren  auch  (dem  Werte  |>  «■  2  entspredbend) 
die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Netze  XIV 
und  XVII  der  tetragonalen  und  rhombischen  Sphenoide  ge- 
hören. 


Du  Sc^onkte  and  Kknten  der  festen  gleichSädiigea 
Noiie  Yin  ttimmsa  mit  denjenigen  der  regulären  Netze 
I  TUid  n  tlberaiL  Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zu- 
geordnateoi  ^eidheokigan  Netze  VIII'  und  VIII"  stimmen 
mit  deqenigcn  eiiwa  bes.  zweier  konzentrischen  regulären 
oder  halbregoliren  (gleicbeckigeii)  sphärischen  n-Ecke  über- 
«in.  Di«  Sutankuitm  der  Netze  VIII'  sind  fest  und  ent- 
apredun  d«n  Kanten  eine«  regulären  Netzes  II,  die  Seiten- 
kanten  der  Nctie  VHI"  «lud  um  die  Punkte  A  und  A'  in 
der  Weiee  dnAbu,  dau  sie  den  Kanten  eines  halbregulären 
Zweieoknieises  I'  entsprecbeu.  Die  Endkanten  sind  als 
Kanten  regnUrer  oder  gleicheckiger  »-Ecke  um  die  festen 
«nf  don  Bnptflqnator  a  liegenden  Pole  der  Endkanteu  dea 
SymmetricaMteea,  also  am  die  Eckpunkte  eioeG  regulüren 
EreirteilongmetReB  I  iia  der  Weise  drehbar,  dass  ihre  Neigung 
gegen  den  HaspUqnator  ^ich  oder  abwechselnd  gleich  ist. 

Wa«  die  bewagliehen  gleichflächigen  Netze  anlangt, 
so  «ind  ihn  Et^ankte  Eouibinationen  der  festen  Ecl^punkte 
A  «bA  A'  mit  den  bewegUdien  Eckpunkten  des  Randes,  welche 
Hem^ronieen  der  gleioheokigen  Netze  VIII'  und  VIII"  dar- 
stellen. Die  Endkantec  sind  bei  den  Netzen  xxiy  and 
XVni  fest,  bei  den  Netzen  XXV  um  die  Punkte  A  und  A' 
drehbar;  die  Randkanten  sind  um  die  Eckpunkte  C  eines 
regulären  Kreisteilungsnetzee  in  der  Weise  drehbar,  dass  fOr 
die  beiden  ersteren  Netze  die  Neigung  aller  Randkanten 
gegen  den  Hanptäquator  gleich,  filr  die  Netze  XXV  dag^en 
abwechselnd  gleich  ist. 

Die  Eckpunkte  der  den  beweglichen  gleichfiächigen 
Netzen  zugeordneten  gleieheckigen  Netze  sind  Hemigo- 
nieeu  der  Netze  VIII'  und  VIII",  welche  für  die  Netze 
XXIV '  und  XXV  vollständig  den  Eckpunkten  dea  konju- 
gierten Randes  der  Symmetrienetze  entsprechen.  Die  Band- 
kanteo  sind  bei  sämtlichen  Netzen  in  derselben  Weise,  wie 
diejenigen  des  konjugierten  Randes  des  Symmetrien etzes,  am 
die  Punkte  C  drehbar.  Die  Endkanten  der  Netze  XXIV 
und  XVIII'  sind  um  die  festen  Pole  der  Endkanten  ihrer 
Symmetrienetze  und  zwar  bez.  bei  gleicher  und  abwechselnd 
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gleicher  Neigung  gegen  den  Hauptäquator  drehbar;  dagegen 
gehen  die  Endkahten  der  Netze  XXV'  bei  gleicher  Neigung 
gegen  den  Hauptäquator  durch  die  auf  diesem  beweglichen 
Pole  der  Endkanten  des  Symmetrienetzes  hindurch,  wobei 
diese  Pole  den  Eckpunkten  eines  halbregulären  Kreis- 
teilungsnetzes n'  entsprechen. 

Die  Beziehungen  fär  die  Lage  der  Eckpunkte  und 
Grenzflächen  der  den  gleicheckigen  Netzen  ein-  und  um- 
geschriebenen Polyeder  ergeben  sich  aus  dem  Obigen  ohne 
weiteres  [vergl.  §  47,  3)  u.  4)];  auf  die  analytische  Dar- 
stellung der  abgeleiteten  Lagebeziehungen  wird  im  nächsten 
Kapitel  (vergl.  die  §§  58  bis  62)  näher  eingegangen  werden. 

IIa)  Netze  der  zweiten  Hauptklasse  erster  Ordnung. 

§49. 
Erste  Gruppe:  HexakisoktaedernetBe. 

A)    Feste  gleichflächige  Netze  nebst   den   zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen. 

1.  Die  festen  dieser  Gruppe  angehörigen  gleichflä- 
chigen Netze  lassen  sich  sämtlich  in  einfacher  Weise  aus 
dem  allgemeinsten  Netze,  dem  Hexakisoktaedernetze  XY 
(§  27)  herleiten,  welches  durch  die  drei  Hauptkreise  a  und 
die  sechs  Hauptkreise  b  gebildet  wird. 

Die  festen  hierher  gehörigen  Netze  sind  (einschliesslich 
der  regulären): 

1.  dss  HexakisoktaedernetzXV(§27),  (6-|-8  +  12)-eckig, 

2.24-flächig  (Fig.  13a, /J), 

2.  das  Tetrakishexaedernetz  X  (§  20),  (6  +  8)-eckig, 

6.4-flächig  (Fig.  8a), 

3.  das  Triakisoktaedernetz   XII    (§  22),    (8 +  6) -eckig, 

8.3-flächig  (Fig.  10), 

4.  das  DeltoidikositetraedernetzXXI(§35),(6-|-8  +  12)- 

eckig,  24-flächig  (Fig.  19), 

5.  das  Rhombendodekaedernetz  XIX  (§  32),  (6+8)-eckigy 

12-flächig  (Fig.  17a), 

Hess,  Kngolieilang.  16 
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6.  das  reguläre  Oktaedernetz  IV  (§  8  und  §  11),  6-eckig, 

8-fliicliig  (Fig.  3), 

7.  das  reguläre  Hesaedernetz  VI  (§  8  und  §  11),  8-eckig, 

6-fiäcliig  (Fig.  3). 

Die  Netze  2.  bis  4,  werden  auf  die  früher  angegebene 
Weise  durch  das  Ziisammenfasseu  je  zweier  benachbarten 
Dreiecke,  das  fiinfte  durch  Zusammenfassen  vou  je  vier,  dan 
sechste  von  je  sechs  und  das  siebente  von  je  acht  Dreiecken 
des  Hexakisoktaedemetzes  erbalten,  Die  Kanten  dieser  Netze 
werden  für  das  Netz  l.  durch  die  vollständig,  für  die  Netze 
3.  und  4.  durch  die  nur  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  a 
und  h,  für  das  Netz  2.  durch  die  vollständig,  fttr  die  Netze 
6.  und  7.  durch  die  teilweise  ausgezogenen  Hauptkreise  6  und 
für  das  Netz  6.  durch  die  vollstäudig  ausgezogenen  Haupt- 
kreise a  gebildet.  Die  Ebenen  der  drei  Hauptkreise  a  und 
der  sechs'  Hauptkreise  &,  zu  welchen  bez.  die  GrenzSächen 
eines  Hexaeders  und  eines  Rhombendodekaeders  parallel  sind, 
sind  flir  sämtliche  Netze  direkte  Symmetrieebenen. 

Die  Eckpunkte  sind  filr  die  Netze  2,,  3.  und  f>.  Kombi- 
nationen der  Eckpunkte  A  des  Netzes  o.  und  der  Eckpunkte 
C  des  Netzes  i.,  für  die  Netze  i.  und  4.  Kombinationen 
dieser  Eckpunkte  A,  C  und  der  Eckpunkte  B  eines  Kabo- 
oktaedemetzes  XIX',  welches  das  einzige  feste  gleicheckige 
Netz  dieser  Gruppe  ist.  Für  sämtliche  Netze  sind  die  nach 
den  Punkten  A,  (7,  B  gerichteten  Radien  Axen  von  der  früher 
bestimmten  Zähligkeit. 

2.  Die  Beschaffenheit  der  Polarnetze  dieser  sieben 
Netze  lässt  sich  hiemach  leicht  erkennen.  Die  Eckpunkte 
der  Grenzflächen  dieser  Polametze  werden  durch  die  Punkte 
A  und  S,  die  Kanten  derselben  durch  die  Hauptkreise  a,  c 
und  h  gebildet,  wobei  die  vier  Hauptkreise  c  die  Polaren 
der  Punkte  C  sind  und  für  sich  das  Kubooktaederaetz  XTX' 
erzeugen. 

Das  Polarnetz  des  H  exakisoktaedernetzes  ist 
wiederum  ein  soiehea  gl  eich  flächiges  Netz ,  welches  die 
Kugelfläche  mehrere  Mal  und  zwar  15-mal  bedeckt,  da  die 
Winkel  einer  Grenzfläche  135",  00" +  i;  und  180*  — i?  betragen. 
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Auf  dieses  gleichflächige  Netz  höherer  Art  werden  wir  im 
letzten  Kapitel  zurückkommen. 

Das  Polarnetz  des  Tetrakishexaedernetzes  setzt 
sich  aus  den  Netzen  von  sechs  tetragonalen  Sphenoiden 
zusammen,  für  welche  die  Winkeleiner  Grenzfläche  180®— 17, 
180^  —  17  und  2ri  betragen  und  bei  welchen  in  jedem  Punkte 
£  die  Scheitel  zweier  sphärischen  Ecken  zusammenfallen. 
Dies  Netz  ist  als  ein  diskontinuierliches  Netz  höherer 
Art  zu  bezeichnen  (vergl.  das  letzte  Kapitel). 

Die  Polarnetze  der  übrigen  gleichflächigen  Netze  stellen 
aber  —  mit  Ausnahme  des  sich  selbst  als  Polametz  ent- 
sprechenden regulären  Oktaedemetzes  —  keine  solchen  gleich- 
flächigen Netze  dar,  welche  die  Kugel  ein  oder  mehrere 
Mal  bedecken. 

3.  Den  sieben  gleichflächigen  Netzen  sind  bez.  folgende 
gleicheckige  zugeordnet: 

das  Netz  XV'  des  (6  +  8+ 12) -flächigen  2. 24 -Ecks 
(§  27,  Fig.  13«), 
2'.   das  Netz  X'  des  (6 +  8) -flächigen  6. 4 -Ecks  (§20, 

Fig.  8«), 
3'.   das  Netz  XIl'  des  (8 +  6) -flächigen  8.3-Eck8  (§  22, 
Fig.  10), 
das  Netz  XXI'  des   (6  +  8  +  12)  -  flächigen  24 -Ecks 

(§  35,  Fig.  19), 
das  Netz  XIX'  des  (6 +  8)- flächigen  12 -Ecks  (Kubo- 
oktaedernetz)  (§  32,  Fig.  17«), 
6'.   das  reiruläre  Hexaedemetz  VI  1  ,«  ^      ^  ^^    ,^.     „n 
7'.     „  ,        OktaedemetzIVj(§«°-§l^'*'g-3)- 

Die  Netze  XV'  sind  zweifach  veränderliche  Netze,  da 
ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  innerhalb  der  Grenzfläche  des 
Symmetrienetzes,  d.  h.  des  Hexakisoktaederdreieckes  A^C^B^ 
annehmen  kann.  Die  Netze  X',  XII'  und  XXI'  sind  einfach 
veränderliche  Netze,  da  ein  Eckpunkt  P^  jede  Lage  auf  dem 
Symmetriekreisbogen  einer  Grenzfläche  des  Symmetrienetzes 
annehmen  kann.  Die  Netze  XIX',  VI  und  IV  endlich  sind 
feste  Netze,  deren  Eckpunkte  die  Mittelpunkte  der  Grenz- 
flächen des  Symmetrienetzes  darstellen. 

16* 
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Die  2.24  Eckpunkte  eines  Netzes  XY'  gruppieren  sich 
einmal  als  diejenigen  von  drei  kongruenten  prisoiatiachen 
Netzen  VIII",  ^"4,  deren  Uauptaxen  die  Axen  OÄ  sind 
und  zwar  auf  dreierlei  Art;  ferner  ala  die  Eckpunkte  von 
vier  kongruenten  priamati sehen  Netzeu  VIII",  i>  =  3,  deren 
Hauptnjcen  die  Äsen  OC  sind  und  zwar  auf  viererlei  Art, 
und  endlich  ala  die  Eckpunkte  von  aechs  kongruenten  pris- 
matischen Netzen  VIII",  p^~,  deren  Hauptaxen  die  Axen 
OB  sind  und  Kwar  auf  aecha  Arten.  Für  die  Netze  a'.  bis 
?'.  reduzieren  sieh  diese  priamatischen  Netze  VIII"  zum  Teil 
oder  vollständig  auf  aoleha  VIII'  von  der  halben  Eckenzahl; 
auch  vermindert  sich  die  Zahl  der  möglichen  Gruppierungen 
(vergl.  Kap.  V,  §  67). 

Bei  sämtlichen  Netzen  i'.  bis  i'.  gehen  die  Kanten  durch 
die  festen  Eckpunkte  der  Polarnetze,  also  durch  die 
Punkte  .4  und  B  hindurch. 

4.  Von  den  3tj  Hauptkrei^en  eines  Netzes  XV'  gehen 
dreimal  je  vier  durch  die  Punkt«  A  hindurch,  wobei  der 
Winkel  je  zweier  benachbarten  zwischen  0"  und  90"  variiert 
und  je  zwei  abwechselnd  auf  piuander  folgende  zu  einander 
senkrecht  stehen.  Je  vier  durch  einen  Punkt  Ä  hindurch- 
gehende Hauptkreise  entsprechen  also  den  Hauptkreisen  eines 
halbregulären  Zweiecksnetzea ;  je  zwei  benachbarte,  zu  einem 
Hauptkreise  a  symmetrisch  liegende  schliessen  einen  Winkel 
2j'(i)  fvergl.  Formel  33i))  des  §  27]  ein.  Zu  den  zwölf  Ebenen 
dieser  Hauptkreise  sind  die  Ebenen  der  Grenzflächen  eines 
(6 -(- 8)  -  eckigen  6. 4 -Flachs  [X]  (eines  Pyramidenwürfel  s) 
parallel. 

Von  den  Übrigen  24  Hauptkreisen  eines  Netzes  XV'  gehen 
zweimal  je  zwei  durch  die  Punkte  B  hindurch,  wobei  der 
Winkel  2«(i)  [Formel  33ij),  §  27]  zwischen  je  zwei  benach- 
barten, auf  der  Kante  .0,  C,  normal  stehenden,  von  0" 
bis  180'— 2j),  der  Winkel  2ßii)  zwischen  je  zwei  benach- 
barten, auf  der  Kante  C^A^  normal  stehenden,  von  0"  bis 
2ij  variiert.  Zu  den  Ebenen  der  zwölf  ersteren  Hauptkreise 
sind  die  Grenzflächen  eiuea  (ß-fS-f  12)-eckigen  24-Flachs 
fXXIJ  (eines  Deltoidikositetraeders)  parallel.   Was  die  Ebenen 
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der  letzteren  zwölf  Hauptkreise  anlangt,  so  sind  zu  ihnen, 
so  lange  der  Punkt  P^  innerhalb  des  Dreieckes  Aj^B^D^ 
liegt  (vergl.  Fig.  28,  in  welcher  B^D^  normal  auf  A^^C^ 
steht  und  dem  Hauptkreise  c^  angehört),  die  Grenzflächen 
eines  (8 +  6) -eckigen  8. 3 -Flachs  [XH]  (eines  Pyramiden- 
oktaeders) parallel-,  liegt  der  Punkt  P^  auf  dem  Haupt- 
kreisbogen B^D^j  so  fallen  die  zwölf  Hauptkreise  in  die 
vier  Hauptkreise  c  zusammen,  zu  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  regulären  Oktaeders  parallel  sind;  für  alle 
Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des  Dreieckes  B^D^C^  end- 
lich sind  zu  den  zwölf  Ebenen  wiederum  die  Grenzflächen 
eines  (6 -f  8  + 12) -eckigen  24- Flachs  [XXI]  parallel. 

Diese  letzteren  Beziehungen  folgen  auch  einfach  aus 
der  Lage  der  Pole  jener  Hauptkreise,  der  Eckpunkte  des 
zugeordneten  Polarnetzes,  indem  die  Ebenen  jener 
Hauptkreise  zu  den  in  den  Polen  an  die  Kugel  gelegten 
Berührungsebeneu  parallel  sind. 

5.  Bei  dem  Netze  X'  sind  die  zwölf  durch  die  Punkte 
A  hindurchgehenden  Hauptkreise  nicht  vorhanden  und  femer 
fallen  je  zwei  durch  je  einen  Punkt  B  hindurchgehende 
und  auf  der  Kante  BC  senkrecht  stehende  Hauptkreise  in 
einen  Hauptkreis  a  zusammen.  Die  zwölf  vorhandenen 
Hauptkreise,  welche  zu  je  zweien  durch  die  Punkte  B  hin- 
durchgehen und  senkrecht  zu  der  Kante  AC  stehen,  sind 
nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  gleich- 
flächigen Polyeders  [XU]  (vergl.  unter  4.)  parallel  sind,  da 
die  Fusspunkte  der  sphärischen  Perpendikel,  welche  von  dem 
auf  dem  Symmetriekreisbogen  A^B^  liegenden  Punkte  P^ 
auf  die  Kante  Ay^  C^  gefällt  werden,  zwischen  A^^  und  D^ 
fallen. 

6.  Bei  dem  Netze  XII '  fallen  von  den  vier  durch  je 
einen  Punkt  A  hindurchgehenden  Hauptkreisen  je  zwei  be- 
nachbarte in  einen  Hauptkreis  b  zusammen.  Die  zwölf 
durch  die  Punkte  B  gehenden  und  auf  den  Kanten  B  C  nor- 
malen Hauptkreise  fehlen,  während  die  auf  den  Kanten  AC 
normalen  vorhanden  sind.  Diese  letzteren  Hauptkreise  sind 
aber  für  alle  auf  dem  Symmetriekreisbogen  B^  C\  innerhalb 
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des  gleichschenkligeD  Dreieckes  A,  A^  C,  liegenden  Punkte 
P^  nur  Bolcbe,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  eines  gleich- 
öäcfaigen  Polyeders  [XXI]  (vergl.  unter  4.)  parallel  sind; 
denn  die  Fusspunkte  der  von  jenem  Punkte  P,  auf  A^  C^ 
geinten  sphärischen  Perpendikel  liegen  zwischen  t\  und  Dj. 

7.  Bei  dem  Netze  XXI'  fehlen  die  zwölf  Bauptkreise, 
welche  durch  die  Punkte  B  gehen  und  normal  zu  den  Kan- 
ten AC  sind,  während  die  zu  den  Kanten  BC  normalen 
und  die  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise 
dieselben  sind,  wie  bei  dem  Netze  XV'. 

8.  Die  vier  Hauptkreise  c,  welche  die  Kanten  eines 
Eubo Oktaedernetzes  XIX'  bilden,  entsprechen  demjenigen 
Übergangsfall  Rir  die  zwölf  auf  den  Kanten  A  C  senkrechten 
Hauptkreise,  in  welchem  dieselben  durch  die  Punkte  I)  hin- 
durchgehen und  zu  je  drei  in  einen  Hauptkreis  hineinfallen 
(vei^l.  *.). 

9.  Die  sechs  Hauptkreise  h  des  regulären  Hexaeder- 
netzes  VI  erscheinen  hier  als  derjenige  Grenzfall  der  zu  je 
vier  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise, 
in  welchem  je  zwei  dieser  letzteren  in  einen  Hauptkreis  za- 
sammenfallen. 

10.  Endlich  lassen  sich  die  drei  Hauptkreise  a  eines 
regulären  Oktaedemetzes  IV  als  derjenige  besondere  Fall 
entweder  der  durch  die  Punkte  A  oder  der  durch  die  Punkte 
B  senkrecht  zn  den  Kanten  SC  hindurchgehenden  zwölf 
Hauptkreise  ansehen,  in  welchem  je  vier  Hauptkreise  in 
einen  zusammenfallen. 

11.  Die  BeschafTenheit  der  Polarnetze  dieser  gleich- 
eckigen  Netze,  die  Lage  und  Gruppierung  der  Eckpunkte 
und  Hauptkreise  derselben,  läsat  sich  aus  den  gegebenen 
Beziehungen  mit  Leichtigkeit  erkennen. 

Bevor  die  beweglichen  gleichflächigen  Netze  dieser 
und  der  zweiten  Gruppe  {welche  nur  bewegliehe  Netze  ent- 
hält) und  die  ihnen  entsprechenden  gleicheckigen  Netze  be- 
trachtet werden,  sollen  im  folgenden  Paragraphen  zunächst 
die  festen   gl  eich  flächigen  Netze   der   Hesakistetraeder- 
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gruppe,  welche  zu  der  des  Hexakisoktaeders  in  naher  Be- 
ziehung steht;  nebst  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen 
aufgestellt  und  untersucht  werden. 

§50. 

Dritte  Gruppe:  HexakistetraedemetBe. 

A)   Feste  gleichflächige  Netze  nebst  den  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen. 

1.  Die  hierhergehorigen  gleichflächigen  Netze,  deren 
Kanten  durch  die  ganz  oder  nur  zum  Teil  ausgezogenen 
Hauptkreise  h  gebildet  werden,  sind: 

1.  das  Hexakistetraedernetz   X«),   (§20),   (6  +  4  +  4)- 

eckig,  2. 12 -flächig  (Fig.  8/3), 

2.  das  Triakistetraedernetz  IX,   (§   19),   (4  +  4)-eckig, 

4.3-flächig  [Fig.  7a),  7/3)],  

3.  das  DeltoiddodekaedernetzXIXa),  (§32),  (6  +  4  +  4)- 

eckig,  12-flächig  (Fig.  17/3), 

4.  das  reguläre  Tetraedernetz  III,  (§  8  u.  §  11),  4-eckig, 

4 -flächig  [Fig.  2«),  2/J)]. 

Bei  diesen  Netzen  sind  die  direkten  Symmetrieebenen 
der  Hauptkreise  a  nicht  mehr  vorhanden,  die  Eckpunkte 
werden  nur  durch  die  Punkte  Ä  und  C  gebildet,  wobei  die 
letzteren  in  zwei  Gruppen  von  je  vier  geschieden  sind,  welche 
den  Eckpunkten  zweier  konjugierten  Tetraeder  entsprechen. 
Dies  Fehlen  der  Sjmmetriekreise  a  und  die  Zuordnung  der 
acht  Punkte  C  und  der  nach  ihnen  gerichteten  dreizähligen 
Axen  in  zwei  Gruppen,  sowie  die  Zweizähligkeit  der  Axen 
OÄ  charakterisiert  auch  die  beiden  Netze  Xa)  und  XIX  a) 
als  bez.  von  den  Netzen  X  und  XIX,  mit  welchen  sie 
übrigens  durchaus  übereinstimmen,  verschieden.  Insbesondere 
sind  also  je  zwei  mit  einer  Kante  aneinanderstossende  Drei- 
ecke des  Hexakistetraedemetzes  Xa)  als  symmetrisch  gleich 
und  die  24  Dreiecke  als  zwölf  rechte  und  zwölf  linke  auf- 
zufassen. Durch  Yereinigong  je  zweier  längs  eines  Schenkels 
oder  der  Basis  aneinanderstossenden  Dreiecke  entstehen  bez. 
die   Netze   IX   und  XIX  a);   durch  Zusammenfassen   von  je 
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sechs    nm    eisen    der   Punkte    C  hemmliegenden    Dreiecken 
resultiert  das  reguläre  Tetra«demetz  III. 

2.  Die  Eckpunkte  der  Polarnetze  dieser  vier  Netze 
werden  durcli  die  Punkte  H,  die  Kanten  durch  die  Hanpt- 
kreiae  a  uud  c  gebildet.  Nur  das  Polametz  des  Netzes  \a) 
ist  wiederum  ein  die  Kugelfläcbe  sechsmal  bedeckendes,  aber 
diskontinuierliches  Netz  (3.  §  49,  2.). 

3.  Die  den  vier  gleich  flächigen  Netzen  zugeordneten 
gleicbeckigen  sind: 

i'.  das  Netz  X"  des  (6+T+4)-flächigen  2.12-Ecks  (§  20, 

Fig.  8^}, 
a'.   das    Netz    IX'    des    (4 +  4) -flächigen    4.3-EckB    (§   19, 

Pig-  V«,  7,3),  

3'.   das  Netz  XIS"  des  (6  +  4 -j- 4) -flächigen  12-Eck8  (§  32, 

Fig.  nß), 
*'.  das  Netz  III   des  4-flächigen   4-Ecks  (reguläres   Tetra- 

edemetz)  (§  8  u.  §  11,  Fig.  2«,  2(3). 
Das  Netz  X"  ist  ein  zweifach  veränderliches  Netz,  da 
ein  Eckpunkt  Pj  jede  Lage  innerhalb  der  Grenzfläche  des 
Symmetrienetzes,  d.  h.  des  Hexakistetraederdreieckes  A^t^^  C^ 
nnd  zwar  innerhalb  einer  der  beiden  dnrch  den  Bogen  ^,  S^ 
getrennten  Hälften  dieses  Dreieckes  annehmen  kann.  Die 
2 .  12  Eckpunkte  bilden  diejenige  (tetraedrische)  Hemigonie 
des  Netzes  XY',  bei  welcher  von  den  2.24  Eckpunkten 
dieses  nur  die  zu  den  Hauptkreisen  b,  nicht  aber  die  zu  den 
Hauptkreisen  a  symmetrisch  liegenden  beibehalten  werden. 
Die  Netze  IX'  und  XIX"  sind  einfach  veränderliche 
Netze  and  zwar  bilden  die  Eckpunkte  eines  Netzes  IX', 
welche  anf  den  Kreisbogen  AC  liegen,  die  Hemigonie  eines 
Netzes  XXI',  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XIX",  welche  auf 
den  Kreisbogen  iJC  liegen,  die  Hemigonie  eines  Netzes  XU'. 
Die  Eckpunkte  eines  Netzes  X"  gruppieren  sich  als  die 
Eckpunkte  von  vier  kongruenten  gleieheckigeu  (3  +  3)-kaa- 
tigen  Sechsecken,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte  C  eines 
regulären  Tetraedemetzes  oder  des  ihm  konjugierten  sind, 
und  zwar  auf  vier  Arten;  femer  auch  als  die  Eckpunkte 
von  drei  kongruenten  Netzen  XVIll',  ji^  =  '2,  deren  Hauptaxea 
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die  Axen  OA  sind,  und  zwar  auf  drei  Arten.  Für  die 
Netze  2\  bis  4'.  gehen  die  halbregulären  Sechsecke  zum 
Teil  oder  vollständig  in  reguläre  Dreiecke  über,  die  Netze 
XVIII'  reduzieren  sich  auf  Netze  XIV,  und  die  Zahl  der 
möglichen  Gruppierungen  vermindert  sich  (vergl.  Kap.  V,  §  69). 

Die  Kanten  der  sämtlichen  Netze  l'.  bis  4'.  gehen  durch 
die  festen  Eckpunkte  der  Polametze,  d.  h.  durch  die  Punkte 
li  hindurch. 

4.  Von  den  36  Hauptkreisen  eines  Netzes  X"  gehen 
zweimal  je  zwei  durch  einen  Puakt  B  hindurch;  indem 
sie  auf  einer  Kante  AC  normal  stehen.  Die  einen  zwölf 
dieser  Hauptkreise  [z.  B.  die  Hauptkreise  PiP»,  -Pß-^s  ®^^« 
in  Fig.  8/3)]  verhalten  sich  ebenso ,  wie  die  zwölf  auf  je 
einer  Kante  AC  senkrecht  stehenden  Hauptkreise  eines 
Netzes  XV'  (vergl.  §  49,  4.);  der  Winkel  2/3(2)  zwischen  je 
zwei  benachbarten  variiert  von  0^  bis  2i2,  und  je  nach 
der  Lage  des  Punktes  Pj  innerhalb  des  Dreieckes  A^  C^  B^ 
sind  zu  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  die  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [XII],  [IV]  oder  [XXI]  parallel.  Bei  den 
andern  zwölf  der  auf  einer  Kaute  A  C  senkrecht  stehenden 
Hauptkreise  [z.  B.  den  Hauptkreisen  P^  Pg,  Pg  P5  etc.  in 
Fig.  8/3)]  variiert  der  Winkel  je  zweier  benachbarten 
zwischen  0^  und  180^  — 2  iy;  zu  den  Ebenen  derselben  sind 
also  immer  die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XII]  parallel. 

Die  letzten  zwölf  Hauptkreise  endlich  gehen  zu  je 
zweien  durch  einen  Punkt  B  hindurch,  indem  sie  auf 
einer  Kante  BC  normal  stehen;  der  Winkel  zwischen  je 
zwei  benachbarten  (vergl.  §  49,  4.)  variiert  also  von  0^ 
bis  180®  — 2 ly  und  zu  den  Ebenen  derselben  sind  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XXI]  parallel. 

Die  in  den  (12  +  12  +  12)  Polen  jener  Hauptkreise,  den 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polarnetzes,  an  die  Kugel 
gelegten  Berührungsebenen  sind  die  Grenzflächen  je  dreier 
hemiedrischen  Gestalten  der  Polyeder  [XII],  [XXI]  oder 
speziell  [IV],  bei  welchen  von  je  zwei  parallelen  Grenzflächen 
dieser  vollzähligen  Polyeder  nur  eine  beibehalten  ist,  nämlich 
bez.  eines  Polyeders  [XlXa]  (eines  Deltoiddodekaeders), 
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[IXJ  (eines  Pyramidentetraeders}  und  [III]  (eines  regu- 
lären Tetraeders). 

ö.  Bei  dem  Netze  IX'  fehlen  die  ersten  zwölf  Haupt- 
kreise, weiche  senkrecht  auf  den  Kanten  A  C  stehen,  während 
Tou  den  zweiten  zwölf  je  zwei  in  einen  Hauptkreia  b  zu- 
sammenfalleu;  dagegen  sind  die  zwölf  auf  deu  Kanten  BC 
normalen  Hauptkreiae,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen 
eines  Polyeders  fIX]  parallel  sind,  vorhanden. 

6.  Bei  dem  Netze  XtX"  fehlen  die  zwölf  auf  den 
Kanten  UV  normalen  Hauptkreise,  während  die  2.12  auf 
den  Kanten  Ä  C  normalen  vorhanden  sind.  Die  erateren 
zwölf  sind  aber  nur  solche  Hauptkreise,  zu  deren  Ebenen 
die  GreuzSächen  eines  Polyeders  [IX]  parallel  sind,  die 
andern  zwölf  dagegen  nur  solche,  zu  deren  Ebenen  die  Grens- 
äächen  eines  Polyeders  fXIXa]  parallel  sind. 

7.  Die  sechs  Ilauptkreise  l  eines  regulären  Tetraeder- 
iietzes  III  erscheinen  als  derjenige  Grenzfall  der  auf  den 
Kauteu  AC  senkrecht  stehenden  Hauptkreise,  in  welchem  je 
zwei  derselben  in  einen  Hauptkreia  h  zusammenfallen. 

rt.  Die  Heschalfßiilieit  der  Polarnetze  dieser  sl^iL^li- 
eckigen  Netze  ergiebt  sich  leicht  aus  dem  Yorstehenden. 

Als  eine  besondere  Gruppe  dieser  zweiten  Hauptklaase 
lassen  sich  auch  noch  die  dem  regulären  Oktaedemetze  zn- 
geordneten  Netze  IV"  eines  (2-f2-|-2)-flächigen  2.4-Eck8 
(§  18,  Fig.  6a)  und  die  spezielle  Fälle  derselben  darstellenden 
Netze  IV'  (§  16,  Fig.  by)  ansehen.  Diese  Netze  bilden  also 
einen  Uebergangsfall  aus  der  ersten  in  die  zweite  Hauptklasse, 
da  sie  andererseits  die  dem  Werte  J3  =  2  oder  «  =  4  entspre- 
chenden Fälle  der  Netze  VIII"  und  VIII'  repräsentieren. 

«51. 

Erste  Qruppe:  HezakisoktaedernetBe. 
B)  Veränderliches  gleichflächiges  und  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz. 
1.  Das   einzige  veränderliche   gleichSächige  Netz  dieser 
Gruppe  ist 
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das  PentagonikositetraedernetzXXVI  (§42),  (6+8+24)- 
eckig,  24 -flächig  (Fig.  24/)), 

welchem  als  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz 

das   Netz   des   (6  + 8 +  24) -flächigen   24-Eck8   XXVI' 

(§  42,  Fig.  24/J) 
entspricht. 

Diese  Netze  sind  vollständig  unsymmetrisch  ^  während 
ihnen  die  charakteristischen  Axen  eines  Hexakisoktaeder- 
netzes  zukommen. 

Die  Eckpunkte  des  zweifach  veränderlichen  Netzes  XXYI 
sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  A,  C  und  derjenigen 
24  Eckpunkte  Pg,  P4,  Pg . . .  (Fig.  24/J),  welche  die  abwechselnd 
aufeinanderfolgenden  Eckpunkte  eines  Netzes  XV  darstellen. 
Diese  24  Eckpunkte  P  sind  diejenigen  eines  Netzes  XX VI', 
wobei  zwischen  den  Eckpunkten  P  und  denjenigen  ^,  den 
Eckpunkten  des  dem  Netze  XXVI  zugeordneten  Netzes,  eine 
Steinersche  Verwandtschaft  besteht  (vergl.  §  42,  6.). 

Da  die  Eckpunkte  der  Netze  XXVI'  eine  bestimmte 
(gyroidische)  Hemigonie  der  Netze  XV'  darstellen,  so  er- 
geben sich  sofort  die  möglichen  Arten  der  Gruppierung 
dieser  Eckpunkte  (vergl.  §  49 ,  sX  Dieselben  gruppieren 
sich  auf  drei  Arten  als  Eckpunkte  von  drei  kongruenten 
sägerandigen  Netzen  XXV',  p«:=4,  mit  den  Hauptaxen  0^; 
femer  auf  vier  Arten  als  Eckpunkte  von  vier  kongruenten 
sägerandigen  Netzen  XXV',  p«=3,  mit  den  Hauptaxen  OC; 
und  endlich  auf  sechs  Arten  als  Eckpunkte  von  sechs 
solchen  Netzen  XXV',  P'^2,  mit  den  Hauptaxen  OB,  d.  h. 
von  sechs  kongruenten  Netzen  XVII  (von  rhombischen 
Sphenoiden). 

2.  Was  die  Kanten  eines  Netzes  XXVI  anlangt,  so 
liegen  dieselben  einmal  auf  zwölf  Hauptkreisen,  welche  — 
zu  zweien  auf  einander  senkrecht  —  durch  je  einen  der 
sechs  Punkte  Ä  und  Ä^  hindurchgehen.  Zu  den  Ebenen 
dieser  zwölf  Hauptkreise  sind,  da  die  Pole  derselben  auf 
den  Hauptkreisen  a  je  ein  gleicheckiges  2. 4 -Eck  bilden, 
die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [X]  parallel. 
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Ferner  liegen  die  zu  dreien  durch  je  einen  der  acht 
Punkte  C  und  C  hindurchgehenden  Kanten  auf  24  Haupt- 
kreisen,  zu  deren  Ebenen  die  Grenzwachen  eines  solchen 
Pentagonikositetraedera  [X5V1]  parallel  sind,  für  welches 
die  Berührungspunkte  von  je  sechs  Grenzflächen  auf  einem 
Hauptki-eise  c  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  [XXVI]  ist  die 
gyroidische  Hemiedrie  eines  sog.  parallelkantigen  Ilexa- 
kisoktaeders). 

Endlich  gehören  die  zwölf  Kanten,  welche  durch  je 
einen  der  zwölf  Punkte  li  und  B'  gehen,  solchen  zwölf 
Hauptkreisen  an,  zu  deren  Ebenen  die  GrenzflUchen  eines 
Polyeders  [SlXßJ,  [III]  oder  [IX]  parallel  sind,  je  nachdem 
der  Punkt  P,  innerhalb  des  Dreieckes  }i^  (\  i?,  auf  dem 
Bogen    //,  öj   oder  innerhalb   des   Dreieckes   A^  B,  ü,    liegt. 

Diese  drei  Gruppen  von  Hauptkreisen,  nämlich  die  zu 
einander  senkrechten,  durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden, 
femer  die  unter  Winkeln  von  120"  gegeneinander  geneigten, 
durch  die  Punkte  C  gehenden  und  endlich  die  durch  die 
Punkte  li  hindurchgehenden  Hauptkreise,  drehen  sich  in 
bestimmter  Weise  bez.  um  die  Punkte  J,  C  und  B,  wenn 
der  Punkt  P^  alle  Lagen  innerhalb  des  Hexakisoktaeder- 
dreieckes  A^  C,  Bi  einnimmt.  Damit  ergiebt  sich  die  Art 
und  Weise,  auf  welche  die  Pole  dieser  Hauptkreise,  näm- 
lich die  Eckpunkte  des  Polarnetzes  bez.  auf  den  Haupt- 
kreisen a,  c  und  b  beweglich  sind. 

3.  Von  den  60  Hauptkreisen  dea  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzes  XXVI'  bilden  24  die  Kanten  der  regulären 
sphärischen  Vierecke  mit  den  Mittelpunkten  A  und  A'  und 
gehen  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  a  liegenden  Eckpunkte 
des  Polametzes  hindurch.  Zu  den  Ebenen  dieser  24  Haapt- 
kreise  sind  die  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XXVI]  parallel, 
welche  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  d.  h.  denjenigen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polarnetzes,  welche  auf 
den  zu  jenen  Hauptkreiaeu  normalen  Hauptkreisen  des  Sym- 
metrienetzes liegen,  die  Kugel  berühren. 

Weitere  24  Hauptkreise  bilden  die  Kanten  der  regu- 
lären sphürischen  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  und  C' 
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und  gehen  durch  die  auf  den  Hanptkreisen  c  liegenden  Eck- 
punkte des  Polametzes  hindurch.  Zu  den  Ebenen  dieser 
24  Hauptkreise  sind  ebenfalls  die  Grenzflächen  eines  Poly- 
eders [XXVI]  parallel.  Dieselben  sind  Berührungsebenen 
der  Eugel  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  d.  h.  solchen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  Polametzes,  welche  auf  den 
zu  jenen  Hauptkreisen  normalen  Hauptkreisen  des  Sjmme- 
trienetzeS;  nämlich  den  24  durch  die  Punkte  C  hindurch- 
gehenden liegen. 

Endlich  gehen  die  zwölf  in  den  Punkten  JB  und  B^  auf 
den  entsprechenden  Hauptkreisen  des  Symmetrienetzes  senk- 
recht stehenden  Hauptkreise  durch  die  auf  den  Hauptkreisen 
b  liegenden  Pole  der  ersteren  hindurch.  Die  Pole  dieser 
zwölf  Hauptkreise  des  gleicheckigen  Netzes  sind  daher  auch 
die  Schnittpunkte  der  zu  jenen  senkrechten  Hauptkreise  des 
Sjmmetrienetzes  mit  den  Hauptkreisen  b.  Zu  den  Ebenen 
dieser  zwölf  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines  Polyeders 
[XlXa],  [lü]  oder  [IXJ  parallel,  je  nachdem  der  dem  Punkte 
Pj  zugeordnete  Punkt  ^^  innerhalb  des  Dreieckes  B^  C^  D^ , 
auf  dem  Bogen  B^D^  oder  innerhalb  des  Dreieckes  A^B^D^ 
liegt 

§52. 

Zweite  Gruppe:   DiakisdodekaedernetBe. 

1.  Diese  Gruppe  enthält  nur  die  beiden  veränderlichen 
gleichflächigen  Netze: 

1.  das  Diakisdodekaedernetz  XXIH  (§38),  (6  +  8  +  12)- 

eckig,  2.12-flächig  (Fig.  21/3), 

2.  das  symmetrische  Pentagondodekaedernetz  XXIX 

(§  45),  (8  +  12)-eckig,  12-flächig  (Fig.  27), 

welchen  bezüglich  als  zugeordnete  gleicheckige  Netze: 

i'.  das  Netz  des  (6  +  8  + 12)-flächigen  2.12-Ecks  XXHI' 

(§38,  Fig.  21/3), 
«'.   das   Netz   des   (8+ 12)-flächigen  12-Ecks  XXIX' 

(§  45,  Fig.  27) 
entsprecben. 
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Die  Netze  dieser  Gruppe  nehmen  eine  Mittelstellung 
zwischen  denjenigen  der  ersten  und  der  dritten  Gruppe  ein. 
Denn  die  Äxen  sind  mit  denjenigen  eines  Hexakistetraeder- 
netzea  übereinstimmend,  indem  je  zwei  entgegengesetzt  ge- 
richtete dreizählige  Äsen  zwar  gleichwertig,  aber  nur  sym- 
metrisch  gleich  sind  und  die  nach  den  Punkten  A  gerich- 
teten Auen  nur  zweizählige  sind;  dagegen  kommen  diesen 
Netzen  die  Ebenen  der  dre!  Hauptkreise  a,  nicht  aber  die 
der  sechs  Hauptkreise  b,  als  Symmetrieebenen  zu  (vergl. 
§  38,  3),  Auch  lüsBt  sich  als  charakteristisches  Merkmal, 
durch  welches  die  Netze  dieser  Gruppe  wesentlich  von  den 
ttbrigen  beweglichen  Netzen  dieser  Ordnung  imterschieden 
sind,  dasjenige  anführen,  dass  bei  den  ersteren  zu  jedem 
Punkte  der  Gegenpunkt,  zu  jeder  Fläche  die  Gegeufläche  im 
Netze  vorhanden  ist. 

Die  gleicheckigen  Netze  dieser  Gruppe  sind  solche  He- 
migonieen  der  vollzähligen  Netze  XV'  und  X',  bei  welchen 
die  beibehaltenen  Punkte  sich  als  Gegenpunkte  entsprechen; 
die  diesen  Netzen  umgeschriebenen  gl  eich  flächigen  Polyeder 
[XXIUj  und  (XXIXj  werden  ak  parallelflüchige  Hernie- 
drien  der  vollzähligen  Polyeder  [XV]  und  [X]  bezeichnet. 
Man  kann  daher  diese  Art  von  Hemigonie,  welche  auch 
bei  den  Netzen  XXIV  und  XVIII'  (§  48,  6.  bis  7.)  filr  den 
Fall  eines  ungeraden  p  bez.  Pi  sich  darbietet,  wohl  als 
gegenpunktige  Hemigonie  bezeichnen. 

2.  Bei  dem  einfach  veränderlichen  Netze  XXHI  sind 
die  Eckpunkte  eine  Kombination  der  Eckpunkte  A,  C  und 
derjenigen  zwölf  Eckpunkte  L^...  (Fig.  21/3),  welche  eine 
gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  X'  darstellen  und 
selbst  ein  Netz  XXIX'  bestimmen.  Die  Eckpunkte  des 
einem  Netze  XXHI  zugeordneten  Netzes  XXIII'  bilden  die- 
jenige (gegenpunktige)  Hemigonie  eines  Netzes  XV',  bei 
welcher  nur  die  symmetrisch  zn  den  Hauptkreisen  a  liegenden 
Eckpunkte  beibehalten,  die  symmetrisch  zu  den  Haupt- 
kreisen b  liegenden  dagegen  weggelassen  sind.  Ein  Netz 
XXIII'  ist  ein  zweifach  veründerliches  Netz,  da  ein  Eck- 
punkt   P,    beliebig    auf    deui    Halbierungskreisbogen    C,  S, 


§  52.  Zweite  Gruppe:  Diakisdodekaedernetze.  239 

(Fig.  21  y)  des  Winkels  bei  6\  in  der  Grenzfläche  des  Symme- 
trienetzes  gewählt  werden  kann. 

Das  Netz  XXIX  wird  einfach  aus  dem  Netze  XXIII 
durch  Zusammenfassen  je  zweier  längs  einer  Kante  A^L^.., 
zusammenstossenden  Vierecke  erhalten.  Die  Eckpunkte  dieses 
Netzes  sind  also  eine  Kombination  der  Eckpunkte  C  und 
der  zwölf  Eckpunkte  L  eines  Netzes  XXIX',  wobei  die 
Punkte  L  und  diejenigen  S,  die  Eckpunkte  des  dem  Netze 
XXIX  zugeordneten  Netzes,  konjugierte  Punkte  eines  invo- 
lutorischen  Systems  sind. 

Die  verschiedenen  Gruppierungen  der  Eckpunkte  der 
beiden  Netze  XXIII'  und  XXIX'  in  Beziehuug  auf  die  Axen 
OA  und  OC  ergeben  sich  einfach  aus  denjenigen  der  Eck- 
punkte der  vollzähligen  Netze  XV  und  X'. 

3.  Die  Kanten  eines  Netzes  XXIII  werden  einmal  durch 
die  drei  festen  Hauptkreise  a,  sodann  durch  die  zwölf  be- 
weglichen  Hauptkreise  gebildet,  von  welchen  je  drei  unter 
Winkeln  von  120^  durch  je  einen  Punkt  C  und  dessen 
Gegenpunkt  hindurchgehen.  Zu  den  Ebenen  dieser  Haupt- 
kreise sind  die  Grenzflächen  eines  solchen  Diakisdodekaeders 
[XXIII]  parallel,  für  welches  die  Berührungspunkte  von  je 
sechs  —  zu  zweien  parallelen  —  Grenzflächen  auf  je  einem 
Hauptkreise  c  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  parallel- 
flächige  Hemiedrie  eines  sog.  parallelkantigen  Hexakis- 
oktaeders.)  Jene  Berührungspunkte^  d.  h.  die  Pole  und 
Gegenpole  der  zwölf  Hauptkreise  sind  auf  den  Hauptkreisen  c 
bei  ungeändertem  gegenseitigem  Abstände  beweglich,  wenn 
die  Punkte  L  (Fig.  21/3)  ihre  Lage  auf  den  Hauptkreisen  a 
ändern. 

4.  Von  den  Hauptkreisen  der  einem  bestimmten  Netze 
XXIH  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  XXIII'  gehen  zwölf, 
welche  die  Kanten  der  gleicheckigen  Vierecke  bilden,  durch 
die  Punkte  A  hindurch;  sie  zerfallen  in  zwei  Gruppen  von  je 
sechs  Hauptkreisen,  so  dass  zu  den  Ebenen  der  sechs  Haupt- 
kreise  jeder  Gruppe  die  Grenzflächen  eines  symmetrischen  Pen- 
tagondodekaeders  [XXIX]  parallel  sind,  welche  in  den  auf  Haupt- 
kreisen a  liegenden  Polen  jener  Hauptkreise  die  Kugel  berühren 
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Die  übrigen  zwölf  Hauptkreiae,  welche  die  Kanten  der 
regulären  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  geben 
durch  die  auf  den  HauptkreiseQ  c  liegenden  Eckpunkte  des 
Polametzes  (zum  Symmetrienetze  XXIII)  biudureb.  Zu  deu 
Ebeuen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines  Dia- 
Idadodekaeders  [XXllI]  parallel,  welche  in  den  Polen  dieser 
Hauptkreise,  d.  h.  denjenigen  Eckpunkten  des  zugeordneten 
PolarnetzeB,  welche  auf  den  zu  jenen  Hauptkreiaen  noi^ 
malen  Bauptkreisen  des  Symmetrienetzes  liegen,  Beriihnuigs- 
ebenen  der  Kugel  sind. 

5.  Die  Haiiptkreise  des  Netzes  XXIX  stimmen  mit 
denen  des  Netzes  XXIII  «ibereiu;  von  den  Hauptkreisen  t, 
welche  hei  dem  Netze  XXIII  (Fig.  21(3)  vollständig  aus- 
gezogen waren,  treten  bei  dem  Netze  XXIX  nur  die  Bogen 
I-ii's,  ij /-(,  -tfi  Jjg  und  deren  Gegenbogen  als  Kanten  auf. 
(Fig.  27.) 

6.  Bei  dem  gleicheckigen  Netze  XXIX'  fallen  die  zwölf 
durch  die  Punkte  A  hindurchgehenden  Hauptkreise  des 
Netzes  XXIII'  in  die  drei  Hauptkreise  a  zusammen,  während 
die  zwölf  Ilauiitkreise,  welche  die  Kauten  der  regulUren  Drei- 
ecke mit  den  Mittelpunkten  C  bilden,  analog  den  entspre- 
chenden  Hauptkreisen   eines   Netzes  XXIII'  gruppiert   sind. 


«53. 

Dritte  Grappe:  Hezakistetrsedemetse. 
B)  Veränderliches  gleichflächiges  und  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz. 
1.    Das    einzige    veränderliche    gleichfläehige    Netz    der 
Hexakistetraedergruppe  ist: 

das    tetraedrisehe     Pentagondodekaedernetz    XXVIII 
(§44),   (4"+4  +  12)-eckig,    12-flächig    (Fig.  2Gß), 
welchem  das  gleicheckige 
Netz  des  ('4  +  4-M2)-fliichigen  12-Ecks  XXVIII'  (§44, 

Fig.  26ß) 
zugeordnet  ist. 
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Diesen  Netzen  kommen  keine  Symmetrieebenen,  wohl  aber 
die  charakteristischen  Axen  eines  Hexakistetraedernetzes  zu. 

Die  Eckpunkte  des  zweifach  veränderlichen  Netzes  XXVlll 
sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  C  zweier  konjugierten 
regulären  Tetraedemetze  und  derjenigen  zwölf  Eckpunkte 
Pj,  P7,  Pj,,  Pi6---  (Fig.  26 /J),  welche  die  abwechselnd  auf- 
einanderfolgenden Eckpunkte  eines  Netzes  X'',  also  eine  Te- 
tartogonie  des  Netzes  XV  darstellen,  ebenso  aber  auch  als 
(gyroidische)  Hemigonie  jedes  der  beiden  Netze  XXYI'  und 
XXIII'  erhalten  werden  können.  Diese  zwölf  Eckpunkte  P 
bestimmen  ein  Netz  XXVIir,  wobei  zwischen  den  Punkt- 
systemen P  und  $,  den  Eckpunkten  des  dem  Netze  XXYIII 
zugeordneten  gleicheckigen  Netzes,  eine  St  einer  sehe  Ver- 
wandtschaft besteht  (^ergl.  §  44,  6.). 

Die  verschiedenen  Gruppierungen  dieser  Eckpunkte  in 
Beziehung  auf  die  Axen  OC  folgen  einfach  aus  denjenigen 
der  Eckpunkte  d6r  vollzähligen  Netze. 

2.  Von  den  Hauptkreisen  des  gleichflächigen  Netzes 
XXVIII  gehen  sechs  durch  die  Punkte  Ä,  und  zwar  je 
einer  durch  einen  Punkt  Ä  oder  J.'  hindurch.  Zu  den 
Ebenen  dieser  sechs  Hauptkreise  sind,  da  die  Pole  derselben 
auf  jedem  Hauptkreise  a  ein  gleicheckiges  2. 2 -Eck  bilden, 
die  Grenzflächen  eines  symmetrischen  Pentagondodekaeders 
[XXIX]  parallel.  Die  übrigen  Hauptkreise  zerfallen  in  zwei 
Ginippen  von  je  zwölf,  von  denen  die  der  ersten  Gruppe  zu 
je  drei  durch  die  vier  Eckpunkte  C  eines  regulären  Tetraeder- 
netzes, die  der  zweiten  Gruppe  zu  je  drei  durch  die  Eck- 
punkte C  des  konjugierten  Tetraedemetzes  hindurchgehen. 
Zu  den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen 
zweier  solchen  tetraedrischen  Pentagondodekaeder  [XXVIII] 
parallel,  für  welche  die  Berührungspunkte  von  je  drei  Grenz- 
flächen auf  je  einem  Hauptkreise  c  liegen,  welche  also  Te- 
tartoedrieen  zweier  sog.  parallelkantigen  Hexakisokta- 
eder  sind  (vergl.  §  51,  3.). 

3.  Analog  ergiebt  sich  für  die  Hauptkreise  des  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzes  XXVIII'  das  Resultat,  dass 
zu   den   Ebenen   der   sechs   durcli    die  Punkte  Ä  hindurch- 
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gehenden  Hauptkreise  die  Grenzflächen  eiaes  symmetrischen 
Pentagon dodekaeders  [XXIX]  parallel  sind.  Weiterhin  gehen 
die  Hauptkreise  der  beiden  Gruppen  von  je  zwölf,  welche 
die  Kanten  der  beiden  Gruppen  regulärer  Dreiecke  mit  den 
Mittelpunkten  ü  bilden,  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  c 
liegenden  Eckpunkte  des  Polarnetzes  hindurch.  Zu  den 
zwölf  Ebenen  jeder  Gruppe  sind  die  Grenzflächen  eines  te- 
traedrischen  Pentagon  dodekaeders  [XXVIH]  parallel,  welche 
die  Kugel  in  den  Polen  jener  Hauptkreise,  d.  h.  denjenigen 
Eckpunkten  des  zugeordneten  PolametzeB  berühren,  welche 
auf  den  durch  die  Punkte  C  gehenden  beiden  Gruppen  von 
je  zwölf  Hauptkreisen  des  Symmetrienetzea  liegen. 

4.  Endlich  möge  noch  daraufhingewiesen  werden,  daas 
auch  die  Hemigonieen  der  Netze  IV"  und  IV  (vergl.  §  50,  8.), 
nämlich  die  Netze  XYII  eines  rhombischen  und  die  Netze 
XIV  eines  tetragonalen  Sphenoids  als  eine  besondere  Gruppe 
beweglicher  —  zugleich  gleicbflächiger  und  gleicheckiger  — 
Netze  der  zweiten  Ilauptklasse  aufgefasst  werden  können, 
während  dieselben  andererseits  früher  als  Grenzfalle  der 
bauptaxigen  Trapezoid-  und  Deltoidnetze  —  also  zur 
ersten  Hanptklaase  gehörig  —  erhalten  wurden. 

Auf  diejenigen  regelmässigen  Gruppierungen  der  Netae 
XVII  und  XIV,  bei  welchen  die  Eckpunkte  mit  denjenigen 
der  gleicheckigen  Netze  der  verschiedenen  Klaasen  und  Grup- 
pen zusammenfallen,  wird  im  letzten  Kapitel  eingegangen 
werden. 

IIb)  Netze  der  zweiten  Haoptblasse  zweiter  Ordnung. 

Binzige  Onippe:  DiakiahezekoutaedemetEe. 
8  54. 

A)    Feste   gleichflächige   Netze   nebat   den  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netzen. 
1,  Auch  diese  Gruppe  ist  nach  dem  allgemeinsten  gleich- 
flächigen   Netze   benannt  worden,   da   alle  übrigen  hierher- 
gehörigen Netze  sich  in  einfacher  Weise  aus  diesem  herleiten 
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Die  festen  gleichflächigen  Netze  dieser  Gruppe  sind: 
i.dasDiakishexekontaedernetzXVI  (§28),  (12+20+30)- 

eckig,  2. 60 -flächig  (Fig.  14a), 
2.  das  Pentakisdodekaedernetz  XI  (§  21),  (12  +  20)-eckig, 

12. 5 -flächig  (Fig.  9), 
8.  dasTriakisikosaedexnetz  XIII  (§23),  (20+ 12) -eckig, 

20.3-flachig  (Fig.  11), 
4.  dasDeltoidhexekontaedernetz  XXII  (§36), 

(12 +  20 +  30) -eckig,  60-flächig  (Fig.  20), 
6.  dasRhombentriakontaedernetz  XX  (§  33),  (12  +  20)- 

eckig,  30-flächig  (Fig.  18), 

6.  das  reguläre  Ikosaedernetz  V  (§  8  u.  §  12),  12-eckig, 

20-flächig  (Fig.  4), 

7.  das  reguläre    Pentagondodekaedernetz  YII  (§  8  und 

§  12),  20- eckig,  12-flächig  (Fig.  4). 

Das  Netz  i.  wird  durch  die  vollständig  ausgezogenen 
15  Hauptkreise  b  gebildet,  welche  nur  teilweise  ausgezogen 
die  sechs  übrigen  gleichflächigen,  bez.  regulären  Netze  liefern. 
Und  zwar  werden  die  Netze  2.  bis  4.  auf  die  früher  angege- 
bene Art  durch  Zusammenfassen  je  zweier  benachbarten 
Dreiecke  längs  einer  Kante,  das  fänfte  durch  Vereinigung 
Ton  je  vier,  das  sechste  von  je  sechs  und  das  siebente  von 
je  zehn  Dreiecken  des  Diakishexekontaedemetzes  XVI  er- 
halten. Die  Ebenen  der  15  Hauptkreise  b,  zu  welchen  die 
Grenzflächen  eines  Triakontaeders  [XX]  parallel  sind,  sind 
für  sämtliche  sieben  Netze-  direkte  Symmetrieebenen. 

Die  Eckpunkte  sind  für  die  Netze  2.,  8.  und  6.  Kombi- 
nationen der  Eckpunkte  G  des  Netzes  6.  und  der  Eckpunkte 
C  des  Netzes  7.,  für  die  Netze  i.  und  4.  Kombinationen 
dieser  Eckpunkte  G,  C  und  der  Eckpunkte  B  eines  sphä- 
rischen (12 +  20) -flächigen  30-Ecks  XX',  welches  das  ein- 
zige feste  gleicheckige  Netz  [erster  Art ^)]  dieser  Oruppe  ist. 

Die  nach  den  Punkten  Gy  (7,  B  gerichteten  Radien  sind  für 
sämtliche  sieben  Netze  Axen  von  der  früher  bestimmten.  Zäh- 
ligkeit. 

1)  Zwei  andere  noch  mögliche  feste  gleicheckige  Netze  höherer 
Art  mit  den  Eckpunkten  B  werden  sich  im  letzten  Kapitel  ergeben. 

16* 
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2.  Was  die  Polametze  der  Netze  i,  bis  t.  anlangt, 
so  werden  die  Eckpunkte  derselben  durch  die  15  Pankte  H 
and  deren  Oegenpunkte,  die  Kanten  derselben  durch  die 
Hauptkreise  g,  c,  b  gebildet,  welche  bez.  die  Polaren  der 
Punkte  G,  f '  und  B  sind. 

Nur  das  Polametz  des  Diakishesekoittaedemetzes  XTl 
ist  ein  solches  gleichflächiges  (und  speziell  zugleich  gleicb- 
eckiges)  Netz,  welches  die  Eugel&äche  mehrere  Mal  und 
zwar  4ri-inal  bedeckt.  Denn  die  Winkel  einer  Grenzfläche 
dieses  Polametzes  betrafen  180'*  — y,  180*  — j;»  ISO"  —  », 
der  Eszess  also,  da  qp -f  Z  +  <f"~  ö*^*  's*'  270",  d.  b.  das  aus 
120  solcher  Dreiecke  zusammengesetzte  Netz  bedeckt  45- mal 
die  Kngelöäche.  Anf  dieses  Netz  werden  wir  im  letzten 
Kapitel  zurückkommen. 

3.  Den  sieben  gleichflächigen  Netzen  i.  bis  t.  sind  bes. 
folgende  gleicheckige  zugeordnet: 

das  Netz  XVI'   des   ( 1 9  +  20  +  30) •  flächigen   2.60-Eck» 

f§  28,  Fig.  14a), 
das  Netz  Xr  des  (12 +  20)-flächigen   12.5-Ecks    (§21, 

Fig.  9), 
das  Netz  Xni'  des  (20+ 12) -flächigen  20.3-Ecks  (§  23, 

Fig-  11), 
das  Netz  XXII'   des  (12  +  20-f-30)-flächigen   öO-Ecks 
(§  36,  Fig.  20), 
.  das  Netz   XX'   des  (12-{-20)-flächigen   30-Ecks   (§  33, 

Fig.  18), 
.   das  Netz  VII  des    12-flächigen   20-Ecks  (dos  reguläre 
Pentagondodekaedercetz)  (§  8  u.  g  12,  Fig.  4), 
.  das  Netz    V    des    20-flächigeii    12-Ecks    (das    reguläre 
Ikosaedernetz)  (§  8  u.  §  12,  Fig.  4). 
Die   Netze   XVI'    sind    zweifach    veränderliche   Netze, 
da  ein  Eckpunkt  P,  jede  Lage   innerhalb   des  Diakishexe- 
kontaederdreieckes  G^CyBi,  der  Grenzfläche  des  Symmetrie- 
netzes,  annehmen   kann.     Die   Netze  XI',  XIII'   und   X^I' 
sind   einfach    veränderliche   Netze,   weil   ein   Eckpunkt  P, 
jede   Lage   auf  dem   Symmetriekreisbogen   einer  Grenzfläche 
des    Symmetrienetzes    annehmen    kann.     Endlich    sind    die 
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Netze  XX',  VII  und  V  feste  Netze,  bei  welchen  die  Eck- 
punkte die  Mittelpunkte  der  Grenzflächen  des  Symmetrie- 
netzes darstellen. 

Die  2.60  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'  gruppieren  sich 
einmal  als  diejenigen  von  sechs  kongruenten  prismatischen 
Netzen  YIII'',  j?  — 5,  deren  Hauptazen  die  Axen  00  sind 
und  zwar  auf  sechs  Arten;  femer  als  die  Eckpunkte  von 
zehn  kongruenten  prismatischen  Netzen  VIII",  i'"~3,  deren 
Hauptaxen  die  Axen  OC  sind  und  zwar  auf  zehn  Arten; 
endlich  als  die  Eckpunkte  von  15  kongruenten  prismatischen 
Netzen  YIII'';  i>  — 2,  deren  Hauptaxen  die  Axen  OB  sind 
und  zwar  auf  15  Arten.  Für  die  Netze  2'.  bis  7'.  reduzieren 
sich  diese  prismatischen  Netze  VIII"  zum  Teil  oder  voll- 
standig  auf  Netze  VIII'  von  der  halben  Eckenzahl,  womit 
sich  auch  die  Zahl  der  möglichen  Gruppierungen  vermindert 
(vergl.  Kap.  V,  §  77). 

Die  Kanten  sämtlicher  Netze  1'.  bis  7'.  gehen  durch 
die  Punkte  jB,  nämlich  die  festen  Eckpunkte  der  Polar- 
netze hindurch. 

4.  Die  90  Hauptkreise  eines  Netzes  XVI'  zerfallen  in 
drei  Gruppen  von  je  30,  wobei  von  den  Hauptkreisen  jeder 
Gruppe  je  zwei  durch  einen  Punkt  B  hindurchgehen  und 
zu  den  beiden  sich  in  demselben  rechtwinklig  schneidenden 
Hauptkreisen  b  symmetrisch  liegen. 

Die  30  Hauptkreise  der  ersten  Gruppe  stehen  auf  den 
Kanten  BC'^tlf  senkrecht,  so  dass  der  Winkel  2a(s)  [vergl. 
Formel  34i})  in  §  28]  je  zweier  auf  demselben  Hauptkreise 
b  normalen  Hauptkreise  zwischen  0^  und  2^  variiert.  Zu 
den  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines 
(12  +  20)  -  eckigen  12. 5 -Flachs  [XI]  (eines  Pentakisdode- 
kaeders)  parallel. 

Die  30  Hauptkreise  der  zweiten  Gruppe  stehen  auf  den 
Kanten  jBGr  — 9  senkrecht,  wobei  der  Winkel  2y(2)  je  zweier 
auf  demselben  Hauptkreise  b  normalen  Hauptkreise  zwischen 
0^  und  2q>  variiert.  Trägt  man  (Fig.  29,  welche  die  stereo- 
graphische Projektion  eines  Netzes  XVI  für  den  Projektions- 
punkt B\  darstellt)   auf  der  Kante   B^O^^^q)  des  Diakis- 


•246    Viert.  Kap.  ZuB&mmenfaesg.  d.  gleich&Sch.  u.d.etc.Netae  etc 

haxekontaederdreieckes    G,  f.\  I{^    den    Bogen    B^  J?,  ^  B[  C, 

—  ^  sb  und  erricbtet  in  Ei  normal  zu  -B,  Gi  den  Kreißbogen 
E^D,,  welcher  dem  HauptkreiBe  Cg  angehört,  so  folgt,  dasB 
ZQ  den  Ebenen  der  30  Hauptkreise  die  Grenzflächen  eines 
(20 +12) -eckigen  20.3- Flachs  fXIII]  (eines  Pyramiden- 
ikoBaeders)  parallel  sind,  so  lange  der  Punkt  P,  innerhalb 
des  Vierecks  B,  Ej  7),  (\  Hegt,  dagegen  zu  den  Grenzflüchen 
eines  (12+20  +  30)-eckigen  eO-Flachs  [XSII]  (eines  Deltoid- 
hejcekontaedera)  parallel  sind,  wenn  der  Punkt  I\  innerhalb 
des  Dreieckes  E,  G,  D,  liegt.  Im  Übergangsfalle,  in  welchem 
der  Punkt  P,  auf  dem  Bogen  E^B,  liegt,  fallen  die  30 
Hauptkreiee  in  die  zehn  Hauptkreise  c  zusammen,  zu  deren 
Ebenen  die  Grenzflächen  eines  regulären  Ikosaeders  parallel 
sind. 

Endlich  stehen  die  30  Uauptkreise  der  dritten  Gruppe 
anl  den  Kanten  CO-^x  senkrecht,  so  dasa  der  Winkel 
2{f  +  ß(n)  je  zweier  auf  demselben  Hanptkreise  &  normalen 
Uauptkreise  zwischen  2tif  und  Stff +  2^=  180"  — 2qB  variiert 
Fällt  man  (Fig.  29,  vergl.  auch  Fig.  18)  von  B^  auf  C,G, 
das  sphärische  Perpendikel  B,  F, ,  welches  dem  Hauptkreise 
?e  angehört  und   wobei   CjFi  =  iI',G, -<p-((;,  J^,D,  =  I?,G, 

—  45"  — 9>  ist,  so  folgt,  dass  zu  den  Ebenen  der  30  Haupt- 
kreise  dieser  dritten  Gruppe  die  Grenzflächen  eines  (12  +  20)- 
eckigen  12. 5 -Flachs  [XI]  parallel  sind,  so  lange  der  Punkt 
Pi  innerhalb  des  Dreieckes  BiC^F^  liegt,  dagegen  zu  den 
Grenzflächen  eines  (12 +  20 +  30)- eckigen  60-Flachs  [XXH] 
parallel  sind,  wenn  der  Punkt  P,  innerhalb  des  Breieckes 
B,  Fl  Gj  liegt.  In  dem  Übergangsfalle,  in  welchem  der 
Punkt  P,  auf  dem  Bogen  B,  F,  Hegt,  fallen  die  30  Haupt- 
kreise in  die  sechs  Hanptkreise  g  zusammen,  zu  deren 
Ebenen  die  Grenzflächen  eines  regulären  Pentagondodekaeders 
parallel  sind. 

Die  Varietäten  der  Polyeder  [XI]  und  [XXII],  welche 
bei  dieser  dritten  Gruppe  in  Betracht  kommen,  sind  von 
denen  bez.  bei  der  ersten  und  zweiten  Gruppe  auftretenden 
.Varietäten  dieser  Polyeder  verschieden,  wobei  die  Varie- 
täten, deren  Grenzflächen  bes.  in  deu  Punkten.  E  und  D  der 
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Eagel  umgeschrieben  sind,  die  Übergangsfalle  darstellen. 
Diese  letzteren  Varietäten  werden  in  dem  nächsten  Kapitel 
analytisch  bestimmt  und  charakterisiert  werden. 

Die  aufgestellten  Beziehungen  folgen  auch  einfach  aus 
der  Lage  der  Pole  jener  Hauptkreise,  nämlich  der  Eckpunkte 
des  zugeordneten  Polarnetzes. 

5.  Bei  dem  Netze  Xl\  dessen  Eckpunkte  auf  den 
Kanten  BG'^tp  liegen,  reduziert  sich  die  erste  Gruppe 
der  30  Hauptkreise  auf  die  15  Hauptkreise  b,  die  Haupt- 
kreise der  zweiten  Gruppe  fehlen  und  die  der  dritten  Gruppe 
sind,  wie  im  allgemeinen  Falle  vorhanden*,  es  treten  aber 
nur  solche  30  Hauptkreise  auf,  zu  deren  Ebenen  die  Grenz- 
flächen eines  Polyeders  [XXII]  parallel  sind,  da  die  Fuss- 
punkte  der  von  den  Eckpunkten  P^  auf  die  Kante  C^  O^  ge- 
fällten sphärischen  Perpendikel  zwischen  F^  und  O^  fallen. 

6.  Bei  dem  Netze  XIÜ'  fehlen  die  Hauptkreise  der 
ersten  Grappe,  die  der  zweiten  reduzieren  sich  auf  die  15 
Hauptkreise  6,  während  die  der  dritten  Gruppe  vorhanden 
sind;  es  kommen  aber  hier  nur  solche  30  Hauptkreise  vor, 
zu  deren  Ebenen  die  Grenzflächen  ^ines  Polyeders  [XI]  pa- 
rallel sind,  da  die  Fusspunkte  der  sphärischen  Perpendikel, 
welche  von  den  auf  den  Kanten  BC^if  liegenden  Eckpunkten 
auf  die  Kante  C^  G^  gefallt  werden,  zwischen  O^  und  F^ 
fallen. 

7.  Bei  dem  Netze  XXII',  dessen  Eckpunkte  auf  den 
Kanten  GC^x  liegen,  fehlen  die  Hauptkreise  der  dritten 
Gruppe,  während  diejenigen  der  ersten  und  der  zweiten 
Gruppe,  wie  im  allgemeinen  Falle  vorhanden  sind. 

8.  Die  sechs  Hauptkreise  ^,  welche  die  Kanten  des 
Netzes  XX'  bilden,  stellen  den  bereits  oben  erwähnten  Über- 
gangsfall für  die  30  Hauptkreise  der  dritten  Gruppe  dar. 

9.  Für  die  regulären  Netze  VII  und  V  reduzieren  sich 
bez.  die  Hauptkreise  der  zweiten  und  der  ersten  Gruppe, 
während  die  der  übrigen  Gruppen  fehlen,  auf  die  nur  teil- 
weise ausgezogenen  15  Hauptkreise  b. 

Das  reguläre  Netz  YII  kann  auch,  wie  bereits  früher 
hervorgehoben  wurde,  als  spezieller  Fall  des  symmetrischen 
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Penti^ndodekaederaetzes  XXIX,  und  das  reguläre  Ikosa- 
edsmeti  T  als  epezieller  Fall  des  Netzes  XXIX'  eines  (8+  12)- 
fläcbigen  12-EckB  angesehen  werden. 

10.  Die  Beschaffenheit  der  Palarnetze  dieser  gleich- 
ockigen Netze  t'.  bis  t'.  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehendea 
obne  Schwierigkeit. 


#56- 

B)  Veränderliches  gleichflächigeG  und  zugeordnetes 
gleicheckiges  Netz. 

1.  Das  einzige  verimderliche  gleichflächige  Netz  der 
Diakishexekoiitaedergruppe  ist 

das    Fentagonhexekontaederuetz    XXVII    (§  48), 

(12  +  2n  +  60)-eckig,  60  flächig  (Fig.  25^), 
welebem  das  gleicheckige 
Netz  des  (12  +  20  +  60).fläcl»igen  (JO-Ecks  XXVU'  (§  43, 

Fig.  25^) 
Bogeoidset  ist 

Diese  beiden  Netze  sind  vollständig  unsymmetrisch; 
doch  kommeD  ihnen  die  charakteristischen  Axen  eines  Dia- 
kishexekontaedemetzes  za. 

2.  Die  Eckpunkte  des  zweifach  veränderlichen  Netzes 
XXVII  sind  eine  Kombination  der  Eckpunkte  G,  C  und  der- 
jenigen 60  Eckpunkte  P„  P^,  P„,..  (vergl.  Fig.  25^),  welche 
die  abwechselnd  aufeinanderfolgenden  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI'  darstellen.  Diese  60  Eckpunkte  P  gehören  einem 
Netze  XXVII'  an,  so  dass  zwischen  den  Punktsystemen  P 
und  $,  den  Eckpunkten  des  dem  Netze  XXVII  zugeordneten 
gleicbeckigen  Netzes,  eine  Steinersche  Verwandtschaft  be- 
steht (vergl.  §  43,  6.). 

Die  möglichen  Arten  der  Gruppierung  der  Eckpunkte 
eines  Netzes  XXVII',  welche  eine  (gyroidische)  Heinigonie 
eines  Netzes  XVI'  darstellen,  in  Beziehung  auf  die  Axen 
OG,  OC,  OB  ergeben  sich  einfach  aus  denjenigen  des  voll- 
zähligen Netzes  (vergl.  §  54,  3).  Die  Eckpunkte  eines  Netzes 
XXVII'  gruppieren  sich  auf  sechs  Arten  als  Eckpunkte  von 
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sechs  kongruenten  sägerandigen  Netzen  XXV',  p»5,  mit 
den  Hauptaxen  OG]  femer  auf  zehn  Arten  als  Eckpunkte 
von  zehn  kongruenten  sägerandigen  Netzen  XXV,  i)=«3, 
mit  den  Hauptaxen  OCy  und  endlich  auf  15  Arten  als  Eck- 
punkte von  15  solchen  Netzen  XXV ',  i>  =  2,  mit  den  Haupt- 
axen OjB,  d.  h.  von  15  kongruenten  Netzen  XVII  (von  rhom- 
hischen  Sphenoiden). 

3.  Von  den  Hauptkreisen  des  gleichflächigen  Netzes 
XXVII  gehen  60  zu  je  fünf  unter  Winkeln  von  72®  durch 
je  einen  der  zwölf  Punkte  G  und  &'  hindurch.  Zu  den 
Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  die  Grenzflächen  eines 
solchen  Pentagonhexekontaeders  [XXVII]  parallel,  f&r  welches 
die  Berührungspunkte  zu  je  zehn  —  den  Eckpunkten  eines 
gleicheckigen  2. 5 -Ecks  entsprechend  —  auf  einem  der  sechs 
Hauptkreise  g  liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  gyroi- 
dische  Hemiedrie  eines  Diakishexekontaeders,  bei  welchem 
die  Berührungspunkte  der  Flächen  zu  je  20  auf  einem 
Hauptkreise  g  liegen.) 

Zu  den  Ebenen  der  60  Hauptkreise,  welche  zu  je  drei 
unter  Winkeln  von  120^  durch  je  einen  der  20  Punkte  C 
und  C  gehen,  sind  die  Grenzflächen  eines  solchen  Pentagon- 
hexekontaeders [XXVII]  parallel,  für  welches  die  Berührungs- 
punkte zu  je  sechs  —  den  Eckpunkten  eines  gleicheckigen 
2. 3 -Ecks  entsprechend  —  aaf  einem  der  zehn  Hauptkreise  c 
liegen.  (Ein  solches  Polyeder  ist  die  gyroidische  Hemiedrie 
eines  Polyeders  [XVI],  bei  welchem  die  Berührungspunkte 
der  Flächen  zu  je  zwölf  auf  einem  Hauptkreise  c  liegen.) 

Endlich  gehören  die  30  Kanten,  welche  durch  je  einen 
der  30  Punkte  B  und  B'  hindurchgehen,  solchen  30  Haupt- 
kreisen an,  zu  deren  Ebenen  bez.  die  Grenzflächen  eines  Po- 
lyeders [XI]  oder  [XXII]  oder  [XHI]  parallel  sind,  welche 
in  den  auf  den  Hauptkreisen  b  liegenden  Polen  jener  Haupt- 
kreise die  Kugel  berühren,  je  nachdem  der  Punkt  P^  inner- 
halb des  Dreieckes  (s.  Fig.  29)  B^  C^  t\  oder  des  Dreieckes 
B^F^Dx  ^^^^  endlich  des  Dreieckes  ^iB^G^  liegt.  In 
den  beiden  Übergangsfallen,  in  welchen  der  Punkt  P^  auf 
dem   Hauptkreisbogen   B^  Fy   oder   B^  D^   liegt,   reduzieren 
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sich  jene  30  Hauptkreise  au£  die   sechs  Haaptkretae  g  oder 
die  zehn  Hauptkreise  '. 

4.  Was  die  Hauptkreise  des  zugeordneten  gleicheckigen 
NatMs  XSVII',  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  $,,  %... 
(Fig.  25(3)  sind,  anlangt,  so  gehen  dieselben  bez.  durch  die 
auf  den  Hauptkreiseu  g,  c  und  b  liegenden  Eckpuakte  des 
Polarnetzes  hindurch. 

Zu  den  Ebenen  der  beiden  Gruppen  von  je  60  Haupt- 
kreJBeu,  welche  bez.  die  Kanten  der  reguliiren  sphiinscheii 
Fflnfecke  mit  den  Mittelpunkten  G  und  G'  und  die  Kanten 
der  regulären  sphärischen  Dreiecke  mit  den  Mittelpunkten  C 
nud  C"  bilden,  sind  die  Grenzflächen  je  eines  Pentagonhexe- 
kontaeders  parallel.  Diese  Grenzflächen  berühren  die  Kugel 
in  den  Tolen  dieser  Hauptkreise,  d.  h,  in  denjenigen  Eck- 
punkten des  zugeordneten  Polaruetzes,  welche  auf  den 
zn  jeDen  Hauptkretsen  normalen  Hauptkreisen  des  S.ymmetrie- 
neize«  liegen. 

Zu  den  Ebenen  der  30  Hauptkreise,  welche  durch  die 
Fnnkte  B  und  B'  senkrecht  zu  den  entsprechendeu  Hanpt- 
kreiaen  des  Sjmmetrienetzes  hindurchgehen,  sind  die  Grenc- 
flächen  eines  der  drei  Polyeder  [XI]  oder  [XIH]  oder  [XXII] 
parallel,  welche  in  den  Eckpunkten  eines  der  drei  gleich- 
eckigen Netze  XI',  XIII',  XXII'  der  Kugel  amgeschrieben 
sind.  Da  ein  solcher  Eckpunkt  auf  einem  Hauptkreise  b 
um  einen  Quadranten  von  dem  entsprechenden  Eckponkie 
des  gleicbflächigen  Polametzes  (vergl.  B.  am  Ende)  absteht, 
so  lässt  sieb  die  nähere  Beschaffenheit  jenes  Polyeders  immer 
leicht  feststellen.  Als  Übergangsfalle  treten  hierbei  wieder 
die  besondere  Varietät  der  Polyeder  [XIJ,  welche  in  den 
Punkten  E  und  die  besonderen  Varietäten  der  Polyeder 
[XXirj  auf,  welche  in  den  Punkten  F  und  den  Punkten  D 
der  Euge]  umgeschrieben  sind. 

In  der  Fig.  29  ist  die  gegenseitige  Lage  der  entspre- 
chenden Punkte  auf  dem  Hauptkreise  &„  leicht  zu  erkennen. 
Die  Punkte 

B^  E,  G,  />,5  -F.j  C\  B,s 
stehen  von  den  entsprechenden  Punkten: 
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-S'i6  ^8  ^16  Ae  ^«  ^i  A 

um  je  einen  Quadranten  ab.     Dabei  ist 

©  -P\6A6-'A6Ö2  =  GlA5"A5^l5-45«-9, 

-ß'l6  -^16  —  G,  A  =  A  Gl  — 1^16  As  •*  9) 

l  C3G,  -  6?iC,  -  ;k;    ^'15  Ae  «  Ae  A  -  A  A5  =  A5  As  =  ^5^ 

Über  die  analytische  Darstellung  und  Herleitung  dieser 
Beziehungen  vergl.  man  das  folgende  Kapitel  unter  üb). 

§  56.  Über  die  gleicheckigen  nnd  die  gleichflachigen 

Polyeder  erster  Art. 

1.  Durch  die  in  den  §§  48  bis  55  angestellten  Betrach- 
tungen ergeben  sich  auch  mit  Leichtigkeit  die  —  zum  Teil 
schon  herrorgehobenen  —  Lagebeziehungen  für  die  Eck- 
punkte, Kanten,  Grenzflächen,'  Axen  und  Symmetrieebenen 
der  gleicheckigen  und  der  gleichflächigen  Polyeder,  welche 
bez.  den  gleicheckigen  Netzen  ein-  und  umgeschrieben  werden 
können  (vergl.  §  47,  3.  u.  4.  und  §  17). 

Das  polare  Entsprechen  je  eines  gleicheckigen  und  eines 
gleichflächigen  Polyeders  tritt  noch  allgemeiner  hervor,  wenn 
man  um  den  Mittelpunkt  des  Symmetrienetzes  und  des  zu- 
geordneten gleicheckigen  Netzes  zwei  konzentrische  Kugeln 
mit  den  Radien  r^  und  r,  beschreibt  und  den  auf  diesen 
beiden  Kugeln  entstehenden  gleicheckigen  Netzen  je  ein 
gleicheckiges  Polyeder  ein-  und  ein  gleichflächiges  Polyeder 
umschreibt.  Es  entsprechen  sich  alsdann  je  ein  der  einen 
Kugel  ein-  und  je  ein  der  andern  Kugel  umgeschriebenes 
Polyeder  in  der  Weise  polar  in  Beziehung  auf  eine  konzen- 
trische Kugel  mit  dem  Radius  r^Yf\r^^  dass  die  Eckpunkte 
(Grenzflächen)  des  einen  Polyeders  die  Pole  (Polarebenen) 
zu  den  Grenzflächen  (Eckpunkten)  des  anderen  Polyeders 
darstellen. 

2.  Es  möge  daher  genügen,  im  Nachstehenden  eine 
Zusammenstellung    der    sämtlichen    gleicheckigen    und    der 
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ihnen  polar  entsprecliendeQ  gleichflSchigeu  Polyeder  erster 
Art')  zu  geben  und  an  dieselbe  noch  einige  Bern  erklingen 
zu  knüpfen.  Die  Einteilung  dieser  Polyeder  in  Klassen, 
Ordnungen  und  Gruppen  stimmt  mit  der  in  §  47  gegebenen 
Und  m  den  §§  48  bis  55  befolgten  Einteilung  der  gleich- 
fliichigeu  und  gleicheckigen  Netze  überein.  Der  Übersicht- 
lichkeit wegen  sind  die  für  jede  Gruppe  cbarakteristiscbeu 
Axen  nochmals  angegeben  worden.  In  jeder  Gruppe  wird 
die  durch  A)  bezeichnete  Untergruppe  durch  diejenigen  Poly- 
eder mit  festen  Symmetrienetzen  gebildet,  denen  die  sämt- 
lichen direkten  Symmetrieebenen  jener  Gruppe  zukommen; 
die  durch  B)  und  C)  bezeichneten  Untergruppen  umfassen 
diejenigen  hemigonischen  oder  hemiednschen  Polyeder  mit 
veränderlichen  Symmetrienetzen,  denen  jene  Symmetrie- 
ebenen nur  zum  Teil  oder  gar  nicht  zukommen.  Die  ver- 
schiedenen Arten  der  Hemiedrieen  (und  entsprechend  der 
Hemigonieen)  aiod  durch  die  in  der  Krystallographie  üblichen 
Namen  gekennzeichnet. 

Gleicheckige  Polyeder.        1       Gleichflftchige  Polyeder. 

Erste  HauptbUsHe. 

Axeu:  zwei  gleiche,  entgegenge setzt  gerichtete,  tt-(oder  p-}  tählige 
Eanptaien  OA, 
zwei  SjBteme  TOn  je  n  (oderp)  zweizähligen  Queraien  OB, 
bez.  OB  und  OC. 
i'}  PrisniBtlsctae  (ohne  Band).       |     A)  Ebenraudige  (gerade  Doppel- 
I  pTramlden). 

Symmetrieebenen:  die  Ebene  dea  flauptäquatora  a  eines  Netzes  I, 
die  n  (oder  p)  Ebenen  der  Eauptkreise  b  oder 
El  und  c  eines  Netzes  IL 
1'.  Frismatische    (2  +  n)-flächige  2n-      1.  Ebenrandige  (8  +  n}-eckige  8h- 

Ecke  [VIII'],  {§  16),  Flache  [VIII],     

!'.  Prismatische  (S+p+p)-flächig9       :  2.  Ebenrandige(2+p+p)-eckige3.8j)- 
2.2p-Ecke  [VIll"],  (§  18).  Flache  [Villa]. 

1)  Vergl.Hessel,  Übetaicht  der  gleicheckigen  Polyeder  etc.  Har- 
burg, 0.  Ehrhardt,  1871,  HeBsel  hat  jene  Polyeder  zuerst  Vollständig 
durch  Betrachtungen  entwickelt,  welche  von  den  unsrigen  zum  Teil 
verschieden  sind. 
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Gleicheckige  Polyeder. 

B')  Kronrandige  (symmetrischer 

Rand). 


Gleichflächige  Polyeder. 

B)  Kronrandige  (symmetrischer 

Band). 


Symmetrieebenen:   die  p  (oder  p^)  Ebenen  der  Hauptkreise  eines 

Netzes  ü. 


8'.  Kronrandige  (2 +  8l>)- flächige  ip- 
Ecke  [XXIV]  (§  89),  (Gyroidische 
Hemigonie  von  1'.  für  n—2|)), 

4'.  Kronrandige  4 -flächige  4-Ecke(Te- 
tragonale  Sphenoide)  [XIV]  (§  24), 

6'.  ünterbrochen-kronrandige(2+2^j)- 
flächige  2.2i)i-Ecke  [XVIir]  (§80) 
(Hemigonie  von  2'.  für  p='2pi), 

€')  SSgerandige  (unsymmetrischer 

Rand). 


8.  Kronrandige  (2  + 2p) -eckige  2p- 
Flache  [XXITj,  (Gyroidische  Hemie- 
drie  von  1.  für  n  =  2jj), 

4.  Kronrandige  4 -eckige  4 -Flache 
(Tetragonale  Sphenoide)  [XIV], 

6.  Kronrandige  (2  +  2p  J  -  eckige  2 .  2pi - 
Flache  [XVIII]  (Skalenoeder) 
(Bhomb.  Hemiedr.  von  2.  für  p = 2pi). 

C)  SSgerandige  (unsymmetrischer 

Rand). 


Symmetrieebenen:  nicht  vorhanden. 


6'.  Sägerandige  (2  + 2p) -flächige  2p- 

Ecke    [XXV ']    (§40)  (Gyroidische 

Hemigonie  von  2'.). 
7'.  Sägerandige  4 -flächige  4 -Ecke 

(Rhombische  Sphenoide)  [XVII] 

»  29). 


6.  Sägerandige  (2 -f  2p)  -  eckige  2p- 
Flache  [XXV]  (Gyroidische  [trape- 
zoedrische]  Hemiedrie  von  2.) 

7.  Sägerandige  4 -eckige  4 -Flache 
(Rhombische  Sphenoide)  [XVII]. 


Zweite  Hauptklasse. 

Gleiche  Hauptaxen  nach  mehr  als  zwei  Bichtungen. 

Erste  Ordnung. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines  regulären  Hexaeders 

gerichtet. 


!'•  Erste  Gruppe  des  (6  +  8  +  12)- 
flächigen  2.  24 -Ecks. 


1.  Erste  Gruppe  des  (64-8-f  12)- 
eckigen  2  .  24  -  Flachs   (Hexakis- 
okt-aedergruppe) . 

Axen:  drei  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  gleichen  4 -zähligen  Axen  OA^ 
vier      „       „  „  „  „3-      „  „      (/0| 


sechs 


>i 


I» 


>t 


II 


I» 


I» 


n 


»1 


>} 


»I 


2- 


f> 


>i 


OB. 


A')  yollsähligCy  symmetrische  Po- 
lyeder. 


A)  Vollzählige  9  symmetrische  Po- 
lyeder. 


Symmetrieebenen:  die  drei  Symmetrieebenen  der  Hauptkreise  a 

eines  Netzes  IV, 
die  sechs  Symmetrieebenen  der  Hauptkreise  h 
eines  Netzes  VI. 
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Gleicheckige   Polyeder. 

8'.  Regul&reB8-aächigeaö-Eck(Reg. 

Oktaeder)  |IV]  (g  111, 
9'.  ßegulärese -flächiges 8- Eck (B«g. 

Heiaeder.i  [VI]  (|  11), 
11}'.  i6  +  8)-flachigeB    IS-Eck    (Kabo- 

oktaeder)  [XIX 'J  (S  89), 
11'.  <6-)-8)-flfichigea    6.4-Eck    [X'] 

La  20), 
12'.  (8  +  6)-Mchigea   8  .  8-Eck   [XII'J 

(S  «2). 
18'.  l6  +  S+12)-fläclugeB  21-Eck 

[XXI']  (§86). 
U'.  (6  +  8-f  l!)-aiU;higes   2.24-Eck 

[XV]  (g  27). 

IC)  OjToldlBcb-bemlgon Ische  nn- 
KjrmmetrlBche  Polyeder. 

Sjmmet 


GJeichflächige   Polyeder. 
UeguI&Te»  B-eckigeae-Flacfa(Beg. 
Heiaeder)  [VI], 

RBgiila.Tes  6  -  eckige«  8  -  Fluch  (Beg. 
Oktaeder)  [IV]. 

(6+S)  -  eckigea  li  -Flach  (BhoinbeD- 
dodekaeder)  [SIX], 
(6-(-8,-eckigei  6.*-FIacb  (Tetw- 
kiabexaeder)  [X], 
(8  +  6)-eckigeB   8.3-FJacb    (Tm- 
kisoktaeder  [XII], 
(6+8+l«)-eckigeB21-FUcb  (Del- 
toidikoaiktraedec)  [XXI], 
t6  +  8+12)-eckigea  8.S4-Flach 
'  (Heiakisoktaeder)  [XV]. 

B)  Ujroldlflcta  •  hemledrlsche  nn- 
'  mjnt metrische  PolTCder. 

en:   nicht  Turhuiden. 

'    i6+8-(-8*;-flachigeB  24-Eck  16.  (6  +  8+2*)-eokigeB2i-Fl«ch  (Pon- 

[XXVI']  (GyroidiBche  Htioiigoiiie   1  togoiükositetraeder)   [XXVi]    (Gj* 

von  U'.i  (§43).  roidisohe  Hemjedrie  von  14.). 

Zweite  Gruppe  des  (6  +  8+  12)-  ä.  Zweite  IJruppe  des  (6  +  8+  U)- 

fl&chigen  8.  18-EckB.                      1  eckigen  S.lS-Placha  (Diftki*- 

!  dodekaedergrnppe). 

en:    zwei  Sjetome  von  je  vier  gleichen,   dreizahligen  Azen  OC;  je  «wei 
entgegengesetzt  gerichtete  aind  sjmmetriBch  gleich, 
drei    Paare    von    entgegengesetzt    gerichteten,    gleichen    Eweit&hligeD 
Axen  OA. 


B')  Oegenpnnktlg-hemlgoiiiiobe 
Polfeder. 


B)  ParallelUctalg-hemiedriieke 
Polyeder. 


Symmetrieehenen:  die  Ebenen  der  drei  Hauptki 
16'.  (8  +  ia)-fiachige»12-Eck[XXIX' 
(.Gegenp.  Hemigonie  von  II'.) 
(S  «). 


17',  (6  +  8  +  12)-fläcbigeB    2  .  12  ■  Eck 
IXXIII'J  (Oegenp.  Hemigouie 
von  14'.)  ,g  38). 

8'.  Dritte   Gruppe  deB  (4  +  4  +  6)- 
flächigen  2. 12-Eck8. 


1  einei  Netsei  IV. 
(8  +  12)-fl&cbigeB  12-FUcb  (S/m- 
metriacbea  Pentagondodekaedei] 
[XXIX]  (PaiuUeiaäcb.  Eemiedrie 


TOn  11.), 
.  (6  +  B  +  12)-eckigeB  8. IS-Flach 
(Diftkiadodekaeder)   [XXni],  (Pa- 
rallelflächige  Eemiedrie  von  14.). 
Dritte  Gruppe  dea  (4+4+6)- 
eckigen    3.12-  Flachs    (Heia- 
kiatetraedergruppe). 
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Gleicheckige  Polyeder.       1      Gleichflächige  Polyeder. 

Azen:    zwei  Systeme  Ton  je  yier  gleichen,  dreizähligen  Axen  OC,  je  zwei 
entgegengesetzt  gerichtete  sind  angleichwertig, 

drei   Paare   yon   entgegengesetzt  gerichteten,   gleichen  zweisähligen 
Axen  OÄ. 

A!)  Sjmmetriitehe  Polyeder,  zagleich      A)  Symmetrische  Polyeder,  zugleieh 

tetragonisehe  Hemigonieen  tob  Po-      tetraedrische  Hemiedrieen  tob  Po* 

lyedem  der  Gmppe  1.  A')*  |  lyedem  der  Gruppe  1.  A). 

Symmetrieebenen:   die  Ebenen  der  sechs  Hanptkreise  b  eines   Netzes  III. 


18'.  RegulAres 4 -flächiges 4 -Eck  (Reg. 

Tetraeder)  [III]  (§  11)  (Tetragon. 

Hemigonie  von  9'.), 
19'.  (4 +  4) -flächiges   4.  8 -Eck    [IX'] 

(§  19)  (Tetragon.  Hemigonie  von 

l8^), 

20'.  (4 -h 4 -f  6) -flächiges  12-Eck 

[XIX  "J  (§  32)  (Tetragon.  Hemigo- 
nie von  12'.), 

21'.  (4  +  4 -1-6) -flächiges  2  . 12-Eck 
[X"]  (§  20)  (Tetragon.  Hemigonie 
von  14'.). 

B')  Unsymmetrigclie  Polyeder. 


18.  Reguläres  4 -eckiges  4 -Flach  (Reg. 
Tetraeder)  [III]  (Tetraedr.  Hernie- 
drie  von  9.), 

19.  (4  -H  4)  •  eckiges  4.3-  Flach  (Triakis- 
tetraeder)  [IX]  (Tetraedr.  Hernie- 
drie  von  13.;, 

20.  (4  +  4 +  6) -eckiges  12 -Flach  (Del- 
toiddodekaeder)  [XIX  a]  (Tetrae- 
dr. Hemiedrie  von  12.), 

21.  (4  +  4  + 6) -eckiges  2.12-Flach 
(Hexakistetraeder)   [Xa]    (Tetrae- 
dr. Hemiedrie  von  14.). 

B)  UnsymmetriBche  Polyeder. 


Symmetrieebenen:  nicht  vorhanden. 


22'.  (4  +  4+ 12) -flächiges  12-Eck 

[XXVCU']  (Gyroidische  Hemigo- 
nie von  21'.  oder  von  15'.  oder  von 
17'.,  Gyroidische  Tetartogonie  von 
14'.)  (§  44). 


22.  (4+4  + 12) -eckiges  12 -Flach  (Te- 
traedrisches  Pentagondodekaeder) 
[XXVIII])  Gyroidische  Hemiedrie 
von  21.,  oder  von  16.  oder  von  17.^ 
Gyroidische  Tetartoedrie  von  14. 


Zweite  Ordnung. 

Die  dreizähligen  Axen  sind  nach  den  Eckpunkten  eines  regulären 

Pentagondodekaeders  gerichtet. 


Einzige  Gruppe  des  (12  +  20  +  30) 
flächigen  2  .  60 -Ecks. 


Einzige  Gruppe  des  (12+20  +  30)- 
eckigen  2. 60 -Flachs  (Diakis- 
hexekontaedergruppe). 

Axen:  6  Paare  von  entgegengesetzt  gerichteten,  gleichen  6 -zähligen  Axen  06^, 
I^      »»        »»  »1  »»  »»8-       „  „      1/(7, 


»» 


»1 


»1 


»J 


»I 


A')  YollzUilige,  symmetrisehe  Po- 
lyeder. 


A)  TollKUilige,  gymmetrigehe  Po- 
lyeder. 
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Gleicheckige  Polyeder.        1      Gleichflächige   Polyeder- 
Sjmraetrieebotien:  die  Ebenen  der  16  H&uptkreiae  h  einee  NetzM  V 
oder  VlI. 
18'.  Bcgal&rcB  SO-flächiges  12-Eck 

(lieg.  Ikoaaeder)  [V]  (&18), 
14'.  ßflgnUrea  12-flächigeB  20-Eck 
(Heg.  PeoUgondodekaeder)  [V]l] 
(§  12). 
16'.  (i!  +  20)-fi&thi| 

(6  33), 
«'.  {J2  +  20)-flachi( 

iXI'](9ai), 

;liigoa  20.S-Eck 


23.  Iteguläres  20-eckige)   12-F1b«1i 
(Reg.  Pentagondod^kaeder)  [Ti:^Cl. 

24.  Ucgullbree  IS-eckigeä  80-Flaob-     - 
(Beg.  Ikosaederj  [V'J, 


hige«  30- Eck  [XS'J 
higes  18.6'Eck 


IT.  (80+12)-Kcliii 

tXIlI']  (§  m, 
S8'.  a2+20  +  80)-flachiges  60-Eck 

[XXU'J  (§  3«), 
M'.  il2  +  20-f 90)-fiach1gee!.61-Eck 

IXVI'J  (§28). 

B')  ß}roldi8<rb-beDilKoulg«b«,  an- 
hyuimetr]K«bc  Poljedw. 

Sj'mni'^lrieobene 
W.  ilS  +  aO  +  OOl-flaehiges  60-Eck 
LXXVII'],  Oyroid.  Htmigonie  toh 
Sfl",  <§  43), 


J 

i 


26.  {12  +  aO)-eckige8  30-Flach'Rho— - 
bsntriakoQtaeder)  |XX] 

26.  (12+S0)'eckigeB  18.5-Fla(:h(l 
Ukisdodekaeder)  [XI], 

27,  (aO-i-I!)-eckigea  20.3-Flach 
(Triakisikosaeder)  [XlII], 

2B.  (12  +  20  +  30)-ei.^kigBa  ßO-Flacb 
(DeltoidlieiekonUedpr)  [XXII], 

29.  (12  +  20+30)-eckigeB  2.60-Kl 
(DiakisbexekoDtaed^r)  [XVI], 

B)  OjroldiRcb-liemledriwhi',  ob— ^ 
«)'uiinetrlE(^bp  Polj^der. 

n:   nicht  vorhanden. 

I   SO.  (12 +  20 +  00) -eckiges  SO-Flaeb 

j  {PenUgonheiekontaederl,  |XXVIIt^ 

I  Uyroid,  Hemiodrie  ron  29. 


4.  Von  den  iii  vorsteheuder  Zueamm Anstellung  aufge- 
fiiliHen  Polyedern  kommen  die  regulären  Polyeder  und  ausser- 
dem die  tetragonalen  und  die  rhombischen  Spbenoide  4.  nod 
T.  sowohl  iD  der  Reihe  der  gleicheckigen,  als  auch  der  gleicli- 
flächigen  Körper  vor;  die  Polyeder  4.  und  7.  sind  also  zu- 
gleich gleicheckige  und  gleichflächige,  nicht  aber  auch  — 
wie  die  regulären  Körper  —  gleichkantige  Polyeder. 

Ferner  können  viele  Polyeder  als  besondere  Fälle  von 
allgemeinen  Polyedern  angesehen  und  Beziehungen  zwischen 
den  verschiedenen  Klassen  und  Gruppen  gefunden  werden. 
So  ist  das  reguläre  Tetraeder  ein  spezieller  Fall  der  tetra- 
gonalen Spbenoide,  welche  seibat  in  den  rhombischen  Sphe- 
noiden  enthalten  sind.  Das  reguläre  Oktaeder  ist  —  als 
gleicheckiges  Polyeder  betrachtet  —  ein  besonderer  lall  von 
3',  iüT  p~-S,  dagegen   ale   gleich  flächiges   Polyeder    ein    be- 
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sonderer  Fall  von  i.  für  n  — ^  4  (von  dem  tetragonalen  Ok- 
taeder). Entsprechend  ist  das  reguläre  Hexaeder  als  gleich- 
flächiges Polyeder  ein  besonderer  Fall  von  8.  för  p  >=  3  (von 
dem  Rhomboeder)^  als  gleicheckiges  Polyeder  von  i.  fär 
n  »  4  (einem  quadratischen  Prisma).  Das  reguläre  Ikosaeder 
ist  als  gleicheckiges  Polyeder  ein  besonderer  Fall  von  le'., 
das  reguläre  Pentagondodekaeder  als  gleichflächiges  Polyeder 
ein  besonderer  Fall  von  16.  (dem  symmetrischen  Pentagon- 
dodekaeder), dies  letztere  ist  in  22.  enthalten  u.  s.  f. 

5.  Die  sog.  Archimedeischen  Polyeder  stellen  die- 
jenigen besonderen  Fälle  der  obigen  Polyeder  dar,  bei 
welchen  ftir  die  gleicheckigen  Polyeder  die  Grenzflächen, 
für  die  gleichflächigen  Polyeder  die  Ecken  regulär 
sind.  Die  Eckpunkte  der  gleicheckigen  Netze,  denen  die 
Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen  und  der 
gleichflächigen  Polyeder  bez.  ein-  und  umgeschrieben  sind, 
sind  die  Mittelpunkte  der  den  Grenzflächen  des  gleich - 
flächigen  Symmetrienetzes  eingeschriebenen  Kreise  (vergl. 
Kap.  in). 

In  der  obigen  Tabelle  sind  ausser  den  regulären  Po- 
lyedern die  unter  lo'.,  10.  und  26'.,  26.  aufgefiihrten  unmittel- 
bar Archimedeische  Polyeder;  ausserdem  giebt  es  für  die 
unter  den  folgenden  Nummern  (und  den  accentuierten)  auf- 
geführten Polyeder  Archimedeische  Varietäten: 

Aus  der  ersten  Hauptklasse  i.  und  3.;  aus  der  ersten 
Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  ii.,  12.,  18.,  14.,  16.  (i6. 
ergiebt  23.);  19.;  aus  der  zweiten  Ordnung:  26.,  27.,  28.,  29., 
30.  Diese  13  Polyeder  ergeben  mit  10.  und  26.  die  bekannten 
15  Archimedeischen  gleichflächigen,  die  mit  den  entspre- 
chenden accentuierten  Nummern  versehenen  die  15  Archi- 
medeischen gleicheckigen  Polyeder^). 

6.  Als  konjugierte  Varietäten  der  gleicheckigen  und 
gleichflächigen  Polyeder  werden  (vergl.  Kap.  III)  solche  be- 
zeichnet,  für   welche   das   entsprechende   gleicheckige   Netz 

1)  Vergl.  Baltzer,  Elemente  der  Mathem.  Stereometrie  §6,5 
oder  J.  H.  T.  Müller,  Trigonometrie  1862.    S.  846. 

Uosd,   Ku^elteilnng.  17 
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seinem  Syrametrienetze  konjugiert  ist,  so  dass  die  Eck- 
punkte des  ereteren  Netzes  die  Mittelpunkte  der  den  Grenz- 
äiicbeD  des  Symmetrienetzes  umgeBcbriebeaen  Kreise  dar- 
stellen. Diese  besonderen  Varietäten  der  Polyeder  sind  also 
dadurch  charakterisiert,  dass  bei  den  gleich  eckigen  Poly- 
edern die  GrenzQäcben  zugleich  eine  der  umgeschriebenen 
konzentrische  Engel  berühren,  bei  den  gleichSüchigen  Poly- 
edern die  Eckpunkte  zugleich  auf  einer  der  eingeschriebenen 
konzentrischen  Kugel  liegen.  Jene  Berührungapimkte  und 
diese  Eckpunkte  sind  die  Eckpunkte  des  Symmetrie- 
netzes. 

Diese  besouderen  Fälle  sind  ausser  fär  die  regulären 
Polyeder  und  die  Sphenoide  *.,  7.  für  die  unter  den  folgenden 
Numuiem  (und  den  acceutuierten)  aufgeführten  Polyeder  der 
obigen  Tabelle  möglich: 

Aus  der  ersten  Hauptklasse:  i-,  3.,  6.,  6.;  aus  der  ersten 
Ordnung  der  zweiten  Uauptklasse:  ii.,  12.,  U.,  I5.  (l6.  er- 
giebt  -.^3.);  19.;  aus  der  zweiten  Ordnung:  36.,  27.,  s».,  so.; 
wobei  die  konjugierten  Varietäten  von  12.  und  27.  und  eben- 
so von  12'.  und  27'.  nicht  konvexe  Polyeder  sind  (vergl.  §  22 
und  §  23). 

7.  Bei  allen  gleicheckigeu  Polyedern  mit  festen  Sym- 
metrienetzen [vergl,  die  in  obiger  Zusammenstellung  unter 
A')  aufgeführten]  stellen  die  Grenzflächen  Eombinationm 
von  Ebenen  dar,  welche  in  den  Eckpunkten  zweier  oder 
dreier  konzentrischen  regulären  oder  zweier  regulären  und 
eines  der  beiden  festen  gleicheckigen  Netze  die  zugehörigen 
Kugeln  berühren.  Für  die  Polyeder  der  ersten  Hauptklasse 
sind  dies  zwei  parallele  Ebenen  in  Verbindung  mit  den 
Ebenen  eines  oder  zweier  regulär  -  prismatischen  Räume;  bei 
den  Polyedern  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse 
sind  es  Ebenen  entweder  je  eines  regulären  Oktaeders  und 
Hexaeders,  oder  zweier  regulären  Tetraeder,  oder  eines  Ok- 
taeders, eines  Hexaeders  und  eines  Rhombeudodekaeders  oder 
endlich  zweier  Tetraeder  und  eines  Hexaeders;  bei  den  Po- 
lyedern der  zweiten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklaase  sind 
es  entweder  die  Ebenen  je   eines   regulären   Ikosaeders   und 
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Pentagondodekaeders  oder  die  Ebenen  dieser  beiden  Poly- 
eder in  Verbindung  mit  denen  eines  konzentrischen  Triakon- 
t^eders. 

Analog  ergiebt  sich  für  die  gleichflächigen  Polyeder  mit 
Festen  Symmetrienetzen  [vergl.  die  in  obiger  Zusammen- 
stellung unter  A)  aufgeführten],  dass  deren  Eckpunkte  Kombina- 
tionen von  den  Eckpunkten  zweier  oder  dreier  konzentrischen 
regulären  oder  zweier  regulären  und  eines  der  beiden  festen 
{leicheckigen  Netze  darstellen.  Für  die  Polyeder  der  ersten 
Bauptklasse  sind  dies  die  beiden  Endpunkte  der  Hauptazen 
in  Verbindung  mit  den  Eckpunkten  eines  oder  zweier  regu- 
lären n-Ecke;  bei  den  Polyedern  der  ersten  Ordnung  der 
sweiten  Hauptklasse  sind  es  die  Eckpunkte  entweder  je 
sines  regulären  Hexaeders  und  Oktaeders,  oder  zweier  regu- 
ären  Tetraeder,  oder  eines  Hexaeders,  eines  Oktaeders  und 
nnes  Eubooktaeders  oder  endlich  zweier  Tetraeder  und  eines 
3ktaeders;  bei  den  Polyedern  der  zweiten  Ordnung  sind  es 
mtweder  die  Eckpunkte  je  eines  regulären  Pentagondode- 
^aeders  und  eines  Ikosaeders^  oder  die  Eckpunkte  dieser 
>eiden  Polyeder  kombiniert  mit  denjenigen  eines  konzen- 
jrischen  (12 +  20) -flächigen  30 -Ecks. 

Was  die  gleicheckigen  Polyeder  mit  veränderlichen 
äymmetrienetzen  anlangt  [vergl.  die  in  obiger  Zusammen- 
stellung unter  B')  und  C)  aufgeführten];  so  sind  in  der 
ersten  Hauptklasse  die  Grenzflächen  eine  Kombination  zweier 
}arallelen  Ebenen  mit  den  Grenzflächen  eines  hemiedrischen 
^leichflächigen  Polyeders  mit  veiänderlichem  Symmetrienetze; 
md  zwar  ist  bei  den  Polyedern  s'.  und  e'.  dies  gleichflächige 
Polyeder  bez.  eine  bestimmte  Varietät  der  entsprechenden 
Polyeder  3.  und  6.,  bei  den  Polyedern  6'.  dagegen  eine  be- 
stimmte Varietät  der  Polyeder  8.  In  der  zweiten  Haupt- 
blasse  sind  die  Grenzflächen  eine  Kombination  der  Grenz- 
lächen  eines  oder  zweier  regulären  Polyeder  mit  denjenigen 
;ines  gleichflächigen  hemiedrischen  Polyeders  mit  veränder- 
ichem  Symmetrienetze.  Dies  gleichflächige  Polyeder  ist  bei 
len   Polyedern    16'.,  le'.,  22'.  und  80'.   bez.  eine   bestimmte 

Varietät  der   entsprechenden   Polyeder  16.,  16.^  22.  und  30., 

17* 
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bei  den  Polyedern  17'.  ein*  bestimmte  Varietät  der  Poly- 
eder IS. 

Analog  ergeben  sieb  die  Eckpunkte  der  gleicbfläcbiges 
Polyeder  mit  veränderlicben  Symmetrienetzen  [vergl.  Zu- 
sammenstellung unter  B)  und  C)]  als  Kombinationen  der 
beiden  Endpunkte  der  Hauptaxeu,  oder  der  Eckpunkte  eines 
oder  zweier  regulären  Polyeder  mit  den  Eckpunkten  eines 
hemigonischen  gleicbeckigea  Polyeders  derselben  Gruppe. 

Heasel')  bat  mit  Rücksicht  auf  die  im  Vorstehenden 
herrorgehobeuen  Beziehungen  die  sämtlichen  gl  eich  eckigen 
Polyeder  (erster  Art)  durch  gerade  und  gleichmässige  Ab- 
stumpfung der  Ecken  und  Kanten 'der  regulären  Polyeder 
(einschliesslich  der  geraden  Prismen  mit  regulären  End- 
flächen) hergeleitet.  Analog  kann  man  die  gleicbflüchigen 
Polyeder  aus  den  regulären  (und  den  regulären  Doppelpyra- 
miden)  durch  gleichmässige  VerlÜugerung  der  Flüchen-  und 
der  Eantenaxen  erhalten.  Auf  diese  Art  der  Herleitung 
werden  wir  im  nächsten  Kapitel  noch  zurückkommen. 

8.  Der  Nachweis,  dass  in  der  That  alle  möglichen 
einfachen  gleicheckigen  Polyeder  (und  entsprechend  die 
gleich&ächigen)  durch  die  in  obiger  Zusammenstellung  auf- 
geführten gegeben  sind,  lasst  sich  einfach  folgendermassen 
fahren. 

Zu  jedem  einfachen  gleicheckigen  Polyeder  ^  läsBt  sich 
ein  zugehöriges  Symmetrienetz  konstruieren,  indem  man  von 
einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  Perpendikel  auf  die 
Innenseiten  aller  Grenzflächen  fallt  und  durch  je  zwei  be- 
nachbarte Perpendikel,  welche  auf  zweien  in  einer  Kante 
des  Polyeders  ^  sich  schneidenden  Grenzflächen  senkrecht 
stehen.  Ebenen  hiudurchlegt.  Besehreibt  man  nun  um  das  ge- 
meinschaftliche Centnim  der  sämtlichen  auf  diese  Weise  kon- 
struierten Polarecken  zu  den  Ecken  des  betrachteten  Poly- 
eders mit  beliebigem  Radius  eine  Kugel,  so  wird  das  durch 
die  Ebenen  dieser  Polarecken  auf  der  Kugelfläcbe  erzeugte 
Netz   gleichflächig  sein   und   die  Kugel  einmal   bedecken. 

1)  A.  a.  0. 
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Dies  Netz  muss  also  notwendig  mit  einem  der  im  Kapitel  III 
hergeleiteten  einfachen  gleichflächigen  Netze  dbereinstimmen. 

Aus  der  Beschaffenheit  dieses  Netzes  folgt  nun  um- 
gekehrt die  Beschaffenheit  und  Anordnung  der  Ecken  und 
Grenzflächen  des  Polyeders  ^,  da  die  ebenen  Winkel  und 
die  Flächenwinkel  desselben  die  Supplemente  bez.  der  sphä- 
rischen Winkel  und  der  sphärischen  Kanten  des  Symmetrie- 
netzes sind.  Da  nun  in  einem  gleichflächigen  Netze  höchstens 
drei  verschiedene  Systeme  von  sphärischen  Ecken  vorhanden 
sein  können,  deren  Scheitel  den  Eckpunkten  eines  oder 
zweier  regulären  Netze,  oder  zweier  regulären  und  eines 
festen  gleicheckigen  Netzes,  mindestens  aber  denjenigen  eines 
regulären  Netzes  entsprechen,  so  können  bei  einem  gleich- 
eckigen Polyeder  auch  nur  höchstens  drei  verschiedene  Systeme 
von  Grenzflächen  auftreten,  welche  auf  den  Eckradien  dieser 
regulären  Netze  oder  eines  festen  gleicheckigen  Netzes  senk- 
recht stehen.  Ist  das  gleichflächige  Netz  ein  veränderliches, 
so  entsprechen  die  Scheitel  des  zweiten  oder  des  dritten 
Systems  von  Ecken  den  Eckpunkten  eines  beweglichen  (he- 
migonischen)  gleicheckigen  Netzes;  das  zweite  oder  das  dritte 
System  von  Flächen  des  gleicheckigen  Polyeders  steht  auf 
jenen  Eckradien  senkrecht. 

In  allen  Fällen  müssen  aber  diejenigen  Grenzflächen 
des  gleicheckigen  Polyeders,  welche  auf  den  Eckradien  des 
einen  —  sicher  vorhandenen  —  regulären  Netzes  senkrecht 
stehen,  einander  kongruente  reguläre  oder  halbregulär- gleich- 
eckige Polygone  sein.  Denn  da  die  sphärischen  Ecken  des 
Symmetrienetzes,  deren  Scheitel  die  Eckpunkte  jenes  regu- 
lären Netzes  sind,  regulär  oder  halbregulär  sind,  so  folgt, 
dass  die  entsprechenden  Grenzflächen  des  gleicheckigen  Po- 
lyeders ^  gleichwinklig  sind  und  dass  die  Flächenwinkel 
'an  den  Kanten  einer  Grenzfläche  gleich  oder  abwechselnd 
gleich  sein  müssen.  Nun  sind  aber  femer  nach  der  Voraus- 
setzung je  zwei  benachbarte  Ecken  des  Polyeders  entweder 
kongruent  oder  symmetrisch  gleich,  d.  h.  es  sind  für  solche 
nicht  nur  die  ebenen  und  Flächen -Winkel  bezüglich  gleich 
und   auf  gleiche    Weise    mit   einander   verbunden,    sondern 
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auch  die  homologen  Kanten  von  gleicher  Länge.  Damit 
ergiebt  sich  denn,  dasB  jene  kongruenten  Grenzflächen  gleich- 
eckig sein  inüsaen,  d.  h.,  dass  die  Kanten  entweder  gleich 
oder  abwechselnd  gleich,  die  Polygone  also  regulär  oder 
halbregulär -gleicheckig  sein  müssen. 

Da  sonach  die  sämtlichen  Eckpunkte  des  gleichecki^en 
Polyeders  auf  den  Ebenen  der  Grenzflächen  eines  regulären 
Polyeders  (oder  auf  zwei  parallelen  Ebenen)  als  die  Eck- 
punkte kongruenter  gleicheckiger  (oder  speziell  regulärer) 
Vielecke  liegen,  so  folgt,  daas  der  Mittelpunkt  dieses  regu- 
lären Polyeders  von  allen  Eckpunkten  gleichen  Abstand  bat, 
das  gleicheckige  Polyeder  also  einer  Kugel  eingeBchrieben 
werden  kann.  Das  urspriinglicb  konstruierte  Symmetrie- 
netz, dessen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Punkt  des  Raumes 
war,  wird  daher  durch  eine  Verschiebung  parallel  mit 
sich,  infolge  deren  dieser  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkt 
des  regulären  imd  zugleich  des  gleicbeckigen  Polyeders  zu- 
sammenfällt, in  eine  solche  Lage  gebracht  werden  ki5nnen, 
dass  die  Eckradien  des  Symmetrienetzes  in  den  Mittel- 
punkten jener  gleicheckigeii  Polygone  auf  den  Grenzflächen 
senkrecht  stehen.  Das  gleicheckige  Polyeder  stimmt  also 
mit  einem  derjenigen  überein,  welche  den  gleicheckigen,  dem 
Symmetrienetze  zugeordneten  Netzen  eingeschrieben  werden 
k&nnen. 

§  57.  Anwendung  auf  die  Theorie  der  i^nmliehen 
Wlnbelspiegel  (Polyederbaleldoskope). 

1.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  möge  noch  eine  nicht 
uninteressante  Anwendung  auf  die  Theorie  der  räumlichen 
Winkelspiegel  kurz  behandelt  werden'). 

Bereits  im  §  18,  6.  (vergl.  auch  §  5,  *.)  wurde  darauf 
hingewiesen,  dass  die  Eckpunkte  jeder  regulären  oder  halb- 

1)  Vergl.  eine  Abhandlung  des  Verf.:  Ober  ein  Problem 
der  Katoptrik,  Sitzungebei.  der  Geaellach.  z,  Bef.  der  ges.  Naturw. 
za  Marburg,  1879,  S.  7  bis  20,  sowie  eine  Mitteilung:  Über  Poljeder- 
kaleidoakope.  Ebenda  1663,  S.  9  bis  IS. 
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regulären  Grenzfläche  eines  gleicheckigen  Netzes,  dessen 
Symmetrienetz  ein  festes  ist,  aus  einem  dieser  Eckpunkte 
(z.  B.  Pj)  als  Spiegelbilder  erhalten  werden  können,  welche 
durch  die  vereinte  Wirkung  der  spiegelnd  zu  denkenden 
Ebenen  der  beiden  Hauptkreise,  welche  den  Punkt  P^  ein- 
schliessen,  erzeugt  werden.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  man 
die  Ebenen  aller  Hauptkreise,  welche  die  Grenzfläche  eines 
festen  gleichflächigen  Netzes  einschliessen ,  auf  ihren 
Innenseiten  als  spiegelnd  annimmt,  die  gesamten  Eck- 
punkte eines  diesem  Netze  als  Symmetrienetz  zugeordneten 
gleicheckigen  Netzes  durch  einen  passend  im  Innern  jener 
Grenzfläche  angenommenen  Punkt  P^  und  dessen  durch  die 
vereinte  Wirkung  dieser  spiegelnden  Ebenen  erzeugten 
Spiegelbilder  dargestellt  werden. 

Alle  diejenigen  räumlichen  Winkelspiegel  (d.  h.  drei- 
oder  mehrflächige  Ecken,  deren  Seitenflächen  auf  der  Innen- 
seite als  spiegelnd  angenommen  werden),  deren  Kugelschnitt 
die  Grenzfläche  eines  festen  gleich  flächigen  Netzes  ist, 
haben  hiemach  die  Eigenschaft,  dass  die  sämtlichen  Spiegel- 
bilder eines  im  Innern  der  Ecke  angenommenen  Punktes  P^ 
nebst  dem  Punkte  P^  selbst  den  Eckpunkten  eines  gleich- 
eckigen (oder  speziell  regulären)  Netzes  oder  Polyeders 
entsprechen.  Ob  der  Punkt  P^  beliebig  im  Innern  der 
Ecke  oder  auf  einer  Symmetrieebene  derselben  oder  end- 
lich nur  auf  einem  Radiusvektor  derselben  angenommen 
werden  kann,  hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Ecke  ab 
und  ist  mit  Benutzung  der  in  diesem  und  dem  vorigen 
Kapitel  gewonnenen  Resultate  immer  leicht  zu  entscheiden. 

Da  die  Seitenflächen  jener  Winkelspiegel  den  direkten 
Symmetrieebenen  der  festen  gleichflächigen  Netze  der 
beiden  Hauptklassen  entsprechen,  so  kann  man  mit  Eülfe 
der  vier  dreiflächigen  Winkelspiegel,  denen  als  Kugel- 
schnitte die  charakteristischen  Dreiecke  der  festen  Netze 
der  ersten  Hauptklasse,  femer  der  Hexakisoktaeder-, 
der  Hexakistetraeder-  und  der  Diakishexekontaeder- 
gruppe  der  zweiten  Hauptklasse  entsprechen,  die  Eckpunkte 
sämtlicher  gleicheckigen  Netze  mit  festen  Symmetrienetzen 
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auf  die  angegebene  Weiee  erhalten.  Es  sind  dies  folgende 
Tier  dreiHächige  Ecken,  für  welche  die  Zahl  der  Bilder 
m— 1  ist,  wenn  das  sphärische  Dreieck,  welches  den  Kugel- 
schnitt der  Ecke  bildet,  den  wi**"  Teil  der  KugelSache 
beträgt: 

J.  ^,  =  45",    A,  =  GO'>,    ^8-90";    K,=90"-ij,   a,  =  45», 

«^_^.,    H(  — 48, 
3.  ^,=90",    Jj  =  ^l3  =  60";    K.-lSO^-Sij,   «,  =  «,  =  !); 

,«-24, 
4.-4,-36",    --ti^eO*,    ,4^-90";    «,-Ki,   «,  =  y,    «j^Z, 

w=120. 
Legt  man  senkrecht  zum  Radiusvektor  eines  inner- 
halb der  spiegelnden  Ecke  befindlichen  Punktes  eine  Ebene 
und  bestimmt  die  dreieckige  Schnittfigur  derselben  mit 
den  SeitenSächen  der  Ecke,  so  stellen  die  »i  —  1  Spiegel- 
bilder eines  solchen  Dreiecks  mit  diesem  zusammen  die 
rollständige  OberSäche  eines  gleichflächigen  Polyeders  dar, 
wobei  für  besondere  Lagen  der  Ebene  sich  zwei  und  mehrere 
Dreiecke  zu  einer  Grenzfläche  vereinigen  können.  Es  lassen 
sich  auf  diese  Weise  die  sämtlichen  den  angegebenen  gleich- 
eckigen Netzen  mit  festen  Syrametrienetzen  umgeschrie- 
benen gleichflächigen  Polyeder  der  beiden  Hauptklassen 
(auch  diejenigen  höherer  Art)  mit  Hilfe  solcher  Spiegel 
erzeugen,  wenn  ein  passend  ausgeschnittenes  Dreieck  in 
richtiger   Lage  in    das   Innere   einer  solchen   Ecke   gebracht 

Aber  auch  die  zugehörigen  gleicheckigen  Polyeder, 
alle  Kombinationsgestalten,  sowie  überhaupt  die  Oberfläche 
jedes  Körpers,  welchem  die  betreffenden  Symmetrieebenen 
einer  Gruppe  zukommen  (also  auch  die  sphärischen  Netze 
selbst),  werden  durch  jene  Spiegelapparate  erzeugt,  wenn 
mau  denjenigen  Teil  der  Oberfläche  eines  solchen  Körpers, 
welcher  durch  die  Ebenen  der  Ecke  ausgeschnitten  wird,  ia 
passender  Lage  in  dieselbe  hineinbringt. 
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Versieht  man  hierbei  da«  einzulegende  Dreieck  oder 
den  entsprechenden  Teil  der  Oberfläche  mit  einer  Öffnung, 
80  kann  man  in  das  Innere  des  Körpers  hineinsehen  und 
die  Lage  und  den  Verlauf  der  Flächen-,  Ecken-  und  Kanten- 
azen,  welche  durch  die  Kanten  der  Ecke  und  deren  Spiegel- 
bilder dargestellt  sind,  sehr  bequem  verfolgen^). 

1)  Die  drei  unter  2.  bis  4.  angegebenen  Winkelspiegel  sind  nach 
meinen  Angaben  Ton  dem  Optiker  Herrn  Dr.  Erüss  in  Hamburg  an- 
gefertigt und  Yon  mir  in  der  Sitzung  der  Gesellsch.  z.  Bef.  d.  ges. 
Natur w.  zu  Marburg  am  16.  Februar  1882  vorgelegt  und  demonstriert 
worden.  Vergl.  Sitzungsber.  yon  diesem  Datum  und  Beiblätter 
zu  den  Annalen  der  Physik  und  Chemie.   Bd.  VI.    1882.    S.  742. 


Fünftes  Kapitel. 

Analytische  Dai'stellung  der  gleichflächigeu  and 

der  gleieheekigen  Netze,  sowie  der  zngehörigea 

Polyeder. 

I)  Netze  und  Polyeder  der  ersten  Eaaptklasse. 

§  58.  Feste  Netze  VIII  und  Villa)  nebst  den  Netzen 
VIII'  uud  VIII"  und  den  zugehörigen  Polyedern. 

1,  Zu  einer  einfachen  und  üb  ersieh  tlic  heu  Darstellung 
der  iu  den  vorhergehenden  Kapiteln  hergeleiteten  und  be- 
schriebenen Netze,  sowie  auch  der  zugehörigen  Polyeder  ge- 
langen wir,  indem  wir  unter  Zugrundelegung  eines  be- 
stimmten Koordinatensystems  die  Hauptkreise  und  EcJcpankte 
dieser  Netze  durch  analytische  Ausdrücke  repräsentieren. 
Als  anzuwendendes  Koordinatensystem  bietet  sich  ein  recht- 
winkligas  bei  sämtlichen  Gruppen  beinahe  von  selbst  dar; 
mitunter  gewährt  auch  die  Einführung  von  Folarkoordinaten 
Mutzen.  Der  Radius  der  Kugel  wird,  wie  auch  früher  ge- 
schehen, immer  durch  r  bezeichnet  werden. 

2.  Was  zunächst  die  Netze  der  ersten  Hauptklasse  an- 
langt, so  erscheint  es  passend,  die  beiden  entgegengesetzten 
Richtungen  der  Hauptaxeu  als  die  beiden  Riebtungen  einer 
der  Eoordinatenaxen,  z.  6.  der  Z-Axe  (und  zwar  als  positive 
Z-  Axe  die  von  unten  nach  oben  gehende)  und  daher  die 
Ebene  des  Hauptäquators  als  XY-Ebene  zu  wählen.  Die 
ZX-Ebene  sei  die  Ebene  eines  der  n  durch  die  Endpunkte 
A  und  A'  der  Hauptaxen  hindurchgehenden  Hauptkreise,  die 
von  hinten  nach  vorn  gerichtete  Axe  (OBj  vergl.  die  Fig. 
1  und  6)  die  positive  X-Axe,  die  von  links  nach  recbta 
gehende  die  positive  Y-Axe;  die  y^T-Ebene  wird  nur  für 
n  =  4pf  mit  der  Ebene  eines  Hauptkreises  des  regulären 
Zweiecksnetzes  II  zusammenfallen.  Die  Polar-  (Äquator-) 
Ebene  irgend  eines  Punktes  (x^,  jf,,  zj  der  Kugel: 
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1)  x^  +  y*+0^-r^^O 

wird  alsdann  bekanntlich  durch: 

1«)  x^x  +  y^y+jSiJS'^O^ 

die  Polarebene  irgend  eines  Punktes  x^^  y^f  ^s  des  Raumes 
in  Beziehung  auf  die  Kugel  durch 

1/J)  x^x  +  y^y  +  Js^JS  —  r^^O 

dargestellt. 

3.  Die  Ebenen  der  Hauptkreise  eines  Doppelpyramiden- 
netzes  VIII  (§  16),  nämlich  die  Ebene  des  Hauptäquators 
a  eines  Netzes  I  und  die  Ebenen  der  n  (bez.  p)  Hauptkreise 
eines  Netzes  II  haben  die  Gleichungen: 


2«) 


£f-»0;     y^xtangl ?   ?«=0,1,2, ...  n  — 1, 

JgQO 

bez.  y^xtangl >   ^  =  0,1,2, ...  |)  — 1, 


während   die  beiden  Eckpunkte  A^  AI   und   die  n  auf  dem 
Hauptäquator  a  liegenden  Punkte  durch  die  Gleichungen: 

,360^ 
n 

yi^i^rsml ?   i  =  0,l,2,...n  — 1 

w 

dargestellt  sind. 

Die  Eckpunkte  P  eines  zugeordneten  Netzes  VIII', 
deren  Poldistanz  vom  nächsten  Pimkte  A  früher  (§  16, 
Formeln  17)  durch  Ba  bezeichnet  wurde,  haben  die  Koor- 
dinaten: 

2?+l 


2y) 


Xi^l'--rS%nBaC08 


yi^i'^rsmBaSm 

fSl-{-l'^±rCOSBa\ 


n 

.  21+1 


n 


180^ 
180^ 


die  Ebenen  der  Seitenkanten  sind  durch  die  Gleichungen: 


2<r) 


Fünftes  Kap.  Anal.  Dantel Ig. d. gleichfläch,  u.  d.  et«.  Netze  etc. 
21+1. 


-  X  lang  - 


- 180°, 


die  Ebeaen  der  Endkanten  durch  die  Gleichungen: 

180  <*, 


7t^-'0 


repräsentiert.     Die   konjugierte  und  die  ArcMmedeische  Va- 
rietät entspricht  bez.  den  Rektionen: 

ISO" 


co(g  Sa  =  c( 


und  ( 


[yergl.  §  16,  Formel   17/3)  und  ny)]. 

4,  Die  End-  und  Seitenftächen  des  einem  Netze  VllI' 
eingeschriebenen  gleich  eck  igen  Priama  [VIII']  haben  bez. 
die  Gleichungen: 

(  i  -=  ±  r  cos  fa , 


2f,) 


xcosl- 


<"  ,       .  ,360"  180"  . 

-  +ysml rcos sinfo  — 0; 


die  Pole  dieser  Ebenen,  nümlich  die  Endpunkte  der  beiden 
Hauptaxen  und  die  Scheitel  der  halbregulär -4-  flächigen 
Randecken  des  dem  Netze  VIII'  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen Polyeders  [VIII]  haben  bez.  die  Koordinaten: 

,360" 


2*) 


x~0, 
ff-0, 


sins 

CO 

180» 

M 

■cosl 

r 

360" 

im" 

n 

-0, 

während  die  Gleichungen  der  Grenzflächen  (der  BerQbnuigs- 
ebenen  an  den  Punkten  F)  sind: 

2()  xcc 

Die    Abstände   fi'a    und   p'»  der   End-    und    der   Seiten- 
flächen des  Polyeders  [VIII']   vom  Mittelpunkte,  soirie   die 
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Eckradien  Qa  und  Qt  der  Scheitel-  und  der  Randecken  des 
Polyeders  [VllI]  bestimmen  sich  aus: 


2x) 


qU  ^rcosBt^  rsinsa  cos 


180; 

n 


9ö-- 


COSBa 

r 

COS€b 


Sin€aCOS 


I8O; 

n 


Die  Länge  der  Kanten,  die  Neigungswinkel  zweier 
Seitenflächen  ergeben  sich  leicht  mit  Benutzung  der  Be- 
ziehungen 18  a)  und  18  d)  des  §  17. 

5.  Für  die  Netze  Villa)  (§  18)  sind  die  analytischen 
Ausdrücke  der  Hauptkreisebenen  und  der  Eckpunkte  die- 
selben, wie  die  für  die  Netze  YIII  in  2a)  und  2ß)  ge- 
gebenen, wenn  n^2p  gesetzt  wird  und  in  2  a)  dem  l  die 
Werte  0, 1, 2 ...  |)  —  1  erteilt  werden. 

Was  die  beiden  Gruppen  von  je  2p  Eckpunkten  eines 
zugeordneten  Netzes  Vlir'  anlangt,  so  werden  dieselben, 
wenn  fvergl.  §  18,  Formeln  19)  die  Poldistanz  eines  Punktes 
P  mit  €a  bezeichnet  wird  und  die  Länge '  ^a  (d.  h.  der 
Winkel  des  Bogens  ^Pmit  dem  in  der  ZX- Ebene  liegenden 
Bogen  AB^)  für  den  ersten   Punkt  P^   der  ersten  Gruppe 

JgQO 

9    für    den    ersten    Punkt    P,    der    zweiten    Gruppe 


P 
2-x 


P 
bestimmt: 


180^  beträgt,  durch  folgende  Werte   der  Koordinaten 


3  a) 


Xti+i  —  rsmtacos 180° 


Xti+t'^rsintaCOS 


P 

.  21  +  x 


180' 


Sa!) 


P 

21  +  2-x 


180' 


y%i-h2  ^rsiuBa  s%n 180° 

P 


0<x<l, 
^-=0,1,2,...  p-1. 
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Für  X  — 0  ond  für  x  — I  stellt  jede  Gruppe  die  2p 
Eckpunkte  eines  Netzes  VIII'  (vergl.  2^)  dar,  für  x=-j  re- 
sultieren  die   Eckpunkte   eines   Netzes  VIII'   mit  4p  Ecken. 

Die  beiden  Gruppen  der  Ebenen  der  Seitenkauteo 
haben  zu  Gleichungen: 

3^)  ;,  ~  X  tang^^^  180", 

3^')  ,/  =  X  lang  ^htlr:  "  igo«, 

während    die    beiden    Gruppen    der   Endkanten    durch    die 

Gleichungen: 

jO" ^^e cos- ISO" lang £^—0, 
1'  P 

•■^^-'^  ^- ISO"  ^^^cos^-^  ISO"  langte  =< 

i-  !>  P 

dargestellt  siad. 

6.  Die  beiden  EndHächea,  sowie  die  beiden  Gruppen 
der  Seitenflächen  des  einem  Netze  VIII"  eingeschriebenen 
gleicheckigen  Polyeders  [VIII"]  haben  bez.  die  Gleichungenj 

30 


3t')     a:cos  "-Msoo  +  ysin^--"*'-^  180" -p'j,: 

=-0, 

wobei  (vergl.  §  18,  Formel  I9a): 

3£)                 Q\,  —  rcosH,  —rsiM6a  cos -180°, 
P 

3e')              (f\.-rcosi,^^rsim„cos^^^  180" 

gesetzt  ist. 

Die   Pole  der  Ebenen   3Ä),  Se),  und   3^'),  nämlich  die 

Endpunkte    der    beiden    Hauptaxen     und    die    Scheitel  der 

beiden  Gruppen  von  halbregulär-4-flächigea  Randecken  des 
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dem  Netze  YIII"  umgeschriebenen  gleichäächigen  Polyeders 
[Villa]  haben  bez.  die  Koordinaten: 

r 


31?) 


cose. 


±9a, 


3») 


x  —  Qt,.  COS  -^  360», 


P 

.  l+l 


360» 


//  -=  Qi, .  sm 

V 

a;  =  p«, .  cos  ^-^  180», 


--=0, 


p 

.  2i  +  l 


180», 


3*') 

wobei 

3  t) 

ist. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Gruppen  von  Grenzflächen, 
welche  in  den  Punkten  P  die  Kugel  berühren,  sind  endlich: 


Qa '  p'«  =  Qb,  •  p'»,  =  Qby  •  q\,  —  »•* 


3x) 


a; CO« ?^  180»+y sin ^^  180»± «coft/«a- ^*^ 


Stttfa 


0, 


welche  durch  Multiplikation  mit  sinca  die  sog.  Normalform 
erhalten. 

7.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  YIII"  gruppieren  sich 
einmal  in  Beziehung  auf  die  Hauptaxen  OÄ  und  OA^  als 
die  Eckpunkte  zweier  gleicheckigen  (|)+i>) -kantigen  2p- 
Ecke,  welche  t^r  2^'^2p^  sich  als  Gegenfiguren  entsprechen 
(vergl.  §  48,  8.). 

In  Beziehung  auf  eine  zweizählige  Queraxe,  z.  B.  die- 
jenige OB^  der  ersten  Gruppe  (§  18,  2.)  sind  die  Eckpunkte 
eines  Netzes  VIII"  zu  je  vier,  den  Eckpunkten  eines  (2  +  2)- 
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kantigen  2,2-EckB  eatBprechend ,  auf  einem  kleinen  Kugel- 
kreise mit  dem  sphilrisclien  Mittelpunkte  Ji  angeordnet.  Die 
Bphümchen  Radien  e'f,,,  t"b^,  *"'s, ...  für  einen  Punkt  li  der 
ersten  Gruppe,  z.  B.  B,  und  diejenigen  i',^,  t\,  t"\...  für 
einen  Punkt  B  {z.  B.  B^)  der  zweiten  Gruppe  lassen  sich 
leicht  angeben.     Man  erhält: 


31) 


und  analog: 


3c) 


fos^V 

- 

im^cos  -  180 
P 

", 

rost  1 

- 

2-« 

.1»«.™-- 

ISO" 

COSf'" 

= 

,.,„,  ras^-+-" 
P 

180" 

cosi'^^ 

>.,- 

'■^intocos 180 

P 

u.  s.  f. 

COSf^ 

= 

1-x 

180", 

U.   8.  f. 

Hierana  erhält  man  för  x<^  ^  die  Gruppierung  der 
Eckpunkte  eines  Netzes  YIII'  in  Beziehung  auf  eine  zvei- 
zählige  Queraxe  OB. 


§  59.   Einführung  der  Ableitungskoeffizienten. 

1 .  Die  gleicheckigen  Netze  VIII'  und  VIII "  hängen 
ebenso,  wie  die  ihnen  ein-  und  umgeschriebenen  gleicheckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder  für  einen  gewählten  Wert  von 
n  oder  p,  die  ersteren  von  einer  Variahelen  fa,  die  zweiten 
von  zwei  Variabelen  *o  und  x  ab. 


§  69.  Einführung  der  Ableitongskoeffizienten. 
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Wenn  man  umgekehrt  bei  einem  gleicheckigen  Poly* 
«der  [VIII']  den  Abstand  qU  der  Seitenflächen  unverändert, 
dagegen  denjenigen  Q'a  der  Endflächen  und  damit  auch  r 
als  veränderUch  annimmt,  d.  h.  wenn  man: 


4a) 


q'ö 


180^     ,, 
r  sinsa  cos ■=  h\ 


setzt,  so  erhält  man: 

cotgta 


4ß) 


t 


cos 


180; 

n 


r-6'T 


1 


cos' 


180' 
n 


+  <», 


wobei  die  reelle  Variable  t  den  sog.  Ableitungskoeffizienten, 
d.  h.  das  Verhältnis  der  Abstände  einer  End-  und  einer 
Seitenfläche  vom  Mittelpunkte  bedeutet. 

Wird  bei  dem  polaren  gleichflächigen  Polyeder  [VIII] 
entsprechend : 


4y) 


Sin  Sa  cos 


180« 


n 


coss. 


b.t 


gesetzt,  so  ist: 

1 


4d) 


.     ,  180« 

-j'^  fang  Ba  cos >    r 

t  n 


br 


l/^  +  ~^8Ö5' 


wo  r  das  Verhältnis  einer  Hauptaxe   zu  der  Randeckenaxe 
angiebt. 

2.  Ebenso  kann  man  bei  einem  gleicheckigen  Polyeder 
[VIII"]  den  Abstand  p'^^  der  Seitenflächen  der  ersten  Gruppe 
konstant,  dagegen  denjenigen  q\  der  Seitenflächen  der 
zweiten  Gruppe,  sowie  denjenigen  p'a  der  Endflächen  und 
damit  auch  r  als  variabel  annehmen.  Setzt  man  dement- 
sprechend: 

Hett,  Kugelteilnng.  18 
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q\  =rsinBa  cos-  180''  =  6', 
P  ' 

5a)  pV=rs(MfoCos^— ^180''  =  &'.s, 

P  ' 


)  erhält  mau  die  Relatioaen: 


ö«(. 


by)  tmg'  180"- 


cos  -  180" 
P 

180" 


--taiigi.ci» ^^180', 


180" 
t» 


V 


P 


5.) 


V 

180 

n  — 

P 


<.V' 


,i   ■  .1^*0°  ,  ,      „        180»  ,    , 

r  sm* 1- 1  —  2s  cos h  s*. 

P  P 


Für  das  polare  gleichflächige  Polyeder  erhalt  man,  wenn 
entsprechend 


50 


gesetzt  wird: 
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COS- 180« 


5w)    r  =  ~  =  tana Sa  cos     180^    <y=-  =  —  -^- 


X 


cos 180« 

P 


180«  180« 

1—0, cos ^  Ö  —  COS 


5^)  tan,^-  180»=        -    J,-,    tangl^  180»=  —^, 

ö.sm-  sm 

P  P 


Ol)  tangSa^T- 


1/  \—26C0S \-6^ 


.    180« 
6 ,  Sin 

P 


r,     \  r       •     180«  (TT 


^      l/  -/  2      o^       180«  ,     \  ,     ,   .  .18( 

1/  T-Ia^-  2(yco5 h  1  ]  +  o^sm^  — 

Y       \  P         ^  p 


Die   Variable  s  i cos <5< — rönhX    P^^^  ^^  ^^ 


/      180«^    ^       1      \      • 


gleicheckiges  Polyeder  [VIII"]  das  Verhältnis  der  beiden 
Seitenflächenaxen  (also  das  Mass  der  Abstumpfung)  an, 
wenn  dies  Polyeder  durch  gleichmässige  und  gerade  Ab- 
stumpfung der  Seitenkanten  aus  einem  Polyeder  [VIII']  her- 
geleitet wird,  die  Variable  ö  giebt  für  das  gleichflächige 
Polyeder  [Villa)]  das  Verhältnis  der  beiden  Randeckenaxen 
an.  Für  5  =  1  oder  für  (T  =  1  resultiert  dem  Werte  x « ^ 
entsprechend  ein  Polyeder  [VIII']  oder  [VIII]. 

3.  Die  Elemente  eines  gleicheckigen  Netzes  VIII" 
(oder  speziell  eines  VIII')  lassen  sich  hiemach  in  einfacher 
Weise  durch  die  Variabein  t  und  s  ausdrücken.  So  erhält 
man  für  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  (vergl.  3  a): 

18* 
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6«) 


i.' 
180" 


'■si+i-±l>'J; 


.   ISO« 


180" 


"l80"-si»^^^;!-^180'''), 


5i±^i«o«), 


«»i+s  =  ±i'-'- 


Fasst  mau  /  und  s  als  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
eines  Punktes  einet  Ebene  auf,  so  sind  jedem  Punkte  t,  s 
je  2.3p  Punkte  der  Kugel  zugeordnet.  Lässt  man  hiugegea 
einem  Punkte  t^,  s^  nur  einen  dieser  'J.2)'  Punkte,  z.  B.  den 
dem  Werte  2^0  zugehörigen  Punkt  P^  entsprechen,  so  erhält 
man  eine  eindeutige  Abbildung  des  gleicheckigeu  Netzes  YIII" 
auf  die  Ebene  der  t,  s.     Setzt  man  dem  entsprechend: 


6^) 


TTötS  — cos I. 


6y) 


x:y:£—\:- 


ist,  so  ei^eben  sich  die  Koordinaten  sämtlicher  Eckpunkte 
der  Abbildung  in  folgender  Weise  aus  denjenigen  ^,,  s^  des 
abgebildeten  Punktes  P,: 
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6(J) 


^j+i  =  ± 


,      .   180« 
t, .  stn 

P 


sin  ^^  180«  -s,.sin  - 180» 
P  P 


sin  -  180«  -  s. .  sin  ^^—^  180« 
^       p [ p 

sin  ^^  180«  -  s. .  sin  -  180« ' 
P  P 


6d') 


^i+»  =  ± 


,     .   180« 
r,  .sin 

P 


s, .  SM.  ^^  180«  -  sin  ^^  180« 


S2<  +  S 


s,  .sin  ^^-  180«  -  sin  -  180» 
P P__ 

s^ .  sin-±^  180«  -  sin  ^-^  180« 


P  P 

Dem  Punkte  A  (und  ^')  des  Symmetrienetzes  ent- 
spricht der  unendlich  ferne  Punkt  der  T-Axe,  dem  Haupt- 
äquator a  die  S-Axe:  <  =  0.  Den  Punkten  li^,  B^...  ent- 
sprechen die  Punkte: 

r<=o, 
i-i 


6«) 


cos 


s  = 


p 


180« 


cos- 180« 
P 


und   den   Seitenkanten   des   Symmetrienetzes   die  Parallelen 
zur 'T- Aie: 


cos 


65) 


s  — 


p 


180' 


cos  - 180« 


Den  beiden  Gruppen  der  Seitenkanten  des  Netzes 
VIII"  [vergl.  3/3),  3/3')]  entsprechen  die  beiden  Gruppen  von 
Geraden: 

6ij)  s  =  Sjj4.i   und  s  =  Ssj+2, 


278     I'ünftea  Kap.  Anal. DaräteUg.d.gieiclißilch.u.fi.elu.Netee etc. 

[vergl.  Gd)]  uiid  die  den  beiden  Gruppen  der  Endkanten 
[Yorgl.  3y),  3/)J  entsprechenden  Geraden  sind  durch  die 
Gleichungen: 

6»)  s .  sin  ^^  180"  q;  "^  .  / .  sin  —  -  sin  -  180"  =  0, 
P  h  1>  P 

6ff')5.s/„^i+2i8oo  +  i.;.sml^"-si«^^180«  =  0 
P  h  P  P 

dargestellt. 

Für  s,  =  1  geben  dieae  Formeln  6)  die  Eckpunkte  und 
Geraden  der  Abbildung  eines  Netzes  VIll'  an. 

Auf  weitere  Eigenschaften  dieser  ebenen  Abbildungen 
soll  hier  nicht  eingegangen  werden;  es  genüge,  noch  darauf 
hinzuweisen,  dass  jedem  Punkt  einer  solchen  Ebene  eine 
Gerade  entspricht,  welche  die  Polare  desselben  in  Beziehung 
auf  die  den  Kernkegelscfanitt  des  Folarsystems  bildende  ima- 
ginäre Ellipse: 


Dl)      Is  — COS I  -\-rsm^- 


§  60.    Veränderliche  Netze  der  ersten  Uauptklasse. 

A)  Netze  XXIV  und  XXIV  nebst  den  zugehörigen 
Polyedern. 
1.  Die  beiden  Scheitelpunkte,  sowie  die  Endkanten 
eines  hauptaxigen  Deltoidnetzes  XXIV  (vergl.  §  39  und 
§  48,  5.)  stimmen  mit  denjenigen  eines  Netzes  VllI  fttr 
n  =  2j>  überein.  Die  Ebenen  der  oberen  und  der  unteren 
Endkanten  sind  bez.  durch  die  Gleichungen: 

itt)  y^xiang  ZI 1 

7ß')  «  =  x/awo(2/+l)  — 

P 
dargestellt;  je  zwei  solcher  Hauptkreise,  für  welche  die  Pak- 
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Die  Eckpunkte  des  Kronrandes,  welche  eine  Hemigonie 
eines  prismatischen  (2 +  2j))- flächigen  4j;-Ecks  bilden,  haben 
und  zwar  bez.  die  oberen  und  die  unteren  folgende  Koor- 
dinaten: 


^ß) 


Iß') 


Xii-i-i^  r  srn  £a  cos  — 180^, 

P 

21 
J/äz-f  1  ==  >"  sinsa  sin  —  180^, 

^  ^u^i^rcossa] 

:^(2/+2)  =  ^  sin£a  cos 180^, 

•^'+^180^ 


p 


Die  Ebenen  der  oberen  bez.  unteren  Randkanten, 
welche  je  einen  Punkt  des  oberen  (bez.  unteren)  mit  dem 
benachbarten  des  unteren  (bez,  oberen)  Randes  verbinden, 
haben  die  Gleichungen: 

4-/4-1  4Z4-1  QO^ 

7y)     -xsin^^-^90''  +  ycos^-^^90''  +  ztangeaSin--^0, 
^  p  p  P 

ly)       xstn  — —  90*^  —  y  cos 90^  +  z  tangea  sin  —  —  0. 

P  P  P 

2.  Die  Eckpunkte  P  des  zugeordneten  Netzes  XXIV ', 
deren    Poldistanz    ^a    beträgt,   wobei    [vergl.  Formel   56 iy), 

§  39]  die  Relation:    tangea  fang a^a  =  —  ö^ö  besteht,   haben 


s^in 


2 


90' 


und    zwar   bez.  die   oberen    und    die   unteren    die   Koor- 
dinaten : 

,        21+1 


7d) 


a/:/+l  =  r  s/nt'a  COS 


180«, 


y^2i-^i  =  r  sins'a  sin 180®, 

,  isfii^i'^rcoss'a] 
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Die  Ebeneu  der  oberen  und  unteren  Kanten  des  kon- 
jugierten Kronrandes  sind  durch  die  Gleichungen: 


-  w  cos—  90"+  g  Umgd„  sin  —  =0 
dat^eatellt,   in    welchen   der   Eoefdzieut   des   n   auch    durdi 

— ^^  ersetzt   werden    kann;    die    Ebenen    der   Endkanten, 
sin  — 
P 
welche  die  beiden  regulären  Endflächen  ein Bchli essen ,  haben 
und  zwar  bez.  die  oberen  und  die  unteren  die  Gleichungen: 
9/ip  9/-i.2  1  HO " 

f  P  f 

It,')  xcos    —-Xm^-^-y  sin -^^^^XBO^-^-z  fang  (\  cos—  --0. 
^'  p  '^  P  P 

Aus  den  Gleichungen  7a)  bis  T£;)  ergeben  sich  mit 
Leichtigkeit  die  in  §  48,  5.  u.  6.  erörterten  Lagebezi ehuugen; 
ebenso  auch  die  besonderen  Beziehungen  für  die  in  §  39 
[vergl.  die  Formeln  56y),  56d},  569),  56i)]  bestimmten  Va- 
rietäten der  Netze  XXIV  und  XXIV.  Für  jj-^2  resultieren 
die  Beziehungen  für  das  Netz  XIV  eines  tetragonalen 
Sphenoids. 

3.  Die  beiden  EndflKehen  des  einem  Netze  X5IV'  ein- 
geschriebenen gleiehflilchigen  Polyeders  [XXIV'J  stimmen 
mit  denjenigen  eines  Polyeders  [\Tn'J  fvergl,  2tj),  §  58] 
überein;  die  Seitenflüchen  sind  durch  folgende  beiden  Systeme 
von  Gleichungen  in  der  Normalform  dargestellt: 

7jj)    xsmf„c(.s^'~-l'^Q"-fi/S(H5„s<»i-^^-180''  +  7CflSf« -«'.,  =  ( 
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lr{)  xsinsaCos — - — 180^ +y sin {„ sin  ^^ —  180®— jß^cosfa  — (>'j=0, 


90® 
P 


P  P 

wobei  [vergl.  Formel  56iy)  in  §  39]: 

7^)  Qd'^rcosa'a^^ ^q    ^r sinsaS^nBaCor 

tang^  — 

ist. 

Die  Pole  dieser  Ebenen,  Dämlich  die  Scheitel  der  gleich- 
schenklig-dreiflächigen Randecken  des  dem  Netze  XXIV' 
nmgeschriebenen  gleichflächigen  Polyeders  [XXIV]  haben  die 
Koordinaten : 

^"  =  9d  .  stn  Sa  cos  — - —  180®, 


70 


;/  =  Pc/  •  stn  fa  sm 


Z^Qd.  Costa] 


p 

.  21+2 


180«, 


70 


x^-Qa.smeaCos  -  — —  180®, 


wobei 

7x) 


y  =  Prf .  $2n  Sa  sm 


,  ^  =  — (>rf.COS£rt, 


9d 


p 

.   21+1 


P 


180®, 


ist;    während    die    Gleichungen   der   Grenzflächen    (der   Be- 
rührungsebenen  an  den  Eckpunkten  P)  durch: 

974.1  9/4-1 

7A)    xsine'acos-—^-  180®+!/5iW6'«sm^^^^^l80®-f;ßrcos£'a-  r-0, 


P 


P 


974.0  9/4-2 

7A')   xsin6'acos—!^180''+ysine'asin^-^180'^-zcose'a--r^0 

dargestellt  sind. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  auch  sofort  die 
einfachen  Beziehungen,  welche  zwischen  diesem  und  dem 
durch  die  Ebenen  7 17)  und  7 17')  bestimmten  gleichflächigen 
Polyeder  bestehen. 
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4.   Führt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Eatstehimg  eiues 

Polyeders   [SXIV]   als   Heinigonie   eines   Polyeders   fVIII'] 

und   eines  Polyeders   [XXIVJ   als  Hemiedrie  eines  Polyeders 

[VIIJJ  für  die  dem  Netze  XXIV  ein-   und  umgeschriebenen 

Polyeder  die   Ableituugskoeffizienten   /'  und  t'  (vergl.  §  51) 

ein,  so  erhält  man  die  Relationen: 

p'u  =  1"  COS  f'u »- 'V  t\ 

V-rs,„,\cs-----j,-. 

a\,  =  11  sm  c„  cos  —  =  l'  t'  eö3  Ba  cola* ' — 

7C> 

11 

r       p            p 

.  ,90» 
""V     cola,: 

7p') 


h  r'  iang^ '- 


90 

COSf„ 

'']/'' 

^shi* 

P 

cos'  — 

„SiO" 
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Werden  die  Ableitungskoeffizienten  für  das  gleicheckige 
Polyeder,  dessen  Eckpunkte  die  Scheitel  der  Randecken 
des  gleichflächigen  Polyeders  [XXI VJ  sind  [vergl.  7  t)  und 
7t')J  und  für  das  gleichflächige  Polyeder,  welches  durch  die 
Seitenflächen  des  gleicheckigen  Polyeders  [XXIV 'J  ein- 
geschlossen wird  [vergl  Irf)  und  7?/)]  bez.  durch  i  und  t 
bezeichnet,  so  resultieren  die  Beziehungen: 

90  0 


7v) 


(>'a,  "=  Qu  COS  fa  =  i' f—  =  b  t  =- 1 1*  tang^ 

cos  t  f, 


stn' 


i'=^tange'a 


P 


cos 


90« 
P 


cotg^a 
90"«' 


cos 


p 


r  ^J 


Iv') 


Pa.  = —  r  cos  6  a  coto^  —  ^  {j^  t  -=  0  t  cotg^  — 

^   '         COSBa  P  P 


f  *l 


Qd,  =  r  = 


V  t 


COS  8 


f 


COS 


x^cotge^ 


sm 


2 


90_« 

p        ,  90« 

^^--tangBaCOS  — 

P 


Die  projektivisch-involutorische  Verwandtschaft  der  bei- 
den Punktgruppen,  welche  durch  die  Eckpunkte  der  beiden 
konjugierten  Ränder  gebildet  werden,  wird  durch  die  Re- 
lation: 

QO« 
7|)  tt^^tang'^, 

ebenso  diejenige  der  beiden  Gruppen  von  Ebenen,  welche 
durch  die  Grenzflächen  Irf)  bis  7iy')  und  7A)  bis  7A')  ge- 
bildet werden,  durch  die  Relation: 

00« 
7r)  xr^^cotg^-^ 

ausgedrückt. 


P 
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f    -       /        ^^^ 
Die  beiden  Punkte  \         ~  p  '  sind  die  Doppel- 

punkte  der  Verwandtschaft. 

«61. 

B)    Netze   XVIII   und   XVIII'    nebet   den   zugehörigen 
Polyedern. 

1.  Die  Elemente  eines  Skalenoedernetzea  XVIII 
(vergl.  §  30  und  §  48,  5.  u.  6.)  stimmen  mit  denjenigen 
eines  Netzes  XXIV  überein;  da  die  die  Eodkanten  bildenden 
Hauptkreise  vullatandig  ausgezogen  sind,  so  filllt  der  Unter- 
schied der  oberen  und  unteren  EndKanten  [vergl.  §  60, 
Formeln  Tu)  und  7ß')J  fort  und  die  Ebenen  der  Endkanten 
sind  durch  die  Gleichungen: 

8fl)        y^xlangl^  -^°°,    i,  =  0,1,2...  2|i,  -  1, 
Px 

dargestellt,  wenn  die  Zahl  der  Flächen  eines  Netzes  XVill, 
wie  früher,  2.2p,  beträgt.  In  den  Formeln  7j3),  Iß*)  des 
§  00  ist  daher  auch  p  durch  p^  zu  ersetzen, 

2,  Was  die  Eckpunkte  P  eines  diesem  Netze  XVI  [I 
zugeordneten  gleioheckigen  Netzes  XVIII',  nämlich  eines 
sog.  unterbrochen- kronrandigen  (2-|-2pi)-flächigen 
2.2j*,-Ecks  anlaugt,  so  zerfallen  sowohl  die  oberen,  wie 
die  unteren  Eckpunkte  in  zwei  Gruppen,  für  weiche  sieb, 
wenn  (vergl.  §  30,  Formeln  3öS) 

8«  o.-x- 

gesetzt  wird,  die  Koordinaten  ergeben: 


»r.) 


\  !^4(+,  —rcost'a 
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8y',) 


Ä^4/+2  ==  ^  sin  e\  cos 90", 

y'i/-i-2  *=  ^  sin  £  o  5m 90", 


Pi 


8y,) 


Sy',) 


^4/+2  =  ?'C055'a; 

a/(4/+s)  •=  '•  sin  e\  cos 90" 

Pi 

f/ui+9)  =  rsin^a  sin 90", 

Pi 

e'iu-^3)'^-rcos£^a] 

ic'(4/+4)  *=  r  sin^a  cos 90", 


Pl 

.   4Z  +  4-X' 


i>l 


90", 


Dabei  sind  die  beiden  Systeme  der  rechten  und  der 
linken  Ecken  diejenigen^  deren  Scheitel  bez.  die  Koordinaten 
8yi),  8y,)  und  8y'i),  Sj/g)  haben. 

Die  Ebenen  der  oberen  und  unteren  Kanten  des  kon- 
jugierten (unterbrochenen)  Kronrandes  stimmen  mit  denen 
des  Netzes  XXIV  überein;  ihre  Gleichungen  sind  diejenigen 
7e)  und  7«')  des  §  60,  wenn  in  denselben  p^  statt  p  und 
€"a  statt  a'o  geschrieben  wird,  wobei  [vergl.  Formel  36t)  und 

36x)  in  §  30] 

90" 
8  d)  fang  e'a  sin  ^a  •=  tang  b\  sin  * 

und 

8d')  tangsatang^t 


Pl 


"       .  ^    .  90"       .     ,90"  .  90" 
stn^a  sin  —     sm  x  —  sin  — 


Pi 


Pl 


Pl 


ist. 

Die  Ebenen  der  Endkanten,  welche  die  beiden  halb- 
regulären Endflächen  einschliessen,  sind  durch  die  Systeme 
der  Gleichungen: 

8£)a;cas^?ii^90"  +  y5ini^90"T^to«?«'aCos^— ^90"-0, 
Pl  Pl  Pl 
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8*')  xcos^-^-90''+>jsl.n—'^--{IQ"  +  siatMi',cos^-^90"=i 
Ih  P,  Fl 

ilai^eatellt,    wobei   das    obera  Vorzeichen   dem   oberen,  das 
untere  dem  unteren  Parallelkreise  ent§priclit. 

3.  Die  Darstellung  eines  Nftzes  XVUr  als  eine  be- 
stimmte Hemigonie  eines  Netzes  VllI"  für  J"=2/i[  ist  un- 
mittelbar in  den  obigen  Formeln  Sy)  [vergl,  3«)  und  3iO 
in  §  58]  enthalten,  wobei  *'„  dem  früher  gebrauchten  *a  und 
x'  dem  X  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  Grenzflächen  eines  gleicbeekigen 
Polyeders  ("XVIII'],  welches  einem  Neti^e  XVIII' eingeschrieben 
ist,  sowie  diejenigen  der  Grenzflächen  und  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  des  gl  eich  fläch  igen  Polyeders  [XVIII],  welches 
jenem  Netze  umgeschrieben  werden  kann,  folgen  ohne 
Schwierigkeit  aus  den  unter  9y)  gegebenen  Werten. 

Ffir  den  Abstand  p'j  der  Seitenflächen  des  eingeschrie- 
benen gleicheckigen  Polyeders  erhält  man: 

„.,      ,  ,  .  .     ,         90"         .90" 

"Sj  p.T=  '■  cost .,  ™  rs»(fu  stm,,  cos —  cosx  — ■ 
i't  Pi 

während   der  Eckradtus  q^  der   vierflächigen  Randecken    des 

umgeschriebenen  Skalenoeders  sich  aus; 

bestimmt. 

4.  Durch  Einführung  der  Ableitungskoeffizienten  lassen 
sich  die  Beziehungen  zwischen  den  Netzen  XVIII  und  XVIII' 
und  ebenso  zwischen  den  entsprechenden  Polyedern  ebenfalls 
in  einfacher  Weise  darstellen  und  nach  den  in  §  59  ge- 
gebenen Regeln  auch  die  Abbildungen  jener  Netze  auf  die 
Ebene  der  t,  s  bestimmen.  Es  möge  geniigen,  hier  die 
"'iehtigsten  Relationen  aufzuführen. 

Es  sei 


§  61.  B)  Netze  XVIII  u.  XVIII'  nebst  d.  zugeh.  Polyedern.      287 


cos- 90" 

COS   - 

Ih 


l—x' 

COS  —  -  90" 

-  >    :>  = , »       T   ^  Vi  1      (7 


1 


1 


cos— 90" 


-f } 


'1 


i^ 


Avobei  Sa  die  Poldistanz  der  Randeckpimkte  des  gleichflächigen 
Netzes,  *'„  diejenige  der  Eckpunkte  des  (unterbrochenen) 
Randes  des  gleicheckigen  Netzes  und  a'\i  die  Poldistanz  der 
Eckpunkte  bedeutet,  welche  die  Schnittpunkte  je  zweier  be- 
nachbarten Randkanten  des  gleicheckigen  Netzes  sind  und 
wiederum  einen  Kronrand  bilden.  Dann  ergeben  sich  leicht 
die  Beziehungen: 

90" 


8^) 


VV  cos 


q\i  =-rcosi\,  =  - 


i>] 


)/'"+(»'— f)' 


8^) 


Qa 


COS  e  a 


r-bz', 


Q.i  = 


l/^a'^  +  r'2(l-a'cö5— y 


cos  a',i 


ö'  cos 


90^ 


Die  Verwandtschaftsgleichung  för  die  projektivisch-invo- 
lutorische  Beziehung,  welche  zwischen  den  den  Koeffizienten 
t  und  t'*  entsprechenden  Punktsystemen  (und  den  den  Koeffi- 
zienten r  und  t"  entsprechenden  Ebenensysteraen)  stattfindet, 
lautet: 


80 


1  QO" 


[vergl.  36 x)  in   §  30];    die   Doppelpunkte  sind   die   beiden 
Punkte  t=^±tana  —  >  s—l,  während 


"N 
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90" 

8«)-     »': -j^lang — tGngx' — --    ^^ 

Ttf  Pi  Vi  90" 

Pi 
ist.     Diese  letztere  Gleichung   stellt    in    der   Abbildung    deo 
durch  den  Pimkt  C^  der  Ebene  der  t,  s,  dessen  Eoordiuaten 
(t'-O 

j    ,  90"  aindj  hindurcligelieiiden  Strahl  C,  P,  dar. 

\     ^'^  Pi 

FClr  das  gleicheckige  Polyeder,  desseu  Eckpunkte  die 
Scheitel  der  Randecken  des  gleichäächigen  Polyeder8  [XVni] 
sind,  und  fflr  das  gleich  fläch  ige  Polyeder,  welches  durch  die 
Seiten  fluchen  des  eingeschriebenen  gleicheckigen  Polyeders 
[XVITI'J  eingeschlossen  wird,  erhält  man: 

8A)  p'fl,  =QdCOSEa^bt,     Po,  =  -^-^  =6't. 

»  «2. 

C)  Netze  XXV  und  XXV'  nebst  den   zugehörigen 

Polyedern. 

1,  Die  Systeme  der  oberen  und  der  unteren  Endkanten 

eines   hauptaxigen   Trapezoidnetzes   XXV   (vergl,  §  40 

und  §  48,  8-)  werden  durch  die  Gleichungen: 

21 
9a)  y'=xtang~  180°, 

2/4-2  j£ 
9a')  y-xtang    ^       IS0° 

dai^estellt;  die  Eckpunkte  des  Sägerandes,  welche  eine  (gyroi- 
dische)  Hemigonie  eines  prismatischen  {2 +j)-l-p)- flächigen 
2.2j)-Ecks  bilden,  haben  und  zwar  bez.  die  oberen  und  die 
nnteren  Eckpunkte  folgende  Koordinaten: 

|^«i+i  =  '■  sitifa  COS  —  180", 
P 
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^(2/+8)  =  r  sm  Sa  cos 180", 

P 

^  y(«i+«)  '^  r  stnsa  sm 180", 

•  Diese  Werte  ergeben  sich  aus  denjenigen  für  die  Eck- 
punkte des  vollzähligen  Netzes  VIII"',  wenn  in  den  Formeln 
3  a)   und   3  a')   des  §  58  die  Länge   um   einen  Winkel   von 

—  180^  vermindert  und  x  statt  1  — x  geschrieben  wird. 

Für  die  Ebenen  der  beiden  Gruppen  von  Randkanten 
erhält  man  die  Gleichungen: 

9y)  -  X  sin^^^  ISO"" +  ycos^^^^  180'' +  0tang  Sa  sin- 180^ '-O, 
^  p  P  P 


9/) 


xstn 180"  — y  cos 


2Z  +  X+1 


180^ 


1— X 
+  0  fang  a«  sin 180^  —  0. 

P 


Die  Formehl  9/J),  9/J')  ^»d  9y),  9y')  gehen  für  x-^  bez.  in 
diejenigen  7/J),  7^')  und  7y),  7/)  des  §  60  über. 

2.  Die  Eckpunkte    P  des   zugeordneten   Netzes   XXV, 
deren  Poldistanz  a'a  beträgt  und  bei  welchen  der  Punkt  P^ 

JgQO 

die  Länge  hat,  wobei  [vergl.  Formel  bld)  des  §  40] 

die  Belation: 

tang  f « tang  b\  =  - 


sin-180«sin^— ?^180^ 
P  P 


besteht,  haben  und  zwar  bez.  die  oberen  und  unteren  Eck- 
punkte die  Koordinaten: 


9*) 


a^iij^i^rsine^a  cos 180", 

P 

y'it+i  «=  >"  sin  t^a  sin 180^ 


,    if2l^l'-=rC0S^a', 
Hess,   Kngttlteilimg. 


19 
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Die  Ebenen  der  obereo  und  der  unteren  Kanten -des 
konjugierten  Sägerandes  haben  die  Gleichungen: 

P«)  -as»rt^^^tiL+Ai80ft4-ycos^^^t^^l80''  +  «ton5f',Mn~''— 180"-0, 

|?0     gswt— ^—-^  ISO"-- y  cos -^^"'"''    180"+gto«gE'„^m^^^l80"-=Q; 

hierin    können    die    Koeffizienten    des    e    aucb    bez.    durch 

T~ und  durch ersetzt  werden. 

sm-^^lSO'  sjn-180» 

P  P 

Die  Ebenen  der  oberen  und  unteren  Endkanten,  welche 
die  beiden  regulären  Endflächen  einschliessen,  sind  durch 
die  Gleichungen; 


p 

dargestellt. 

Auch  diese  Formeln  96)  bis  9^')  gehen  filr  x  =  j-  in  die 
entsprechenden  IS)  bis  7£')  des  §  60  über. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  9d),  9d')  folgen  auch 
aus  den  Werten  für  die  Eckpunkte  eines  vollzähligen  Netzes 
VIII",  wenn   in   den   Formeln  3a),  3a')  die  Länge  um  den 

Winkel  — —   180"  vermehrt  und  ;'„  statt  fo,   sowie  x   statt 

P 
i  —  X  geschrieben  wird. 

Alle  in  §48,8.  hervorgehobenen  Lagebe Ziehungen  können 
aus  den  Gleichungen  9«)  bis  9^')  hergeleitet  werden;  für 
j)-^2  resultieren  die  Beziehungen  für  das  Netz  X^^l  eines 
rhombischen  Sphenoidea. 
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3.  Die  Gleichungen  der  Grenzflächen  eines  gleicheckigen 
Polyeders  [XX V],  welches  einem  Netze  XXV  eingeschrieben 
ist,  ferner  diejenigen  der  Grenzflächen  und  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  des  jenem  Netze  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen Polyeders  [XXV]  lassen  sich  ebenfalls  ohne  Schwierig- 
keit aus  den  unter  9d),  9d')  gegebenen  Werten  herleiten. 

Der  Abstand  (>'d  der  Seiteuflächen  des  Polyeders  [XXV], 
sowie  der  Eckradius  Qd  der  dreiflächigen  Kandecken  des 
Polyeders  [XXV]  ergiebt  sich  aus: 


r' 


X 


1-x 


9  w)  p'd  =  —  ==  »*  cos^d  ==  ♦'  sinsa  sine^a  cos  -  90°  cos  - — -  90°. 
9d  P  P 

4.  Endlich  können  auch  die  Beziehungen  zwischen  den 
Netzen  XXV  und  XXV  und  ebenso  zwischen  den  ent- 
sprechenden Polyedern  durch  Einführung  der  Ableitungs- 
koeffizienten in  einfacher  Weise  dargestellt  und  die  ebenen 
Abbildungen  jener  Netze  (vergl.  §  59)  bestimmt  werden. 

Wählt  man  wiederum,  wie  bei  den  Netzen  VIII",  als 
ZX-Ebene  die  Ebene  des  Hauptkreises  AC^  (Fig.  23a  und 
23  d),  80  sind  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  konjugierten 
Pole  5)i  und  P^  bez.  [vergl.  3  a)  §  58]: 

r  sm  €a  cos  — ^^  1 80^, 


9^) 


Vi 


rSlflBa  COS 
rC0S6a] 


P 

21  +  x 

p 


180^, 


9^0 


X 


a\  ^rsin  ea  cos 

'  P 

,          .    ,     .   21+1-x 
y\ = r  Stil  f  a  sin 


180^ 
180^ 


s/^^rcos^ 


a* 


Setzt  man  daher  [vergl.  5/J)  bis  5*)  in  §  59] 


90       «=i=.-.^«-^-^^,     5-i 

^      cos -180«  ** 

P 


cos ----180» 


X 


cos- 180« 
P 


19 
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0  ('. 


so  ist: 

e'a  =rcos^a'^f>'t'  wsfa  co^-  180"  foA? 

p  p 


l/(i-..»f+..)......if!+(i-.».ifr;(- 


180»\» 
s-eos 1 


9*') 


*^- —  lang- 180'*  tätig ~^^  180" 

cos  ^i        COSSa  p  P 

i]/(l-2,».^+,-).wf^V'(.-.»if7(l-.«^ 
"  .  ,180"  " 

P 

Die    Steinerache  VerwandtBchaft ,   welche    zwischen 
je  einem  Punkte  S,  und  P,  besteht,  wird  durch  je  zwei  der 
drei  Relationen  [vergl.  Formel  57*)  des  §  40]  charakterisiert: 
9A)  ss'-l-O, 

oft)    /rsiti' is  —  cos 1  (s'~  cos  — 1  =  0, 

„  ,     ,,,   .„180«     /              180*\/,       ,       180"\      . 
9v)     »'sm* ( 1-scos jil  —  ^cos — -1  =  0. 

Für  S'^^,  t  =  t'  stellen  diese  drei  GleichnngeD  die  drei 
Lioienpaare  dar,  welche  durch  die  vier  Basispunkte  der  Ver- 
wandtschaft hindurchgehen.  Diesen  drei  Linienpaaren  der 
Abbildung  entsprechen  die  drei  Paare  von  Hauptkreiaen, 
welche  durch  die  Mittelpunkte  T^,T^,T^,T^  der  vier  Kreise 
gehen,  welche  dem  Hauptdreieck  AC^C^  und  den  drei  Neben- 
dreiecken desselben  eingeschrieben  sind. 
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Die    Gleichungen  dieser  Linienpaare  (oder  Hauptkreis- 
paare) werden: 

9ft')  Pstfir [s  —  cos I  =-0, 


9i;') 

oder: 

9A") 


t^sin 


2 


180^     /,             180V     ^ 
(l—scos 1  =-0: 


9f") 


9v") 


TiT,.. .5-1=0, 
T^T^.. .3  +  1=0, 

„  _,        ,  .   180»        ,        180»     - 
T.T....  tsrn s  +  cos =  0, 

„  „        ,  .   180»  ,             180»     _ 
T,T.  ...  t»in h«  — cos =  0, 

P  P 

TT       ,  ■   180»^         180» 
T.  T. ...  tstn \-scos 

P  P 

rp    rp  ,     .      180»  180» 

T^l^...tsin s  cos 


-1  =  0, 
+  1-0; 


P  P 

während  die  vier  Basispunkte  Tj,  T^,  Tg,  T^  und  die  drei 
Hauptpunkte  -Ä^  C^,  C^  durch  die  Eoordinatenwerte: 

90» 


Qq) 


.     .       90» 
r,  j  ''  P 

s=l 


t  —  —  tang 


\s 


s 


und 


9  a) 


t  —  —  cotg 
s 1 


90^ 
P 


90» 

r,  {         ^  P 


-1 


{ 


t=  00 


f  <-0 


C, 


cos 


180' 


(t-0 


a 


cos 


180' 


dargestellt  werden.    Die   entsprechenden  Werte  für  €aj  ^ay 
X  und  für  die   rechtwinkligen  Koordinaten   der  Basis-  und 
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Hauptpunkte   auf   der    Kugel   ergeben    sich   leicht   aus    den 
obigen  Formeln. 

5.  Für  den  Abstand  p'^,  der  Endflächen  des  gleich- 
eckigen  Polyeders,  dessen  Eckpunkte'  die  Scheitel  der  Rand- 
ecken des  der  Kugel  umgeschriebenen  Polyeders  [XXV]  sind, 
und  für  die  Hauptaxe  e„,  des  gleichfliichigen  Polyeders, 
welches  durch  die  Seitenflächen  des  der  Kugel  eingeschriebenen 
Polyeders  [XXV]  gebildet  wird,  ergiebt  sich: 

9k)  p'    =o,j.eostu  — fei;    Q,.^-^-^yz. 

6j>  Zum  Schlüsse  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dass  das 
Netz  VIII"  alle  gleicheckigen  Netze  dieser  ersten  Haupt- 
klasse  als  besondere  Fülle  oder  als  Hemigonieen  in  sich 
enthält.  Ea  können  daher  auch  die  —  für  die  Betrachtungen 
des  letzten  Kapitels  wichtigen  —  Eigenschaften  d-^r  voll- 
ständigen Figuren  aller  dieser  Netze,  sowie  der  ein-  und 
umgeschriebenen  Polyeder  aus  den  EigeuHchaften  der  voll- 
ständigen Figur  dieses  Netzes  VIII"  hergeleitet  werden. 


IIa)  Netze  und  Polyeder  der  zweiten  Hanptklasse 
erster  Ordaung. 

§  63.  Analytische  Relationen  für  die  (iruppe  des 
Hexakisoktaedernetzes. 
1.  Das  Hexakisoktaedernetz  XV,  welches,  wie  früher 
angegeben  wurde  (§27  und  §49,  i.),  in  einfacher  Weise 
die  sämtlichen  festen  gleichfliichigen  Netze  dieser  Gruppe  in 
sich  enthält,  wird  durch  die  drei  Hauptkreise  »i,  «ig,  <is  und 
die  sechs  Hauptkreise  hy...\  gebildet.  Wählen  wir  die  drei 
aufeinander  senkrecht  stehenden  Ebenen  der  Uauptkreise  a 
zu  Koordinatenebenen,  also  die  Eckenaxen  des  Oktaeder- 
netzes zu  Koordinatenasen,  und  zwar  als  positive  Z-Ky.G 
die  von  unten  nach  oben,  als  positive  X-Axe  die  von  hinten 
nach  vom  und  als  positive  i'-Axe  die  von  links  nach  rechts 
gerichtete,  so  erhalten  wir  als  Gleichungen  der  Hauptkreise  a 
und  h  die  folgenden  (vergl.  Fig.  3): 


1 
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10«) 


a^ ...  ^  =  0, 
«3...  //=-0; 

y  +  0^0, 
x  +  y^O, 
-y  +  js^O, 
-x  +  z  =  0, 

während  die  Koordinaten  der  Punkte  A,  C^  B  bezüglich  dar- 
gestellt werden  durch: 


10/S) 


63 .. 
64  .. 
65.. 


10«')     A,  \y-^\ 

z^ ) 


) 


lOy') 


C,     !/  = 


y 


C, 


B^ 


X 

y 

z 
r 


A 

+  1 

+ 
+  J 

+ 
+  J 


z^O. 


x^O, 


r 


1/3 


2 


X 

y 


=  +1 


+  ) 


r 


W 


c. 


x  =  — 


r 


10^') 


X  =  -  -  , 

1/2 


'a;-0, 


Ä 


y 


;? 


1/2 


r 


'8 


r 


^. 


a:=     0, 
r 


y 


V2 


»  "=  —7=7 

r 

y=    0, 

r 
V2 


y 


r 


V2 

u=o, 


;; 


Bb< 


x^ 

y^ 

l  Z=^ 


V2 
r 

0, 


wobei  selbstverständlich  den  Gegenpunkten  jedesmal  die 
entgegengesetzt  gleichen  Werte  für  die  Koordinaten  zu- 
kommen. 


1 


10?) 
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3.  Die  Hauptkreise  a  und  h  sind  bez.  die  Äquatorest 
zu  den  Punkten  A  Qud  ß,  während  den  Punkten  C  als 
Äquatoren  die  vier  Hauptkreise  c  [welche  daa  Kubooktaeder- 
netz  XIX'  (§  32)  bilden]  (vergl.  Fig.  28): 

{c,...B,B,B,..,     x  +  y  +  z~0, 

:j,...iJ,Bsi*,...-a:  +  y  +  r-0, 
\c^...B^B,B^.,.-x-y-l-Sr-0 
entsprechen. 

Die  Ebenen  dieser  Hauptkreise  c  sind  parallel  zu  den 
GrenzSilchen  eines  regulären  Oktaeders,  welches  dem  Netze 
IV  ein-  oder  dem  Netze  VI  f§  8  und  §  11)  umgeschrieben 
ist;  die  Grenz  Sachen  dieser  beiden  Oktaeder  haben  die 
Gleichungen: 

lOy")  ±x±y±e-r''0 

und 

10/')  ±x±Jf±e-ry^-0. 

Die  Ebenen  a  sind  parallel  zu  den  GrenzSäclien  eines 
regulären  Hexaeders,  welches  dem  Netze  l\  um-  oder  dem 
Netze  VT  eingesclirieben  ist ;  die  Gleichungen  dieser  Grenz- 
flächen sind: 

10c")  ±x^r,    ±ij  =  r,    ±2  =  r 

und 

^  ys      ^   V3  1/3 

Endlich  sind  die  Ebenen  b  parallel  den  Grenzflächen 
eines  in  den  Eckpunkten  B  der  Kugel  umgeschriebenen 
Rhombendodekaeders,   dessen  Grenzflächen    die   Gleichungen 

haben: 
10^')±x±z-ry2^0,  ±y±z-r  V^-0,  ±a;±y- rl/2-0. 
3.  Die  vier  Punkte  C  sind  die  Eckpunkte  eines  voll- 
ständigen sphiirischen  Vierecks,  dessen  drei  Seitenpaare 
durch  die  sechs  Hauptkreise  h  gebildet  werden  und  fiir 
welches  die  Eckpunkte  A  die  Diagonalpunkte,  die  Haupt- 
kreise a  die  Diagonalen  darstellen. 
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Entsprechend  sind  die  vier  Hauptkreise  c  die  Seiten 
eines  vollständigen  sphärischen  Vierseits,  dessen  drei  Eck- 
punktpaare  die  Punkte  JB^^  B^;  B^^  B^]  Bj,  B^  sind  und 
dessen  Diagonaldreieck  ebenfalls  A^A^A^  ist. 


§  6i.  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XY' 

nnd  seiner  Hemigonieen. 

1.  Je  2 .  24  homologe  Punkte  der  2 .  24  rechtwinkligen^ 
durch  die  Hauptkreise  a  und  b  gebildeten  Dreiecke  des  He- 
xakisoktaedemetzes  XV  sind  die  Eckpunkte  des  zugeordneten 
gleicheckigen  (6  +  8  + 12) -flächigen  2.24.Ecks  XV'  [vergl. 
§  27  und  Fig.  13a),  13/J)].  Bedeutet,  wie  früher,  ea'^A^P^ 
die  Poldistanz  und  '9^a«=(^iPi,  A^^B^)  die  Länge  des  Punktes 
Pi,  so  sind  dessen  Koordinaten: 

ia\  ^rsin€aCOS^a^ 
y^  '='rsinf-asind-a^ 
z^^rcosBaj 

welche  wir  kurz  symbolisch  durch 
lOd')  (x„  y,,  z,) 

darstellen  wollen. 

Die  Koordinaten  der  sämtlichen  2.24  Eckpunkte 
werden  dann  in  einfacher  Weise  durch  die  sechs 
Permutationen  der  drei  Elemente  a^D  y^  ^i,  wobei 
jeder  Komplexion  eine  der  acht  Vorzeichenkombi- 
nationen zuzusetzen  ist;  dargestellt. 

Je  acht  Punkte,  deren  Koordinaten  dieselben  absoluten 
Werte  haben,  welche  also  derselben,  mit  den  acht  Vorzeichen- 
kombinationen versehenen  Permutation  der  drei  Elemente 
^iiVi^^i  entsprechen,  liegeii  in  den  acht  Oktanten  so,  dass 
sie  die  Eckpunkte  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds  mit 
den  Kanten  2x^^  2j/i,  2z^  oder  eines  Netzes  IV"  dar- 
stellen. Je  sechs  Punkte,  deren  Koordinaten  den  sechs  Per- 
mutationen der  drei  Elemente  x^^  y^^  z^  entsprechen,  während 
die  Vorzeichenkombination  für  alle  dieselbe  ist;  liegen  in 
einem  der  Oktanten  als  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Sechs- 
ecks, dessen  sphärischer  Mittelpunkt  einer  der  acht  Punkte  (7  ist. 
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2.  Diese  Beziehungen  stellen  sich  auf  der  in  die  2.24 
Dreiecke  des  Hexakisoktaederoetzes  fs,  Fig.  13«)  nad  ISß)] 
eingeteilten  Kugelfläche  sehr  anschaulich  dar.  Wird  nämlich 
beim  Übergang  von  einem  der  2.2-1  PuDkte  zu  einem  be- 
nachbarten eiuer  der  drei  Hauptkreise  «  überschrittea ,  so 
ändert  eine  der  drei  Koordinaten  das  Zeichen,  während  die 
Permutatiou  dieselbe  bleibt;  wird  dagegen  einer  der  sechs 
Hauptkreise  b  überschritten,  so  tindet  eine  Vertauschung 
zweier  Koordiuatenwerte  statt,  während  die  Vonieicbenkom- 
biiiatiou  dieselbe  bleibt, 

3.  Unterscheiden  wir  die  sechs  Permutatioueu  von  Xj, 
y,,  2,  in  die  beiden  Klassen  mit  gerader  und  ungerader 
Anzahl  von  Inversionen,  wobei  die  der  ersten  Klasse  an- 
gehörigen: 

I  ^1  Vi  ^11 
10  a)  I  iJi  ^iJ"!, 

kurz  als  positive,  die  der  zweiten  Klasse  atigehörigeu: 
10*')  »i^i'^i» 

kurz  als  negative  bezeichnet  werden  sollen,  nennen  wir 
ferner  diejenigen  vier  Vorzeichenkombinationen,  deren  Pro- 
dukt positiv  ist,  kurz  positive,  diejenigen  vier,  deren 
Produkt  negativ  ist,  negative  Vorzeichenkombinationen, 
so  können  wir  die  48  Kompiexjonen  in  folgende  vier  Gruppen 
von  je  zwölf  bringen: 

Erste  Gruppe  /7,:  die  drei  positiven  Permutationeu 

mit  den  positiven  Von  eich  enkombinationen. 
Zweite  Gruppe  1!^:  die  drei  positiven  Permutationeu 

mit  den  negativen  Vorzeichenkombinationen. 
Dritte  Gruppe  fl./.  die  drei  negativen  Permutationen 

mit  den  positiven  Vorzeichenkombinationen. 
Vierte  Gruppe  Il^:  die  drei  negativen  Peruiutationen 

mit  den  negativen  Vorzeichen kombinationen. 
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Jede  dieser  vier  Gruppen  von  je  zwölf  Punkten  bildet  die 
Eckpunkte  eines  Netzes  XXVIIF,  nämlich  eines  (4  +  4  +  12)- 
flächigen  12 -Ecks  (§  44,  §  53),  welches,  wie  schon 
früher  (§  53,  i.)  bemerkt  wurde,  als  die  Tetartogonie  eines 
(6 4- 8 -f  12) -flächigen  *2. 24 -Ecks    angesehen   werden   kann. 

Die  zwölf  der  Gruppe  IT^  angehörigen  Punkte  sind 
z.  B.  durch  folgende  Werte  der  Koordinaten  dargestellt: 


lOri)   n. 


(—^1,  Vi,  —-s^i)) 


(^i;  ^n  yJ, 


(2/1;  -^u  -^1), 

l(-^i;  -Vi^^i),    \    (-2/1,  -^u^i), 

4.  Durch  Zusammenfassen  je  zweier  der  vier  Gruppen  77 
ergeben  sich  die  drei  Hemigonieen  des  (6  +  8  +  12)-flä- 
chigen  2. 24 -Ecks  XV'. 

Es  bilden  nämlich: 

a)  77i  und  772  oder  773  und  77^  die  2.12  Eckpunkte  eines 

(6  + 8 -fl2)-f lächigen  2.12-Ecks  XXIII' 

(vergl.  §  38  u.  §  52)  5 

b)  77j  und  77g  oder  77^  und  77^  die  2.12  Eckpunkte  eines 

(4  +  4  +  6)-flächigen  2.12-Ecks  X" 
(vergl.  §  20  u.  §  50); 

c)    77^  und  77^  oder  772  ^^^  ^3  ^®  24  Eckpunkte  eines 

(6  +  8  +  24)-flächigen  24-Ecks  XXVI' 

(vergl.  §  42  u.  §  51), 

dessen  24  Eckpunkte  die  Scheitel  der  24  rechten  oder  der 

24  linken  Ecken  des  (6 -f  8 -+-12) -flächigen  2. 24-Ecks  XV' 

sind. 

Aus  jedem  dieser  drei  gleicheckigen  Netze  kann  daher 
umgekehrt  eine  der  vier  Gruppen  77  von  je  zwölf  Punkten 
als  Hemigonie  erhalten  werden. 

5.  Für  besondere  Lagen  des  Punktes  P^  innerhalb  des 
Dreieckes  A^  B^  C^  des  Hexakisoktaedemetzes  erhalten  die 
Koordinaten  oc^^y^^z^  besondere  Werte,  die  sich  aus  den  im 
dritten  Kapitel  aufgestellten  besonderen  Werten  für  f«  und 
^a  in  einfacher  Weise  ergeben  und  spezielle  bemerkenswerte 
Varietäten  des  Netzes  XV'  oder  seiner  Hemigonieen  bedingen. 
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Doreh  EinfübruDg  der  drei  Winke!  £.,,  t^,  £„,  [vergl.  §  27, 
Formeln  33fj),  SSj')]  nehmen  die  Koordinatenwerte  die  ein- 
fache Form  an: 

I  x^  =  r cos fa,, 
lli  =  r  Costa,, 
z,=r  Costa, ; 

auch  ist  die  Einführung  der  Winkel  fo, ,  ej,  f^  [vergl.  g  27, 
Formel  33«)]  häufig  von  Vorteil. 


§  Ü5.   Eoordinaten  der  Eckpunkte  der  besonderen 

glelclieckigen  Netze,  welche  zn  der  ersten  Ordnang 

der  zweiten  Hanptklasse  geboren. 

1.  Wenn  der  Punkt  P,  auf  einer  der  drei  Kanten  des 
Dreiecke  A^  -ü,  C, ,  aämlich  auf  A,  if, ,  B,  C,  oder  C,  .4,  liegt, 
so  bilden  die  homologen  Punkte  die  Eckpunkte  der  gleich- 
eckigen Netze  X'  (§  20),  XIT'  (§  22),  XXI'  (§  35)  (vergl. 
auch  §  40),  deren  Hemigonieen  besondere  gleieheckige  Netze 
der  zweiten  und  dritten  Gruppe  dieser  Ordnung  darstellen 
(vergl.  auch  die  Tabelle  der  zugehörigen  Polyeder  in  §  56,  3.), 

2.  Die  Koordinaten  eines  auf  A^  i?,  (dem  Hauptkreise 
flj)  liegenden  Punktes  P[  folgen  aus  lOd)  für  #a  =  0  (vergl. 
Formeln  21,  in  §  20): 

[  a:,  =rsin{a, 
U«)  ^1  =  0, 

l   2,  ^rcOS^a, 

oder 

11«')  fe,  n,  «,)■ 

Die  Koordinaten  der  24  Eckpunkte  des  Netzes  X'  sind 
wiederum  durch  die  sechs  Permutationen  der  drei  Elemente 
■'-n'^i'^ii  wobei  jeder  Komplexion  eine  der  möglichen  Vor- 
zeichenkombinationen zuzusetzen  ist,  dargestellt.  Die  Zahl 
dieser  Vorzeichenkombinationen  reduziert  sich  hier  auf  vier, 
da  ein  Element  Null  ist;  die  Einteilung  derselben  in  posi- 
tive und  negative  (§  64)  fiillt  also  hier  fort. 
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Es  zerfallen  hiernach  die  6.4» 24  Eomplexionen  nur 
in  zwei  Gruppen  von  je  zwölf,  welche  durch  die  positiven 
und  die  negativen  Permutationen  gebildet  sind,  nämlich 
in  die  beiden  Gruppen: 


ii/j)  n. 


und 


11^0  n 


3 


(±3^1,  0,  ±xri), 
(0,  ±xri,±a;i), 

1  (±J?i,  ±x^,  0) 

((±^1,  ±^1,0), 

(±^1,0,  iXj), 

\{0,±x^,±e^). 


Jede   dieser  Gruppen   stellt   die  Koordinaten  der  Eck- 
punkte eines 

(8  +  12)-flächigen  12-Ecks  XXIX' 

^§  45  u.  §  52)  dar,  welche  die  beiden  (gegenpunktigen)  He- 
migooieen  eines  Netzes  X'  bilden. 

3.  Wenn  der  Punkt  P^  auf  BiC^  (dem  Hauptkreise  65) 
liegt,  so  wird   wegen  cotg ta'~ cos^a  [Formel  33 v)  in  §  27] 


12«)  { 


yi==ry—cos26a 
oder 

12«')  (x,,    y,,    X,). 

Es  reduzieren  sich  daher  die  sechs  Permutationen  der 
drei  Elemente  x^^  y^^  z^  auf  drei,  deren  jeder  aber  die  acht 
Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  werden  können.  Die  8 . 3 
Eomplexionen,  welche  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines 
Netzes  XII'  (§  22)  ergeben,  zerfallen  also  in  zwei  Gruppen 
i7i  und  //j  [lOQ  in  §  64],  von  denen  jede  die  Koordinaten 
der  Eckpunkte  der  (tetragonischen)  Hemigonie  dieses  Netzes, 
nämlich  eines 

(4  +  4  +  6)-flächigen  12-Ecks  XIX" 

(§  32  und   §  50,  3.)   darstellt.     Die   Gruppe   77,   wird  z.  B. 
durch  folgende  Wertsysteme  der  Koordinaten  gebildet: 
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12,3}  /7( 


(a^i,  s^n  -Vi). 
(-^,  -^n-!/i)- 
4.   Liegt   der   Punkt  jP,  zwischen  C,  und  ^,   (auf  dem 
Hauptkreise  t^),  so  wird  wegeu  #0  =  46": 


I  (-«.,  -tfi-  -*i).     (-yp  -*n  -3^.), 


I3ff)  y2 

I  *i  =  j"  ros  (u  , 
oder 

13«')  (j-„  a:,,  jr,). 

Auch  hier  erhält  luau,  wie  nnter  3.,  nur  die  drei  Pet- 
mutetioneii  der  drei  Elemente  x^,  j/, ,  s,,  deren  jeder  die  acht 
"Vorzeichenkombinationen  hinzuzusetzen  sind.  Die  beiden 
Gruppen  /7,  und  77,  sind  bez.  durch  die  positiven  und  die 
negativen  Vorzeichenkombinationen  der  drei  Permutationen: 

13«  (i„I„^,),(^„ '.,«,).  ('.,».,*.) 

gebildet;  und  wiihrend  ihr  Verein  die  Koordinaten  der  24 
Eckpunkte  eines  W^etzea  KXl'  (§  35)  darstellt,  so  liefert 
jede  der  beiden  Gruppen  77,  und  77j  die  Koordinaten  der 
Eckpunkte  der  (tetragoni scheu)  Hemigonie,  nämlich  eines 

{4  +  4)-flächigen  4,3-Ecks  IX' 
(§  19  und  §  50,  6,). 

5.  Wenn  endlich  der  Punkt  P,  mit  einem  der  drei 
Eckpunkte  Ä^,  C,,  ß,  zusammenfallt,  so  resultieren  bez.  die 
Koordinaten  der  Eckpunkte  des  regulären  Oktaeder-,  Hexa- 
eder- und  des  Kubooktaedemetzes. 

Beim  Oktaedernetze  IV  (§11)  ist 

14)  a:,=(/i=0,     «,  =  r; 

es    treten    also   hier   mir   die    drei   Permutationen   mit   den 
beiden  möglichen  Vorzeichenkombinationen  auf. 
Für  das  Hexaedernetz  VI  (§  11)  ist 

15)  jc,  =  !/,  =^,  =  -— , 
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hier  also  die  einzige  Permutation  mit  den  acht  Vorzeichen- 
kombinationen zu  versehen,  wobei  die  vier  positiven  und 
die  vier  negativen  Vorzeichenkombinationen  je  eines  der 
beiden  konjugierten  regulären  Tetraedernetze  III  (§  11) 
als  Hemigonieen  ergeben. 

Endlich  ist  beim  Kubooktaedernetze  Xl^  (§  32): 

16)  •^i  =  '2^i=y-'    2/i  =  0; 

die  Koordinaten  der  Eckpunkte  sind  daher  hier  durch  die 
drei  Permutationen  mit  den  vier  möglichen  Vorzeicheukom- 
binationen  dargestellt. 


§  66.  Die  den  gleicheckigen  Netzen  mit  festen  Sym- 
metrienetzen   ein-   und  umgeschriebenen  Polyeder. 

Ableitungskoeffizienten. 

1.  Die  Gleichungen  der  Grenzflächen  der  gleichflächigen 
Polyeder,  welche  den  gleicheckigen  Netzen  umgeschrieben 
sind,  werden  einfach  durch: 

17«)  ^ia;  +  yiy  +  £,x?-r-«0 

dargestellt^  wenn  für  x^^y^jZ^^  die  Koordinaten  sämtlicher  Be- 
rührungspunkte eingesetzt  werden.  Für  das  allgemeinste 
gleichflächige  Polyeder  dieser  Gruppe,  das  Hexakisoktaeder 
[XV],  sind  also  die  drei  Elemente  ^n!/i,^i  zu  permutieren 
und  jede  Permutation  mit  den  acht  Vorzeichenkombinationen 
zu  versehen  u.  s.  f. 

Da  (vergl.  §  56,  7.)  für  alle  gleicheckigen  (gleich- 
flächigen) Polyeder  mit  festen  Symmetrienetzen  die  Grenz- 
flächen (Eckpunkte)  Kombinationen  der  Grenzflächen  (Eck- 
punkte) zweier  oder  dreier  konzentrischen  regulären  oder 
zweier  regulären  und  eines  Rhombendodekaeders  (Kubook- 
taeders)  darstellen,  so  genügt  es,  die  senkrechten  Abstände 
Q^ay  Q*c)  q'ö  dieser  Grenzflächen  vom  Mittelpunkte  (die  Längen 
der  Eckenaxen  Qa^Qc^Qb)  anzugeben  (vergl.  §  17  c). 

Nun  ist  (vergl.  §  27,  Formeln  33)  für  die  beiden  sich 
polar  entsprechenden  Polyeder  [XV 'J  und  [XV]: 
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■casct, 

■  cos  ff, 


1 


IT« 


riß') 


in  nelchen  Formeln  f«  und  e^  auch  nach  33a)  iii  §  27  durch 
ta  und  9a  oder  dnreh  f«,,  fj^,  £„,  ausgedrückt  werden  können. 
Die  Innen- Flächenwinkel,  die  ebenen  Winkel,  die  Länge 
der  Kanten  der  beiden  Polyeder  können  mit  Hilfe  der  in 
§  17  unter  a),  b),  c),  d)  gegebenen  Beziehungen  durch  Einfüh- 


rung der  sphärischen  Äbatände  ^ 


.  ^    [Formeln   330)   in 


§  27]  dea  Punktes  P^  von  den  Kanten  des  sphürischen  Drei- 
eckes Ai  C,  Bj  leicht  bestimmt  werden. 

Für  sämtliche  den  besonderen  gleicheckigen  Netzen  mit 
festen  Symmetrienetzen  ein-  and  umgeschriebenen  Polyeder 
[vergl.  die  Tabelle  §  56,  3.,  zweite  Hauptklasse,  erste  Ord- 
nung unter  A'}  und  A)]  erhält  man  die  entsprechenden  Rela- 
tionen durch  Einführung  der  früher  (Kap.  III)  gegebenen 
besonderen  Werte  für  fa  und  d'a  oder  tu,  fc,  **  oder  auch 
*ii, ,  *a,,  f«,-    (Vergl.  auch  die  Zusammenstellung  in  §  67,  4.) 

2.  Das  gleicheckige  (6-J-8-I-  12)-flächige  2.24-Eck[XV'J 
kann  aus  einem  regulären  Oktaeder  durch  gleichmässige 
und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken-  und  der  Kantenaxen, 
entsprechend  das  Hexakisoktaeder  —  nach  dem  in  der 
Kryatallographie  üblichen  Verfahren  —  aus  dem  regulären 
Hexaeder  erhalten  werden,  wenn  man  die  Flächen-  und -die 
Kantenaxen  in  einem  bestimmten  Verhültnisse  (welches  be- 
kanntlich für  alle  in  der  Natur  vorkommenden  Eryst  all  formen 
ein  rationales  ist)  verlängert  und  durch  je  drei  benach- 
barte Eckpunkte  der  beiden  verlängerten  Axen  und  der  un- 
veränderten Eckenaxe  eine  Ebene  legt. 


§  66.  Die  d  gleicheck.  Netzen  m.  fest.  Symmetrienetz.  etc.       305 


Es  seien  für  ein  reguläres  Oktaeder  mit  der  Eckeuaxe 
Oq  die  Zahlen  t  und  s  die  Ableitungskoeffizienten,  d.  h. 
das  Mass  der  Abstumpfung  bez.  für  die  Ecken-  und  die 
Eantenaxe,  entsprechend  seien  r  und  a  die  Ableitungskoeffi- 
zienten für  die  Flächen-  und  Kantenaxe  eines  regulären 
Hexaeders  von  der  Fiächenaxe  öTa,  dann  ergeben  sich  für  die 
beiden  sich  polar  entsprechenden  Polyeder  [XV]  und  [XV] 
folgende  Beziehungen  fvergl.  17/J)  und  17 /?')]: 


17  y) 


9'c 


9\ 


r  COS  Sa 

r  cos  ec 


71' 


ör 


=  rcos€i,  =  -7=*5: 


17/) 


r 


(>«  = 


Q. 


Q'^ 


cos  Sa 

r 

cos  6c 

r 

cos  tfy 


y2  ' 


Hierbei  werden  also  die  Flilchenaxe  q!c  des  Oktaeders 
oder  die  Eckenaxe  Qc  des  Hexaeders  als  unverändert,  die 
Abstände  qla  und  q\  oder  die  Axen  Qa  und  Qi,  und  damit 
auch  r  als  veränderlich  angenommen.  Man  erhält  nun  (vergl. 
§  27,  Formel  33  a): 


r      1/3  cosBc       '[  +  {sind'a  +  cosd'a)tmig€c 

COS^a^ 

COSea^+COSSa^+COSBa/ 

\  +  cosd-atan(jiea 


ind-a  +  cos^a)  tangta 


COS£a,+COS£a^ 


17Ö     5-^ 


COS  Sa,  +  COSfa,  +  COS  Sa, 

X  —  o  COS  e» 


a  X  COS  f  a,  +  cos  f  fl,  -f  cos  f  a. 


Hess,  KugeltoiluDg. 


20 


■" 
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17,)     l^.s- 

0-   1                          OOSf^ 

ö         case^^  +  eosf^  +  eose^' 

und  umgekehrt: 

»-/        T-ö 

17.) 

_l-s_o-l 
wt         am 

■'          m-*^      .■-■-(      r-ö 

wobei: 

17«)           '• 

«A                     1                                                           I 

»■      yä  cost,     f-o^f-,  +  «ONf^  +  eosf,. 

\     -)/(«-0'+(l-»)'+«'-^-^y(r-o)'+''(»-l)'+«' 

ist. 

3.  Fi)r  die  Koordinaten  des  Punktes  P,  erhält  man: 


17i) 


(»■,-".(■■.■,-',), 


17A') 


x,  +  J,  +  r,-«.-„ 


Die  Winkel   \a\  ^ß',  i/  [Ir'ormeln  33*)   in  §  27]    be- 
stimmen sich  aus: 


17fi)  siriYf 


,»,)/2 


,Vi 


I  sin  i  y'  =  -  — ^ » 


mit   Hilfe   welcher   Formeln   sich   z.  B.  die  Kanten   des   dem 

Netze    XV'     eingeschriebenen    Polyeders    einfach    durch    a^ 
(oder  r),  ^^  und  s,  ausdrücken  lassen  u.  s.  f. 

Analog  erhiilt  man   als  Gleichung  der  Grenzflache    des 
Hexakisoktaedcrs  [vergl.  Formel   17)]: 
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und  damit  einfache  Ausdrücke  für  die  ebenen,  die  Flächen- 
winkel  u.  s.  f.  dieses  dem  Netze  XV'  umgeschriebenen  gleich- 
flächigen Polyeders. 

4.  Die  Relationen  17A)  ergeben: 

18«)  x:y:z^s  —  t:l  —  s:t 

und  damit: 

Z  X  +z 


m) 


x  +  y  +  s  x  +  y  +  z 

5-^=—-^—-,     l-s=        ^ 


} 


x+y+z  x+y+z 

Betrachtet  man  wiederum  (vergl.  §  59,  3.)  t  und  s  als 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  einer  Ebene^ 
so  vermitteln  diese  Formeln  die  Abbildung  des  gleicheckigeu 
Netzes  XV'  auf  die  Ebene  der  t,s. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  A^  C  und  B  des  zuge- 
hörigen Symmetrienetzes  XV  erhalten  dann  folgende  Werte 
[vergl  10«'),  10/J'),  lOy')  in  §  63]: 

'«')  -.{::::  i  -.{::?:  !  ^l:::; 

18.)    C,\[Z\\c^{[Z\'\Atl\0'{tö'' 

1  |s  =  l,  I       *  ls  =  -J,  I       '  U=T. 

Jedem  Hauptkreise,  dessen  Ebene  die  Gleichung: 

18Ö  n^x  +  v^y  +  w^  z^O 

hat,  entspricht  in  der  Abbildung  eine  Gerade: 

^ocfN                          m;'— n' .  ,  u'  — v'     ,  .      ^ 
18g')  r--^  +  — r-5  +  1-0. 

Die  geraden  Linien^  welche  die  Bilder  der  Hauptkreise 
a,  c,  6  [vergl.  §  63,  10«),  10/J),  lOy)]  sind,  haben  die 
Gleichungen: 

20* 


18  £) 


;0R    FatifUsKap.  Anal.Darftull^'.d.gleichDnuh.  u.il.«l<:.KeUe  «k. 
18/)        a^...l^O,     n,...-/  +  .s-0,    o»  ■■•-«  +  1  =t); 
..O.s-^0. 1  +  1=0... a«,      r,...  2s- 1-0; 
..2/-2s+l=0,  f,...2/-l=0. 


18  d') 
IR(') 


(.,...«-0,        b^..J-s  +  l  =  0,     l^... -1  +  1=0; 

Die  Koordinatenaxcn  sind  also:  Ä,  die  T-Axe,  fl,  die 
S-Axe,  j4,  ist  der  Koordinateiianfangsjiunkt,  f,  ist  der 
Schwerpunkt  des  gleichschenklig  -  rechtwinkligen  Dreiecks 
A,A^Ag,  ebenso  von  (\0^C\  und  von  b^Ii^Bj^,  e,  ist  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  u.  s.  f. 

Jedem  Punkte  f,,  s,  der  Ebene  entspricht  als  Polare 
die  Gerade: 

(»,-'.)(«-')  +  Ci-»,)(i-»)  +  ','-o 

oder: 

d.  h.  die  Polare  in  Beziehung  auf  die  den  Kernkegelschaitt 
des  Polarsyetenie  bildende  imaginäre  Ellipse: 

13#)  («_-s/  +  s*-s  +  -^~0, 

deren   Mittelpunkt   der   Punkt  (',  ist   und   deren   Hanptaxen 

unter  4'>''  gegen  die  Koordinatenaxcn  geneigt  sind. 

Zwischen  den  Koordinaten  t^,  .v,  des  Pols  und  denjenigen 
w,,  c,  der  Polare  bestehen  also  die  Uelationen: 

und  umgekehrt: 

1S»"1       i/_    "■+*•.  +  !         .       ",+2., +2 

5.  Die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  F^  innerhalb  des 
Dreieckes  ^,7?,0[  oder  auf  den  Kanten  desselben  lassen 
sich  hiernach  durch  einfache  Relationen  zwischen  den  Grössen 
/  und  N  (oder  t  und  0)  charakterisieren  und  so  die  besonderen 
Fälle  der  gleicheckigen  Netze  und  der  ihnen  ein-  und 
umgeschriebenen  Polyeder  leicht  unterscheideu.  In  der  fol- 
genden Zusammenstellung  sind  die  charakteristischen  Werte 
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für  die  einfachen  vollzähligen  Gestalten  der  ersten  Ordnung 
der  zweiten  Hauptklasse  aufgeführt  (vergl.  §  56,  3.). 


180 


18  t') 


8'. 
9'. 

10'. 


Qleioheokige  Polyeder: 

Oktaeder:  ^  =  1,  ^  =  1, 
Hexaeder:  <«=-J-,  ^"="3» 
Kubooktaeder:  ^=  |,  ^  =  1, 
11'.       (6  +  8)-flächiges  6.4-Eck:  t,  s-^l, 

12'.  (8 +  6) -flächiges  8.3-Eck:  ^  =  |oder s=.2^, 

13'.  (6  + 8  +  12)-flächiges24-Eck:  ^«2s-loder 

u'.  (6  +  8 +  12; -flächiges  2. 24-Eck:  t,  s. 


8. 

9. 
10. 
11. 


Qleiohfläohige  Polyeder: 

Hexaeder:  r==l,  (y«=l, 


Oktaeder:  r  =  3,  (?==  ' 


Rhombendodekaeder:  r  =  2,  (?=!, 
(6  +  8)-eckiges  6.4-Flach:  r,  <y-l, 


12.  (84-6)-eckiges  8.3-Flach:  t  =  2  ff  oder  ö  =  ö» 

LS.  (6  +  8+l2)-eckige8  24-Flach:  r-g-^— oder 

2t 

14.      (6  +  8  +  12)-eckiges  2.24-Plach:  t,  <y. 


§  67.  Anordnung  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze.    Anwendung  auf  die  Polyeder. 

1.  Die  in  den  forigen  Paragraphen  behandelte  analy- 
tische Darstellung  gestattet  auch  die  Anordnung  der  hierher 
gehörigen  gleicheckigen  Netze,  sowie  überhaupt  die  Eigen- 
schaften der  vollständigen  Figuren  dieser  und  der  gleich- 
flächigen  Netze    auf   einfache  Weise    auszudrücken.     Diese 


310    t'önttoB  Kap.  Anul.DarBteHg.d.gleichfliich.u.ii.etcNi'tieett:, 

BeziehuDgeii  sind  zumsl  t'Qr  diejenigen  Untersucltuiigtiii, 
welche  die  Ableitung  der  die  Eugeldäche  mehrfach  be- 
deckenden Netze  zum  Gegenstände  haben  (vergl.  bieröber 
das  letzte  Kapitel)  von  Wichtigkeit.  Wir  wollen  uns  hier 
darauf  beschränk eB ,  einige  der  wichtigsten  dieser  Bezieh- 
nngen,  welche  entsprechende  Eigenschaften  der  zuge- 
hörigen Polyeder  bedingen,  abzuleiten. 

2.  Die  2.24  Eckpunkte  des  Netees  XV',  des  allge- 
meinsten Netzes  dieser  Ordnung,  liegen,  wie  aus  den  im 
§  64  aufgestellten  Werten  für  die  rechtwinkligen  Eoordinat«ii 
unmittelbar  folgt  (vergl.  auch  §  49,  3.},  einmal  zu  je  acht 
auf  drei  kleinen  Kugelkreisen  und  deren  Gcgenkreiaen,  deren 
geraeinsamer  aphürischer  Mittelpunkt  einer  der  drei  Punkte 
A,  z.  B.  der  Punkt  Ai  ist  Die  aphÜriseheu  Radien  dieser 
Parallelkreise  sind  die  Bogen  der  Winkel  Eo,,  f^,  t^,  deren 
Cosinus  sich  in  einfacher  Weise  durch  (  und  s  ausdrücken 
iaasen  [s.  Formeln   Hfr)  und  17t)  des  §  6fi]: 

19a)    ctisia,  =  -  I     cose„,  = 1     ivsi,,,  = 

'  '      m  '        m  m 

Zweitens  gruppieren  sich  die  48  Eckpunkte  zu  je  sechs 

auf  vier  kleinen  Kugetkreisen  und  deren  Gegenkreisen,  deren 

gemeinsamer  sphärischer  Mittelpunkt  einer  der  vier  Punkte  C 
(z.  B.  Cj)  ist.  Bezeichnen  wir  die  sphärischen  Radien  dieser 
Parallel  kreise  der  Reihe  nach  durch  t^^,  ic„  *c,,  f^,,  so  ergiebt 
sich  durch  Benutzung  des  Gosinussatzes  der  sphärischen 
Trigonometrie  aus  den  Dreiecken  Ail\C\,  A^P^C\,  -^i^^'i^s, 
A^F.C,  [vergl.  Fig.  i;}/3)  und  13y)  und  Formel  33«)  in  §  27, 
sowie  Formel  17^)  bis  17x)  des  §  66J: 

""■■  ys  '  V3  .«73" 

cos fa+  sine„{cos9a  —  .sm&g)    costq^+cfseg^—cossa,     2s—  1 

'''~'       "     ys  '  "     ys    ~        "u>Y'^ 


19  y) 
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Die  dritte  AnordnuDg  der  48  Eckpunkte  ist  diejenige 
zu  je  vier  auf  sechs  kleinen  Kugelkreisen  und  deren  Gegen- 
kreisen, deren  gemeinschaftlicher  sphärischer  Mittelpunkt 
einer  der  sechs  Punkte  B  (z.  B.  B^  ist.  Für  die  sphärischen 
Badien  f^^,  f*, ...  ^b^  dieser  Parallel  kreise  ergiebt  sich  aus  den 
sphärischen  Dreiecken  A^  P^  B  [vergl.  Fig.  13/J)  u.  13y), 
sowie  Formel  33«)  in  §  27]: 

cos  Ba  +  sin  Sa  COS  0"«   COS  8a,  +  COS  £«,      S 
COS  f  6  = :=_. = -  —  — = 7=  ) 

yr  1/2      mV2 

COS  Ba  +  sin  Ba  Sin  0"«   cos  Ba,  +  COS  Sa,         t  —  S+1 

1/2  1/2       wl/2 

sin  Ba  COS  O-a  +  »in  Ba  sin  O-fl   cos  Ba,  +  cos  Ba,          1  —  t 
COSBb,  = 7_- = ^^-^ —  =  7^  > 

1/2  1/2  mV^ 

cos  Ba  —  6'm  Ba  Sin  0"a        COS  Ba,  —  COS  £,.  t -\- S  —  1 

1/2  V2  m]/2 

cos  Ba  —  sin  Ba  COS  0"«    COS  Ba,  —  COS  Sa.        2  t— S 
COSBo   = 7- = --p= '  = 7  ) 

V2  ]/2  m>/2 

sin  Ba  COS  d-a  —  sin  Ba  sin  0-«      cos  f «,  ~  cossa^      2s  —  t—'l 

COSBh,  == 7= = *—j == ;=— 

1/2  1/2  ml/2 

2.  Die  Zähler  der  zuletzt  stehenden  Brüche  in  den 
Formeln  19«)  bis  19y)  sind  [vergl.  18y')  bis  18a')  des  §  66] 
die  linken  Teile  der  Gleichungen  für  die  Hauptkreise  (in 
der  Abbildung  für  die  geraden  Linien)  a,  c  und  ft. 

Bestimmt  man  einen  Punkt  der  Kugel  durch  seine 
Abstände  faj  ^c,  b^  von  den  Eckpunkten  A^^  Cj,  B^  des 
Hexakisoktaederdreieckes,  wobei  die  Relation  [vergl.  17x) 
in  §  66]: 

COS^  Sa  +  {y2  cos  Bt,  —  COS  Ba)  ^  +  (l/3  COS  Sc  —  ^2  COS  S^Y  =  1 

besteht,  so  werden  die  24  Punkte  (bez.  deren  Gegenpunkte) 
durch  folgende  Kombinationen  der  Werte  £«,  fc;  «6  (bez.  der 
diese  zu  180^  ergänzenden)  dargestellt: 
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P,  ...e„,,  *^.,  t*,,        P„. ..£„,,  ff,,  £»,, 

Pj  ■'■«-,.  «<..  *».i    i    P|o---So.i  Sc  «6,, 

P.--<.,.  !•.,  II..,    \    Pii--«.,,  '*■  •>., 

P.-  ■«.„  '<.,  'k,    1    P,.-.'*,  lSO»-t,.,  180»-«^, 

P,...s,„  <,„  ...,        P,,....^,  180"-«^,  180"-ek, 

P....<.„  ■..,  »..,    '    P,.-t*,  ISO'-...,  »^, 

P,.....„  .^,  f^,        P,i...(^,  180»-t,,,  «^, 

190) 

P,...r.„  B^,  .,„    ;    P„...£»,  f.,,  «,„ 
P., ■■■'*,  '.„  'k. 

P,.-'..,  '.„  <M 

P„. ..(,»,    <,.,    180»-f;^, 

P„...(.„  180"-e,.,   180»- I,., 

P„. ..!..,  180"-.,.,  180"-.,., 

P„. ..(..,  180"-.,,  180"-.,., 

P,,....,,  180«- (,„  .,„ 

P..--..„  '„  «i- 

Werden   nun   die  Koordinaten   des   Punktes  P^  der  Ab- 

bildung durch  /j,  .V,   bezeichnet  und   bedeuten   («,),  (<^i),  (&() 

die  link 

en   Teile   der  Gleichungen   18/)   bis    18.')   de.  §  66 

nach  Substitution  der  Werte  t^,  s^,  so  sied  die  Koordinaten 
eines  Punktes  F,  dessen  Abstände  ta,,  f.,,,  ft,  sind: 

Für  die  Abstände  180" -f„<,  180" -ec»,  180"-£6,  er- 
halten (a,),  (cj),  (fc,)  das  entgegengesetzte  Vorzeicben;  Punkt 
und  Gegenpunkt  fallen  in  der  Abbildung  zusammen. 

Bei  den  Punkten  /'„,  l\,  P,^,  l\r,  ist  der  Wert  für 
tf,  kleiner  oder  grosser  als  90",  je  nachdem  der  Punkt  P^ 
innerhalb  des  Dreieckes  A,  li,  1\  oder  Ji,  J\  C,  (Fig.  28) 
liegt  [vergl.  20^)  unter  9c)  dieses  Paragraphen]. 

ii.  Aus  den  Formeln  19«)  bis  l^y)  erhält  man  auch 
sofort  die  senkrechten  Abstünde  p'n, ,  p'o,,  p'a, ;  p'c,...p'c. ; 
e'.„...p't,  derjenigen  Ebenen  des  eingeschriebenen  gleich- 
eckigen  Polyeders  [XV'J  vom  Mittelpunkte,  welche  bez. 
auf  den  4-ziihIigen  Axen  OA,  den  S-zilhligen  Axen  OC  und 
den    2-zühligen   Axen   Oll  senkrecht    stehen.     So   ist  z.  B.; 
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19  d) 


rcosea,  ^r =  0^  (1  —  s), 


rcoss. 


m 

2s- 1 


a 


m  1/3      V3 


-A2s^l), 


f  t  +  S—1  %    u    X  1\ 


u.  s.  f. 
Ebenso  resultieren  für  das  umgeschriebene  Hexakis- 
Oktaeder  [XV]  die  Abstände  (>«,,  Qa^,  j?a,j  9c^»-Qc^  Qt^'-Q^ 
derjenigen  Schnittpunkte  vom  Zentrum,  in  welchem  sich 
dreimal  je  acht  Ebenen  auf  einer  4-zähligen;  viermal  je 
sechs  Ebenen  auf  einer  3 -zähligen  und  sechsmal  je  vier  . 
Ebenen  auf  einer  2 -zähligen  Eckenaxe  schneiden.  Diese 
Schnittpunkte  sind  die  Pole  zu  jenen  auf  den  Axen  senk- 
recht stehenden  Ebenen  des  gleicheckigen  Polyeders  als  Po- 
larebenen.    Dabei  ist  in  den  Formeln  19«)  bis  19y)  r  —  -» 

<y=«-  zu  setzen  und  auf  die  Beziehungen: 


19  f) 


Qai  .  Q^ai  =  Qc^ .  p'c,.  =  Qb^  .  Q*b(  =  0^  .  üh  «  >*? 


Rücksicht  ZU  nehmen.     So  ist  z.  B. 


196') 


(>«.= 


r 


COSSa, 


rm 

1-1 


Cth 


0-1 


Pe, 


COSlc, 


rmYE  -/5    ff 

a 


2-ff 


P». 


COStt,^ 


r  m  1/2 

U.   8.  f. 


ta 
-  ch  1/2  ^  ^-  __-— 


4.  Für  die  besonderen  gleicheckigen  Netze  und  die 
ihnen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  vereinfachen  sich 
diese  Beziehungen,  indem  diese  Abstände  besondere  Werte 
(auch   0   und  oo)    erhalten   und   zum   Teil    einander  gleich 
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werden.     In    der    folgenden   Tabelle    sind    die    betreffenden 

Werte    tür    die    Grössen    «»,,   if^   und   u,    zusammengestellt 

[Tergl.  18.)  in  §  66J.- 

Reguläre«  Oklsedemetz  IV  (§8,  §11): 

(-S-1,   ni-li 

19t,    '■•-»".  '-.-'--■^'■^ 

«»,-*».  =  '».  =  (.,  =  45%    (i.^fi^  —  gO". 

Reguläres  Hexaedernetz  VI  (|  8,  |  U)! 

(-1,  «-;,   m--f\; 

19,) 

»«-0".   f,-(„-180"-2>|,  *,.-2vi 

f..-H-(^-90»-,,   (.-(^-i^-go«. 

Netz  de.  (6  +  8)-tläohigen  12-Ect8  XIX'  (§32) 

(Knbooklaedernetz): 

li-J-,  s_l,  »l-yX; 

19») 


(.,-«,-46",    «»-00": 

e^-90'-ri,    e^-«,,-90"; 

•0%    f,^  =  E^  ^i,  =t,.  =flO", 


Netz   des   (f)  + 8)-flSchigen   (1.4-Ecks  X'  (§  20); 

l-( 


19.) 


"-(„,    «.,-90"; 


Netz  des  (8 +  (i)-fliichigen  8.3-Ecks  XII'  (§  22): 
s-2(,  m-Y(\-  ■JI)'  +  -JP~Vl-2s+',s\  lm(ii.cr:a».-l, 

f.,  +  ^-,=  iS0<'-2)J,    £,,  +  f,,^  ISO"; 


( 


19  A) 
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Netz  des  (6  +  8  +  12)-flächigen  24- Ecks  XXI'  (§  35): 

#=25-1  oder  5=^"^^  m^y^^^  +  t'^y2{l--sy+(2s^iy' 

#/   2  ^^  — 1 

«c,  =  fc„    fc.  +  fc,  =  2?^; 

5.  Für  diejenigen  besonderen  Varietäten  der  drei  Netze 
X',  Xir  und  XXI',  welche  durch  besondere  Lagen  des  Punktes 
Pi  auf  den  Kanten  des  Dreieckes  A^B^Cj^  bedingt  werden 
und  welchen  spezielle  Varietäten  der  ein-  und  umgeschrie- 
benen Polyeder  entsprechen,  ergeben  sich  die  charakteristi- 
schen Werte  aus  den  früher  (im  III.  Kap.)  aufgestellten 
Formeln  mit  Benutzung  der  Beziehungen  17  d)  und  11  e) 
des  §  65. 

6.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  des  Netzes  X' 
(vergl.  §  20  Formeln  21/3),  bei  welcher  der  Punkt  P^  der 
Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  A^C\C^  (Fig.  8a)  umgeschrie- 
benen Kreises  darstellt,  tritt  zu  der  Bedingung  ag...«  — 1 
noch  die  Bedingung: 

19  ft)  f«.  =  fc,  oder  f-  — «0 

hinzu,   d.  h.  die   Gleichung  des    im   Halbierungspunkte    von 
A^C\  errichteten  sphärischen  Perpendikels. 

Man  hat  also  entsprechend  den  Relationen  (Formel  21/)) 
tang f«,  =  fang fc,  =  V^3  —  1  die  Beziehungen: 

19«')  /=    -L,     s^l  und  r-l/3,     a-1. 

^  ys 

6.  b)  Für  die  Archimedeische  Varietät  des  Netzes  X', 
bei  welcher  P^  der  Mittelpunkt  E^  des  dem  Dreiecke  A^C^C^ 
eingeschriebenen  Kreises  ist,  kommt  zu  der  Gleichung  s»l 
noch  die  Bedingung: 

19i/)  ^6,  =  £6,  oder  t  —  s  +  ^^0, 
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<1.  h.  die  Gleichung  des  den  Winhel  A,Vi  Bi  halbierenden 
Hauptkreises  hinzu.  Damit  erhält  man  entaprechend  den 
Beziehungen  fvergl.  Formeln  21/)  des  §  20]: 

/(iHßio  =  ^,  '«»i/Ec^Ksf    P'=2g!  — 45" 
die  Werte: 

i;ii^')  i=  »,  s  =  l;  T=  I,  0  =  1. 

7.  a)  Die  konjugierte  (nicht  konvexe^  Varietüt  des 
Netzes  XII'  [§  22,  Formel  24/3)  und  24(J')]  ist  clnrch  die 
beiden  Gleichungen: 

charakterittiert ,  ans  welchen 

folgt. 

7.  b)  Die  Ärchimedeische  Varietät  dieses  Netzes  XII' 
wird  dnich  die  Gleichungen: 

J  b^...s^2t, 

'■'"''■'  I  i{y2-i)-sy-2  +  \^o 

dargestellt,  von  denen  die  zweite  den  den  Winkel  B^  A^  C, 
halbierenden  Hauptkreis  bedeutet.  Damit  ergiebt  sich  ent- 
sprechend den  Relationen  24}')  in  §  22: 

lOw")  (  =  1/2-1,  ^■=2(l/2-lJ  und  t  =  l/2  +  l,  ö=  ^  ^t^. 

8.  a)  Für  die  Ärchimedeische  Varietät  des  Netzea 
XXI'  tritt  zu  der  Bedingung: 

6,...-;-|-2s-l  =  0, 
die  folgende: 

It'e)         e,'.  =  (:,  oder  2;  +  {1/2-I)n-V2-0, 
d.  h,  die   Gleichung   des   den  Winkel   A^II^C^    halbierendeu 
Hauptkreises  hinzu.     Man   erhält   somit  (vergl.  Formel  51^) 
in  §  Sr.J: 

l-.p')  (=         '        ,  s^     ^/        und  r  =^2^2-1,  <,=  --^%"-^ 
2]/2-l         2l/2~l  )/2 
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8.  b)  Für  diejenige  Varietät  der  Netze  XXI',  deren  Eck- 
punkte die  Punkte  I)  [vergl.  Fig.  17«)  und  Fig.  28]  sind, 
erhält  man,  da  der  Punkt  D^  Schnittpunkt  von: 

19<T)  !  h...-t  +  2s-\=Q, 

\  c^...2t-l==0 

ist  [vergl.  51  y)  in  §  35],  die  Werte: 

19«»')  L_r 

8.  c)  Die  Hauptkreise  rf,  welche  die  Aquatoren  zu  den 
Punkten  D  sind  und  je  einen  Punkt  B  und  C  (z.  B.  By^  und  C,) 
verbinden,  schneiden  jede  Hypotenuse  AC  (z.B.  A^C^  in 
je  einem  Punkte  F  (z.  B.  /\).  Der  Punkt  F^  und  die  ent- 
sprechende Varietät  eines  Netzes  XXI'  bestimmt  sich  aus 
den  Gleichungen: 

19,)  U^,...-/  +  25-l«0, 

I  rfiü...2/  +  5-2-=0  (oder  f6,  =  £6,) 
durch  die  Werte: 

19t')         <  =  i,  6  =  4   oder  r  =  i,   ö  =  f. 

Die  Hauptkreise  d  schneiden  die  Kanten  AB  in  den  Punkten 
Eiß.h),  welche  der  Archimedeischen  Varietät  des  Netzes 
X'  entsprechen.  Der  Punkt  E^  ist  mit  dem  früher  [§  45,  6., 
Fig.  266)]  durch  So  bezeichneten  Punkte  identisch. 

9.  Von  dem  allgemeinsten  gleicheckigen  Netze  dieser 
Ordnung,  dem  Netze  XV',  mögen  endlich  noch  einige  be- 
sondere Varietäten,  welche  schon  bei  früheren  Betrachtungen 
hervorgetreten  sind,  erwähnt  und  durch  die  zugehörigen 
Werte  von  t  und  s  charakterisiert  werden. 

9.  a)  Die  Werte  für  die  konjugierte  Varietät  [vergl. 
§  27  Formel  33t)]  folgen  aus: 

^a.  ==  ^r.  ==  h, 

oder  aus  den  Gleichungen: 
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,-4.-0... 
1/3 

s_Vrf_o... 

^a,  —  *q  [vergl.   19f()  unter  6  a) 

20„) 

dieses  Paragraphen). 

i.  i.: 

'-Ä-"- 

».,-'.,. 

20«') 

"w  -y-' 

und  r-1/3,    »-VT. 

■    9.  b) 

Die  auf  den  Halbieruugekreiaen  der  drei  Winkel 

A„  C„  .8, 

des  Hexakisoktaederdreieckes  liegenden  Punkte  F. 

sind  durch  die  Gleichungen: 

1  f(V'2-l)-sV2+l-0. ...,-«.., 

20^) 

-,.+  -;-o...t>,-f.., 

1  2(  +  g(l/2-l) 

-)/2-0...f.,-,.. 

daigeitellt 

;  der  Verein  dieser 

Gleichungen  liefert  den  Punkt: 

m')\i-^~ 

-1/2           4- 1/2 
3      '  '"       3 

oderr      ^(ä  +  V2)    ,      3(4+»'2) 

d.  h.  den  Mittelpunkt  des  dem  Heiiakisoktaederdreieckes  ein- 
geschriebenen   Kreises    und    damit    die    Arcliimedeieche 
Varietät  der  Netne  XV'  fvergl.  Formel  33«)  in  §  271. 
9.  c)  Die  Bedingung: 

20y)  -*,...2/-l=0 

bestimmt  alle  auf  dem  sphärischen  Perpendikel  B,  D^  dea 
Hauptkreises  c^  liegenden  Punkte  P,;  die  diesen  YarietÄten 
umgeschriebenen  Hexakisoktaeder  sind  die  sog.  parallel- 
kantigen Hexakiaoktaeder  (vergl,  §  ül,  •>.), 

9.  d)  Durch  die  Bedingung  [vergl,  19t}  unter  8c)]: 

20d)  <n...2/  +  s-2-0(oder  «/,,  =  £*.) 

werden  alle  auf  dem  Hauptkreise  d,,,^  11,0^,  also  auf  dem 
Bogen  B,l-\  liegenden  Punkte  Pj  bestimmt.  Wird  als  zweite 
Bedingung  T^ergl.  20jJ)  unter  9b]: 

20<)')  t-s+  ;  =  0  {oder  f,,.  =  £».) 

hinzugefügt,  so  resultiert  der  bestimmte  Punkt  i/^: 
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20  f) 


20d")  t=l   s=|, 

und  damit  eine  ganz  spezielle  Varietät  der  Netze  XV'. 

Die  beiden  Hauptkreise  B^^F^C^  und  C^E^B^^  als  deren 
Schnitt  jener  Punkt  H^  erscheint,  teilen  das  Dreieck  A^B^C^ 
in  vier  Teile.     Aus  deui  Vorhergehenden  folgt  leicht,  dass, 

"        *^ 

„  Dreiecks JKjif, El        „     \''*<^'*> 

r    TT    TP  l  **.>^*4' 


n  V  »  7?  JJ 


77  )>  )?  j;  7?  « 


J?  J?  W  W  )9 

sein  wird. 


N  r  TT  J  ^^»'^  *«» 

7?  77  '^1  ^1  ^1  "  I    c 


<f6. 


10.  Wenn  man  von  dem  Hexakisoktaedernetze  XV  aus- 
geht und  von  dessen  Eckpunkten  A^B^C,  welche  rationalen 
Werten  für  t  und  5  entsprechen,  zunächst  die  Punkte  B 
durch  die  Hauptkreise  c,  die  Punkte  B  und  C  durch  die 
Hauptkreise  d,  die  erhaltenen  Schnittpunkte  B^E^F^.. 
wiederum  mit  den  ursprünglichen  Punkten  und  unter  einander 
verbindet,  so  bedingen  diese  konstruierten  Schnittpunkte, 
welche  bez.  innerhalb  oder  auf  den  Kanten  des  Dreieckes 
A^B^Ü^  liegen,  sämtlich  solche  Varietäten  des  Netzes  XV' 
oder  der  Netze  X',  XII'  und  XXI',  für  welche  die  charak- 
teristischen Werte  t  und  s  rational  sind.  Es  sind  da- 
her für  die  diesen  Netzen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder 
die  Ableitungskoeffizienten  t  und  s  oder  r  und  <T  rational; 
die  Polyeder  entsprechen  also  solchen  Gestalten,  welche  in 
der  Natur  vorkommen. 

Die  durch  die  angegebene  Konstruktion  abgeleiteten 
Netze  sind  ein  sphärisches  Gebilde,  welches  dem  vonMöbius^) 
und  Hamilton^  untersuchten  „ebenen  geometrischen 
Netze"    vollkommen    entspricht.      Denn    ein    solches   Netz 


1)  A.  F.  Mob  in 8,  Der  barycentrische  Calcul,  Leipzig  1827. 

2)  W.    Hamilton,    Elemente    der    Qaatemionen,   deutsch    von 
P.  Glan,  Bd.  I  S.  26  —  39. 
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wird  erhalten,  weun  luaa  von  einem  Vierecke  ausgeht,  durcli 
Verbindung  der  Durcbsclinitte  gegenüberliegender  Seiten 
neue  Punkte  auf  den  Seiten  bestimmt,  diese  wieder  mit  den 
bereits  vorhandenen  verbindet  n.  s.  f.  Ah  das  entsprechende 
Bpbärische  Viereck  ist  hier  das  durch  die  Punkte  f\C^C\C^ 
bestimmte  auzuseheii  (vergl.  auch  Kap.  VI). 


%  68.   Analytische  DnrstMliin^  der  Uauptkreia«  der 

giBieheckigeii  Xetze. 

1.  Die  Gleichungen  der  Bauptkreise  des  allgemciDsteo 
Netzes  XV  und  der  besonderen  gleicheckigen  Netze  dieser 
Gruppe  lassen  sich  mit  Hilfe  der  gegebenen  Formeln  leicbt 
in  rechtwinkligen  Koordinaten  oder  in  den  AbleituiigskoefB- 
zieuteu  /  und  s  erhalten.  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben 
sich  auch  die  bereits  im  Kap.  IV  hervorgehobenen  Lage- 
beziebungen. 

2.  Von  den  Hauptkreisen  eines  Netzes  XV'  gehen  drei- 
mal je  vier  durch  die  Punkte  Ä  und  zweimal  je  zwei  durch 
die  Punkte  B  hindurch  (§  49,  4.). 

a)  Die  Gleichungen  der  zwölf  durch  die  Punkte  A  hin- 
durchgehenden Ilauptkreise  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 
des  durch  1\  hindurchgehenden  und  auf  -1,  /y,  normalen 
Ilauptkreises  [vergl.  Formel  33»;)  in  §  27J: 

21«)  xc"Si„_  -zcosf.,,^() 

oder 

21  ß')  x-«(rtH(/y,,i  =  0 

durch  Vertauschmig  der  Koordinaten   und   Hinzufügung   der 
VorKeichenkombinationeii ,  so  dass: 

I.'CC'Wf,,,  +«C"Sf,.  =  0,  y  Costa,  +  ^COSEa,  =  0, 

^^xcosi„  +io>Sf\,  =0,       +Vcosea,  +  zc<tSf„,=^*^, 
-r  riiSf„^  +  ij  C-^f.,,  ^  0, 

bez.  die    vier    auf    den    Hauptkreiscn    rtj,    a^,    Cj    senkrecht 
stellenden  Haujitkreise  darstellen. 
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Die  Gleichung  des  ersten  Haaptkreises  21  cc)  oder  seiner 
ebenen  Abbildung  lautet,  wenn  ^,  s^  die  Koordinaten  von 
P^;  t^  s  laufende  Koordinaten  bedeuten: 

21y)  sJ-t^s^O. 

Die  zwölf  Ebenen  21/))  sind  parallel  zu  den  Ebenen 
eines  (6 +  8) -eckigen  6. 4 -Flachs  [X],  welches  in  den  Polen 
dieser  Hauptkreise,  den  zwölf  entsprechenden  Eckpunkten 
des  zugeordneten  Polarnetzes,  der  Kugel  umgeschrieben 
ist.  Die  Varietät  des  durch  diese  Pole  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzes  X'  bestimmt  sich  einfach  aus  den  Koordi- 
naten des  BMiA^Bj^  liegenden  Eckpunktes  dieses  Netzes,  d.h. 
des  Poles  von 

21  d)  XCO$€ar  +  ^  COSBa,  ^  0 

oder 

21*')  fe-^i)  (5- 0  +  ^^-0. 

Für  die  Koordinaten  a/j,  y\y  z\  oder  t\^  ^^  dieses  Pols 
erhält  man  [vergl.  IS-Ö-")  in  §  66]: 


21 6) 


21«') 


also  tang^a^tangyo)'' 


x\^rcosea^^ 
e'i  —  rcossa,, 

COSSa, 

cos  Sa, 

1 


woraus  zufolge  i\^ ^   ,. -j-  sich  ergiebt: 


2U") 


t\^h,    s'^»!. 


s 


2.  b)  Die  zwölf  auf  den  Kanten  BC  senkrecht  stehenden 
Hauptkreise  werden  durch  die  Oleichung: 

21g)         XCOSBa^—y  (cos Ba^  +  CO$ea^  +  0COSSa,^O 

oder 

2U')  5-Si-O 

und  die  aus  der  ersteren  durch  Permutation  der  Koeffizienten 
des  x^  y^  z  und  Kombination  der  Vorzeichen  hervorgehenden 
dargestellt.    Die  Varietät  des  Netzes  XXI',  zu  dessen  Be- 

Heii,  Kngelteilang.  21 
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rUhrungs ebenen  die  Ebenen  jener  zwölf  Hauptkreise  parallel 
Bind,  ergiebt  sich  aus  den  Koordinaten  des  auf  ^,  C,  liegen- 
den Eckpunktes  des  zugeordneten  Polametzes,  d.  b.  des 
Poles  von 

21 17)        :ccosfio,  +  ycos*«,+  2(cosia, +  COS£o,)""0 
oder  von 

217,')  (23,-l)(  +  {l-s,)  =  0. 

Die  Koordinaten  dieses  Polen : 

Ia:',  =  r  costa, , 
b',  =  r  (cosfia,  +  cose^, 
ergeben: 

21  d'}      tangc'^  =  lanqaa\  —  k2  — — —^ —  — -= 

'  ^  ■''■''        COSfu, -fCOSfo,        COStt, 

[Tergl.  Formel  33  jj)  in  §  27 J,  oder 


21  d") 


•  [yergL  VJX)  in  67,  *.], 


Da  |<Si<l,  80  ist  7  <f',  <1  und  -|<s'i<l,  d.  h. 
der  Pol  liegt  auf  A^  C^  zwischen  j1,  und  /),  [vergl.  Formel 
19»')  in  §  67,  eb]. 

2.  c)  Die  zwölf  Hauptkreiae  endlich,  welche  auf  den 
Kanten  AC  senkrecht  stehen  und  ebenfalls,  wie  die  eben 
betrachteten,  zu  je  zweien  durch  einen  Funkt  B  gehen,  sind 
durch  die  Gleichung: 

21 1)  X  Costa,  +  y  COSla,  —  ^  (cOSSa,  +  COS  Co.)  —  0 

oder 

21(')  t-ti-0 

und  die  aus  der  ersteren  durch  Permutation  der  Koeffizienten 
des  X,  y,  z  und  Kombination  der  Vorzeichen  resultierenden 
dargestellt. 
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Hier  sind  die  beiden  Fälle  zn  unterscheiden  [vergl. 
§49,  4.  und  Fig.  28],  ob  der  Punkt  P^  innerhalb  des  Drei- 
eckes A^  B^  Dl  oder  des  Dreieckes  B^  B^  C^  liegt. 

Im  ersteren  Falle  liegen  die  Pole  jener  Hauptkreise 
auf  den  Kanten  B  (7;  ihre  Ebenen  sind  parallel  zu  den 
Grenzflächen  eines  Polyeders  [XH],  welches  in  jenen  Polen 
der  Kugel  umgeschrieben  ist.  Der  auf  B^  C^  liegende  Pol 
hat  die  Koordinaten: 

aus  denen 

21x')      fo«^-^'a-y2tew(//J(8)-l/2^^^'-^ 
[vergl.  33 1?)  in  §  27]  und 


21x'0 


^1 


1  ,     h 
2  +  tang»'a     l+h 

2  ^   2^1 
2  +  tangd'^a'^l+ti 


als  die  charakteristischen  Werte  für  das  durch  jene  Pole  be- 
stimmte Netz  Xir  folgen. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  P^  innerhalb  des  Dreieckes 
jB^D^Ci  angenommen  wird,  liegen  die  Pole  der  Hauptkreise 
auf  den  Kanten  ÄCf  aber  zwischen  D  und  C;  ihre  Ebenen 
sind  denen  eines  Polyeders  [XXI]  paralleL  Die  Varietät 
des  durch  diese  Pole  bestimmten  Netzes  XXI'  ergiebt  sich, 
da  der  auf  D^  C^  liegende  Pol  die  Koordinaten: 


21 A) 


besitzt  und 
2U') 


COS€^ 

ist  [vergl.  33 1})  in  §  27]  durch  die  charakteristischen  Werte 
bestimmt: 

21* 


2U") 
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1-^1  ,        t\+l  1 

"l  +  Zi'     *'°      2      °l  +  'i' 

Im  Übergangsfall,  wean  der  Punkt  Pj  auf  dem  Haaptr 
kreisbogen  Ii,Dj  liegt,  geben  die  Formeln  21x")  nud  21A") 
für  'i-=-Y  übereinstimmeDd: 

21c)  Ia-I! 

d.  h.  die  das  Hexaedernetz  cliarakterisi  er  enden  Werte. 

3.  Die  Hauptkreige  der  Netze  S',  XU'  und  SXI',  so- 
wie aach  der  Netze  XIX',  VI  und  IV,  ergeben  sich  ala  be- 
sondere Fälle  der  Hauptkreise  deB  Netzes  XV',  wie  bereits 
in  §  49,  5.  bis  9.  hervorgehoben  wurde.  Die  Gleichungen 
dieser  Hauptkreiae,  sowie  die  Beziehungen  zwischen  den 
Werten  t\,  s',  und  t^,  s^  folgen  unmittelbar  aus  den  unter 
S.  dieses  Paragraphen  aufgestellten  Formeln,  wenn  die  beson- 
deren Werte  ffir  (,,  s,,  welche  jene  Netze  charakterisieren 
[vergl.  18^)  in  §  66],  eingeführt  werden. 


§  69.  Analytische  Darstellang  der  den  festen  gleich- 
flächigen   Netzen    der    Hexakistetraedergrnppe    za- 
geordneten  gleieheckigen  Netze. 
1.    Bei  den  vier  festen  gleichSäcbigen  Netzen  Xc),  IX, 
XIXo)  und  III  (vergl.  §  50,  i.)  der   Hexakistetraedergruppe 
treten  als  Hauptkreise  die  ganz  oder  teilweise  ausgezogenen 
Hauptkreise  i,  ...ig  auf,  während   die  Eckpunkte  nur  durch 
die  Punkte  Ä  und  C  gebildet  werden.     Die  Punkte   C  zer- 
fallen in  zwei   Gruppen   von  je  vier,  welche  die  Eckpunkte 
zweier    konjugierten   Tetraeder   darstellen  und   deren   recht- 
winklige Koordinaten     [vergl.  Formel  lOy')  in  §  63]  bez.  den 
vier   positiven   oder   den   vier  negativen   Kombinationen  der 

Vorzeichen  von   -       entsprechen.     In   der  Abbildung  fallen 
diese    beiden    Gruppen   zusammen    [vergl.  Formel    ISd)    in 
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2.  Was  die  Eckpunkte  der  diesen  vier  Netzen  zuge- 
ordneten gleicheckigen  Netze  X",  IX',  XIX"  und  III 
(vergl.  §  50,  8.)  anlangt,  so  sind  die  Koordinaten  dieser  He- 
migonieen  bereits  im  §  64,  4b)  und  im  §  65,  3.  bis  5.  an- 
gegeben worden. 

Von  den  Hauptkreisen  dieser  gleicbeckigen  Netze 
möge  es  genügen,  diejenigen  des  allgemeinsten  Netzes  X" 
dieser  Gruppe  (vergl.  §  50,  4.)  analytisch  darzustellen. 

a)  Die  erste  Gruppe  von  zwölf  Hauptkreisen,  welche 
normal  zu  einer  Kante  AC  z\x  je  zweien  durch  einen  Punkt 
B  hindurchgehen  [z.  B.  P^P^,  P^P^  in  Fig.  8/J)]  ist  durch 
die  Gleichungen  21 1)  in  §  68,  Sc)  dargestellt,  wobei  die 
dort  angegebenen  beiden  Fälle  zu  unterscheiden  sind. 

b)  Die  zweite  Gruppe  von  zwölf  auf  je  einer  Kante 
AC  normal  stehenden  Hauptkreisen  [z.  ß.  Pi-Pg,  P^  P^  ^^ 
Fig.  8/3)]  wird  durch  die  Gleichung: 

22  a)  XCOS€a,''yCOS€a^  +  IS:{cOS£a^  —  COS£a.)'^0 

oder 

22a')  f(l-25i)  + 2^15-^1  =  0 

und  die  aus  der  erstehen  durch  Permutation  der  Koeffizienten 
und  Kombination  der  Vorzeichen  entstehenden  dargestellt. 

Die  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  zu  den  Grenzflächen 
eines  Polyeders  [XII]  parallel;  die  Varietät  des  entspre- 
chenden Netzes  XII'  folgt  aus  den  Koordinaten  des  auf  B^C^ 
liegenden  Poles: 

als  durch  die  Werte: 

22/JO      ^'i-3^^-2\-f  l'    ^^""3^,-2^1  +  1 
bestimmt. 

c)  Die  dritte  Gruppe  von  je  zwölf  Hauptkreisen,  welche 
auf  den  Kanten  BC  senkrecht  stehen^  ist  durch  die  Glei- 
chungen 21{;)  bis  21'^)  des  vorigen  Paragraphen  unter  2  b) 
dargestellt. 
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3.  Es  empfiehlt  aich,  hier  die  Lage  eines  Pnnktea  P 
(z.  B.  P,)  durch  die  Abstünde  t^^,  Ec,,  *r,  Ton  den  drei  Eck- 
punkten dea  Hexakistetraederdreieckea  Ä^  C,  C\  zu  bestimmen 
[vergl.  Formel  22)  in  §  20J.  Entsprechend  der  Entstehung 
des  dem  Netze  X"  eingeschriebenen  Polyeders  [X"]  durch 
gerade  und  gleiebmasaige  Abstumpfung  der  Ecken  und 
Kanten  eines  regulären  Tetraeders  [lU]  setze  man  [vergL 
\-,r)  in  8  136]: 


22,) 


(!.,-•■ 


n 


1/2 


-«„./—- 


'o"=  s  f^j 


t 


t 


1 


•  (in. 


Vi  2s-l  1/3 
wobei  Ci  die  Eckenaxe  dea  regulären  Tetraeders,  fii"  da« 
Ma»ss  für  die  Abstumpfung  dieser  Eckenaxe,  f'  das  Maass 
fiir  die  Abstumpfung  der  Eaatenaxe  des  Tetraeders  angiebt. 
Zwischen  diesen  Äbleitungskoeffizienten  (l",  5(11  ynj 
desjenigen  t  und  5  bestehen  die  Beziehtingen: 

22i!)  ( 

oder  umgekehrt: 
22ä') 


-1 


-3{2s-l) 


'~3siu' 


3sm+l 
"     6s"i 

Mit  Hilfe  derselben  erhält  man  für  die  gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  und  für  die  denselben  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  die  charakteristischen  Werte  [vergl. 
191),  19>.)  und  19ij)  in  §  67]: 


22«) 


E  von  XV'):  )M,  jM, 

e  von  XXr):  ("1-1,  sl", 

+  1 


Netz  X"  (als  Hemigoni 
Netz  IX'  (als  Hemigoni 

Netz  XIX"  (als  Hemigonie  von  Xll');  (l'l  = 

oder  s"' = 5 > 

Netz  111  (als  Hemigonie  von  VI):  i"l-l,  s"'-!. 
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FQr  die  diesen  Netzen  umgeschriebenen  gleichflä- 
chigen Polyeder  werden  die  Ableitungskoeffizienten: 

Die  Eckpunkte  iind  Hauptkreise  der  vier  gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  können  hiemach  auch  einfach  durch 
diese  Grössen  t^^'^y  5^^^  analytisch  dargestellt  und  die  Ab- 
bildung in  der  Ebene  der  t^^'^,  s^^^  erhalten  werden. 


$  70.  Yeränderliches  Pentagonikositetraedemetz  XXTI 
und  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  XXVI'. 

1.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXVI,  d.  h.  eines 
(6 +  8 +  24) -eckigen  24- Flachs  (vergl.  §  42  und  §  51)  sind 
eine  Kombination  der  Eckpunkte  -4,  C  und  der  24  Eck- 
punkte P^P^,,,  (^ig-  24 /J)  eines  Netzes  XV',  welche  eine 
gyroidische  Hemigonie  desselben  bilden  und  bereits  in  §  63, 
10a'),  lOy')  und  in  §  64,  4c)  analytisch  dargestellt  wurden 
[vergl.  auch  18y),  18d)  in  §  66  und  19©),  19]))  in  §  67], 

2.  a)  Von  den  Kanten  eines  Netzes  XXVI  gehen  (vergl. 

§  51,  2.)  zweimal  zwölf,  z.  B.  Pg-^i,  A^e  ^^^  A-^u  -^i  ^sj 
zu  je  zweien  auf  einander  senkrecht  durch  einen  der  sechs 
Punkte  A  und  A',  Die  Varietät  des  gleicheckigen  Netzes  X', 
dessen  Eckpunkte  die  Pole  jener  zwölf»  Hauptkreise  sind, 
ergiebt  sich  aus 

23 a)  X  COSSa,  +  ZCOSBa^=^0 

oder 

23a')  ^(25i-^i-l)  +  5(l-5i)«0 

durch  die  Werte: 

23/J)  tw^?fzh,    5^(1) «1 

1  —  fj 

bestimmt. 

2.  b)  Femer  gehen  24  Kanten  (z.  B.  Pg  Q)  zu  dreien  durch 

je  einen  der  acht  Punkte  C  und   C  hindurch;   die  Ebenen 

derselben  sind  zu  den  Grenzflächen   der  gyroidischen  Hemi- 

edrie    eines    parallelkantigen    Hexakisoktaeders   parallel. 
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Für  die  Varietät  des  durch  die  Pole  dieser  Hauptkreise   be- 
stimmten gleicheckigen  Ketzes  XXVI'  folgen  aus: 

(a;  (co5  tfl, — cos  Ea,) + y  (cos  f a,— cos  £j  J + ^  (cosfa,— cos  f m)  =  0 
oder  aus 
f(2si-i.-l)  +  s(3(,-3s,+  l)  +  (2s,-(i-l)  =  0 
die  Beziehungen! 

[vei^l.  20y)  in  §  67]. 

2.  c)  Was  endlich  die  zwölf  Kanten  anlangt,  welche  {wie 
FiPij)  durch  je  einen  Punkt  iJ  oder  B'  hindurchgehen,  so 
sind  hier  wiederum  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  ob 
der  Punkt  P,  innerhalb  des  Dreieckes  A,  li,  iJ,  oder  des 
Dreieckes  B^  C,  D,  liegt. 

Im  erateren  Falle  entsprechen  die  auf  den  Kanten  A,  C, 
liegenden  Pole  jener  Hauptkreise  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  IX',  fUr  welches  die  charakteristischen  Werte: 

23*)      s,'"-^"^^'"*"'.    <.t^'^2s,w-l°      ^^~^'_ 
•'        '         2(,-3s,+2       '  '  2f,-3s,  +  3 

aus: 

IXCOSe^  +  y  COSBa,  +  H  (cOSEa,  —  COSfoJ  =  0 
oder 
/(2/i-l)  +  (l-s,)  =  0 
folgen. 

Im  zweiten  Falle  entsprechen  die  Pole  jener  zw51f 
Hauptkreise,  indem  sie  auf  den  Kanten  BC  liegen,  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  XIX",  für  welches  aus: 

IX  COSB^^  +  y  (eOSf a,  —  COSfo.)  +  B  COSda,  =  0 
oder 
s(2(,-l)  +  (Si-2(,)  =  0 
sich  die  Werte: 

2^^)      *i    -^2(,-3s,  +  2'     "'     --'=     -2^-3s,  +  2 
ergeben. 

Im  Übergangsfalle,  in  welchem  der  Punkt  Pj  auf  B,  Z>, 
liegt,  ergeben  die  Formeln  23*)   und  239-)  für   ij— -j  über- 
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einstimmend  t^^^^ « -|-,  5/^^  =  -|,  d.  h.  die  das  reguläre  Tetra- 
edemetz  charakterisierenden  Werte. 

3.  Die.  Eckpunkte  $i,  ^j-..  (Fig.  24 /J)  des  dem  Netze 
XXVI  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XXVI'  (§  42  und 
§  51)  bilden  die  gyroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XV'. 
Die  St  einer  sehe  Verwandtschaft,  welche  zwischen  je  einem 
Punkte  P^  und  ^^  besteht,  lässt  sich^  wenn  die  Koordinaten 
des  Punktes  ^^  durch  die  accentuierten  Grossen  e'a^,  «'c,  ^b^ 
oder  d'^ai,  ^'e,^  ^\,  oder  «'a,,  «'a,,  «'a,  ausgedrückt  und  in  der 
Abbildung  durch  t\^  ^^  dargestellt  werden^  durch  folgende 
Relationen  charakterisieren. 

Aus  den  Gleichungen  63  <y)  des  §  42: 

24)      ^,  +  ^'^-=45^,  ^c  +  ^'c  =  60^  ^,  +  ^',«90^ 
erhält  man  die  drei  Relationen: 

24cc)     cosscu,  {coss\  —  cose^a^  +  cossot  {cosBa^  +  cose^a,)  =  0, 

24/J)      COSSa,  {cOSb^a,  —  COSB^a^  +  COSSa^  {C0Sb\  —  COSB^a,) 

+  COSBa,  {cOSb\  —  COSB^a,)  =  0, 
24  y)      (cos  Ba^  —  cos  Ba^  (cOS  b\^  —  COS  B^aJ  "  2  COS  Ba,  COS  «'«,  "=  0* 

oder: 

24a')     is,  - 1,)  (1  -  2s',  + 1\)  +  (1  -  «0  (1  - 1\)  »  0, 

24^0    t,  {2t\  -  s-J  +  (s,  - 1,)  (1  -  s-i  - 1\) 

+  (1  -  s,)  (2«',  - 1\  - 1)  -  0, 

24y')    (2t,  -  s,)  {2t\  _  s',)  -  2  (1  -  s,)  (1  - s',)  -  0. 

Je  zwei  dieser  drei  Relationen  24«),  24/J),  24y)  oder 
24a'),  24/J'),  24 y'),  welche  durch  Vertauschung  der  darin 
auftretenden  accentuierten  und  nicht  accentuierten  Grössen 
ungeändert  bleiben,  charakterisieren  die  Stein  ersehe  Ver- 
wandtschaft und  gestatten,  die  Werte  ^i,  5^  oder  t\^  s\^  d.  h. 
die  Koordinaten  zweier  konjugierten  Pole  vermittelst  Auf- 
lösung der  linearen  Gleichungen  die  einen  durch  die  anderen 
auszudrücken. 

Setzt  man  in  den  drei  Gleichungen  24 cc'),  24/J'),  24/) 

24(J)  t^^t\^t,  Si-=s'i-5,   . 

so  stellen  die  drei  Gleichungen  bekanntlich  die  drei  Linien- 
paare dar,  welche  durch  die  vier  Basispunkte  der  Verwandt- 
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Schaft  (die  Gnindpunkte  des  Eegelschnittbüscliels)  hindarch- 
gelien.  Diesen  drei  LiuieQpaaren  eutsprechen  auf  der  Kogel 
die  drei  Paare  von  Hauptlireisen,  welche  dutxjb  .die  Mittel- 
punkte r,,  Tj,  T^,  T^  der  vier  Kreise  gellen,  welche  bez.  dem 
Dreiecke  A^  6,  fi,  (dem  Diagoualdreiecke)  und  den  drei 
Nebendreiecken  desselben,  nämlich  A\C^lij,  A^C\B,  und 
A,  C\  B\  eingeschrieben  sind.  Die  drei  Paare  von  Haupt- 
kreisen sind  also  die  Hauptkreise,  welche  die  Winkel  des 
Dreieckes  ^1,  C,  ü,  und  dessen  Nebenwinkel  halbieren. 

Man    erhalt   als    Gleichungen   dieser   Linieupaare   (oder 
Hauptkreispaare): 

24.)  (■-4fs-f2»'-)-2(-l-0, 

240  3l'-3s>-2(-t-4s-l-0, 

24,)  41'-4(s-s'-f4s-2-0, 

d.h.: 

[  J',J',...(l/2-l)(-s/2-l-l-0  [vergl.  20/!)  in  §  67] 
24«')      {  oder  -(1/2- l)a:-fy-0, 

{V2  +  l)t-sT/2-l-0  oder  x+x/VJ-Vj-O 


24  SO 


T,T,. 
■  1,1,- 


...(-s-F-i-0  [vergl.  20^)]  oder  -2x  +  y  +  8  —  Q-^ 
-0  oder  —y  +  z^O  (Hauptkreis  6J; 

yi-  0  [vergl.  20|S)]  oder 


24,') 


.i-l-s-1 

.2<-|-(>'2-l) 

x  +  yV2-i-(i, 
.21- (1/2  + 1) s •^  /2- 0  oder 


und  als  Koordinaten  der  vier  Basi 
3-1/2 


_4-l/2 
3 

3  +  1/2 

3 

_4  +  l/2 
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aus  welchen  Ausdrücken  sich  leicht  die  Werte  für  cossa^y 
cossa^,  cos£an  Und  damit  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der 
Basispunkte  auf  der  Kugel  ergeben. 

4.  Was  die  Kanten  des  gleicheckigen  Netzes  XXVF 
anlangt  (vergl.  §  51,  3.),  so  bilden  dieselben  zwei  Gruppea 
von  je  24  Hauptkreisen,  welche  bez.  die  rugulären  Vierecke 
und  regulären  Dreiecke  des  Netzes  einschliessen  und  deren 
Ebenen  zu  den  Grenzflächen  zweier  Polyeder  [XXVI]  parallel 
sind,  und  femer  eine  dritte  Gruppe  von  zwölf  Hauptkreisen^ 
welche  durch  die  Punkte  B  und  B*  hindurchgehen. 

Es  möge  genügen,  die  Gleichung  eines  Hauptkreises 
aus  jeder  Gruppe  anzugeben;  mit  Benutzung  des  mehrfach 
angewendeten  Verfahrens  wird  man  hieraus  die  charakteristi- 
schen Relationen  für  die  durch  die  Pole  jener  Hauptkreise 
bestimmten  gleicheckigen  Netze  herleiten. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  ^ßi^ßa)  hat 
die  Gleichung: 

24 1)       X  cos  B^a,  {cos  £'a,  —  COS  e^a^)—y  cos  a'fl,  {cos  B*at  +  cos  «'aj 

+  0  {cOS^e'a,  +  COS^ta^  =  0, 

ein  Hauptkreis  der  zweiten  Gruppe  (z.  B.  5ßi?Pio)i 

24  x)       X  (cos  S^a^  cos  e'a,  —  COS^  f'aj  +  Jf  (cOS  «'«,  COS  6*a^  —  COS^  «'aj 

+  JE?  (coss^a,  cosb\  —  cos^e\)  =-  0, 

und  endlich  ein  Hauptkreis  der  dritten  Gruppe  (z.  B.  ^ß^  ^ß^g) 
wird  durch  die  Gleich img: 

24  A)         XCOSS^a^  —  y  (cOSf'a,  —  cos  6^ ad  ""  ^  COSB^a,  ="  0 

[vergl.  23  g)  dieses  Paragraphen]  dargestellt. 

5.  Die  Anwendung  der  im  Vorstehenden  entwickelten 
Beziehungen  auf  die  einem  Netze  XXVI'  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder,  wobei  für  die  letzteren  die  reziproken 
Werte  der  Ableitungskoeffizienten  t  und  $  einzuführen  sind^ 
bietet  keine  Schwierigkeit. 
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§  71.   Dlaklsdodekaedernetz  XXIII  oebst  deu  za- 
geordneten  gleicheokigen  Netzen  XXIIl'. 

1.  Das  Diakisdodekaederuetz  XXIII  (§  38  und  §  52)  j 
ist  eiti  einfacli  yeränderliches  Netz,  dessen  Eckpunkte  eine  I 
Kombination  der  Eckpunkte  A,  C  und  L  [Fig.  '-Hß)]  sind.  1 
Die  zwölf  Punkte  L  entsprecbeu  den  Eckpunkten  einea  ' 
Netzes  XXIX'  und  bilden  die  gegenpunktige  Hemigooie 
eines  Xetzes  XII'  (vergl.  §  6ö,  2.),  wobei  z.  B.  der  Punkt  Z, 
durch  die  Gleichungen: 


26a)  !/■=/ si«iu,  =  ao(l  — (,), 

dai^estellt  ist. 

2.  Die  zwölf  beweglichen  Hauptkreise  (z.  B.  C(  Z^), 
welche  ausser  den  drei  festen  Hauptkreisen  a  die  Kauten 
des  Netzes  XXIII  (§  52,  3.)  bilden,  haben  zu  Polen  und 
Gegenpoleu  die  gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  XV, 
dessen  Eckpunkte  auf  den  Hauptkreisen  c  liegen.  Ein  solcher 
Hauptkreis,  z.  B.  C^L^,  hat  die  Gleicbut^: 

25/3)       X  {cos  Ca,  —  sin£a,)  —  y  cose^,  +zsinea,  —0, 
aus    welcher,    wenn   0  <iiangf^^<.-^    (oder   1>/|>^)    an- 
genommen  wird,  die  Varietät  jenes  Netzes  XV"   als    durch 
die  Werte: 

25y)  ,„_3f,-l 

l  ^'    ~     2f, 

bestimmt  sich  ergiebt.  Für  (,  —-j-  (d.  h,  wenn  die  Punkte  L 
der  Ärchimedeiachen  Varietät  des  Netzes  XII'  entsprechen) 
folgt: 

251-')  //"-i,    V"-  'l- 

[vergl.  §  67,  8b)]. 

3.  Die  Eckpunkte  P,,  P„  P.,,  I\...  (Fig.  21/5)  der  dem 
Netze  XXIII  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  XXIII'  bilden 
die  bereits  früher  (§  .öS,  2.  und  §  64,  4a)  genauer  bestimmte 
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gegenpunktige  Hemigonie  eines  Netzes  XV '^  deren  Eckpunkte 
auf  den  Hauptkreisen  Cj^L^..,  des  Symmetrienetzes  XXIII 
liegen.  Wird  der  Punkt  P^  durch  die  Grössen  f'at,  -ö*'«»  oder 
^«i?  *'a«i  *'«•  ^^^  ^  ^®^  Abbildung  durch  t\,  s'^  bestimmt, 
80  findet  [vergl.  §  38,  Formel  55£)]  die  Beziehung  statt: 

oe*x       ^  COSd'^a.  —  COtgS^a,        COS B^-- COS B^^        COSb\^ 

'^  "^     '       Sin^\^  —  COtgB\^       COSBa^  —  COSBa,       coss't^ 

[vergL  §  67,  19 y)],  oder: 

Diese  Beziehung  drückt  die  Bedingung  aus,  dass  der 
Punkt  t\ ,  s'i  auf  der  Geraden  Lg  Cj  (dem  Bilde  des  Haupt- 
kreises L^Ci)  liege,  welche  durch  die  Gleichung: 

256)  ^(3^i-l)-s  +  (l-^i)«0 

dargestellt  wird. 

Der  Punkt  S^  (Fig.  21  y)  (der  Schnittpunkt  des  Haupt- 
kreises ig  C,  mit  Ä^  Ä2)  bildet  mit  2,  (wenn  Ä^^  2^  —  f«,  ist) 
zwei  konjugierte  Punkte  eines  involutorischen  Systems,  da 
für  Ä^S^^B^a,  die  Beziehung  [55  g)  in  §  38]: 

25  g)  tang  Ba,  +  tang  «"a,  —  1 , 

oder 

'  ^^^')     ^"» "  3^  ^'  ^'^*"- "  ^Y^ 

stattfindet;  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  folgen  aus: 

25i?)  3^* -2^-0, 

als  die  Punkte: 


25d)  A 


8 


1  ■"".  I  ;:7. 


4.  Von  den  Hauptkreisen  eines  gleicheckigen  Netzes 
XXIII'  gehen  zwei  Gruppen  von  je  sechs  (z.  B.  P^  Pg  und 
Pj  P4)  durch  die  Punkte  A  hindurch;  die  Pole  dieser  Haupt- 
kreise sind  die  Eckpunkte  zweier  Netze  XXIX'.  Die  erste 
Gruppe  dieser  Pole  bildet  die  Hemigonie  eines  Netzes  XH', 
für  welches  [vergl.  §  68,  2a),  Formel  21«)]: 
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ist;    die  zweite   Gruppe   der   Pole    ist   die    Hemigoüie    eines 
Netzes  XII',  für  welches: 

•2bx)  V*' '-^-—,    V"=l 

ist. 

Die  übrigen  zwölf  Hauptkreise,  welch«  die  Kanten  der 
regulären  Dreiecke  biideu  ^z.  B.  P,  P,^  normal  zu  C,  L^) 
entsprechen  den  Hauptkreisen  2ix)  defi  §  70,  indem  z.  B. 
der  Hauptkreis  P^  P,o  durch  die  Gleichung: 


25  A) 


Ix  (cöst'a, coss'a,  —  cos£'\)-hff(cost'„,  CÖSS'„,  ~  «w«'-,,) 


I  +  r  (cdsi'fl,  fost\  —  cost'-a.)  = 

dargestellt  ist 

5.  Das  symmetrische  Pentagondodekaedernetz 
5SIX  (§  4Ö  und  §  5l>,  Fig,  27)  entsteht  einfach  aus  dem 
Netze  XXUI  durch  Vereinigung  je  zweier  längs  einer  Saute 
A^L^...  ZLisammenstossenden  Vierecke,  so  dass  diese  Kanten 
und  die  Eckpunkte  A  in  dem  Netze  XXIX  nicht  mehr  auf- 
treten. 

Die  Eckpunkte  2, . . .  des  dem  Netze  XXIX  zugeordneten 
gleicheckigeu  Netzes  XXIX'  stimmen  mit  den  Punkten  iSj... 
(vergl,  unter  3.  dieses  Paragraphen)  überein,  sodass  je  zwei 
Punkte  L,  und  2,  konjugierte  Pole  desjenigen  involutoriechen 
Systems  auf  dem  Hauptkreise  .4,  A^  bilden,  dessen  Doppel- 
punkte die  Punkte  A,  und  ^^  sind. 

Die  beiden  Gruppen  von  je  sechs  Hauptkreiseu  des 
Netzes  XXIll'  (vergl,  unter  i.  dieses  Paragraphen)  fallen  bei 
dem  Netze  XXIX'  in  die  drei  Hauptk reise  a  zusammen, 
während  die  zwölf  Hauptkreise,  welche  die  Kanten  der  re- 
gulären Dreiecke  bilden,  in  beiden  Netzen  dieselben  sind. 

Das  Netz  XXIX'  stellt  l^vergl.  g  45)  einen  besonderen 
Fall  des  Netzes  XXVIH'  (vergl.  den  folgenden  Paragra- 
phen) dar. 


I 
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§  72.  Tetraedrisches  Pentagondodekaedemeiz 
XXYIII  nebst  dem  zugeordneten  gleieheckigen 

Netze  XXVIII'. 

1.  Das  zweifach  veränderliche  Netz  XXVIII  (§  44  und 
§  53)  hat  zu  Eckpunkten  die  Punkte  C  zweier  konjugierten 
regulären  Tetraedemetze  und  die  zwölf  Eckpunkte  Pj,  P7, 
Pij,  Pjö . . .  (Fig.  26/3),  welche  eine  Tetartogonie  eines 
Netzes  XV'  darstellen  [vergl.  §  64,  3.  unter  10g)]. 

2.  a)  Die  sechs  Hauptkreise  (z.  B.  P3P7),  von  denen 
je  einer  durch  einen  Punkt  A  oder  Ä  hindurchgeht,  haben 
zu  Polen  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXIX',  dessen  Varietät 
sich  aus: 

26«)  X  cos  Bat  +  e  COSBa,  =  0 

oder: 

26a')  <(2Si-<i-l)  +  s(l-s,)-0 

durch  die  Werte: 

26/3)  t^W^hZÄ,    s/*>  =  l 

bestimmt,  d.  h.  sich  als  Hemigtmie  des  Netzes  X'  in  §  70 
[23  a),  23/*)]  ergiebt. 

2.  b)  Die  beiden  Gruppen  von  je  zwölf  Hauptkreisen 
(vergl.  §  53,  2.),  die  zu  je  dreien  durch  die  vier  Eckpunkte 
der  beiden  konjugierten  regulären  Tetraedemetze  hindurch- 
gehen (z.  B.  C1P3  und  C2P7),  haben  zu  Polen  die  auf  den 
Hauptkreisen  c  liegenden  Eckpunkte  zweier  Netze  XXVIII', 
welche  Tetartogonieen  von  zwei  Netzen  XV'  darstellen. 
Die  charakteristischen  Relationen  für  diese  letzteren  Netze 
folgen  wiederum  einfach  aus  den  Gleichungen  der  Haupt- 
kreise jener  beiden  Gruppen. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  C^  P3)  hat 
die  Gleichung: 

26y)  x(cO$Ba—C0S£ad  —yicOSSa.  +  COSSa,) +  e{C0S€a^+  COS€a,)  —0; 

ein  Hauptkreis  der  zweiten  Gruppe  (z.  B.  C^  P^)  wird  durch 
die  Gleichung:  ' 
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26 fi)  x(cosfa,—  cosea,)  —  !/{cose„_—cosiaJ-^s{costa,  —  i!OSt^)''0 
dargestellt. 

Damit  erhält  man  für  die  beiden  VarietateD   der  Netz« 
XV'  oder  ihrer  Tetartogonieen  die  Beziehungen; 

und 

3f,-l 


26(J')  i,'^'-^ 


2((.  +  s,+l) 

Die  letztere  Varietät  stimmt  mit  der  in  §  70,  25y), 
23iJ),  erhaltenen  Uberein. 

3.  Die  Eckpunkte  5ß,,  f^,  ^,o,  $,^...  (Fig. 26/3)  des  dem 
Netze  XXVIII  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  XXVIII' 
bilden  die  Tetartogonie  eines  Netzes  XV',  welches  durch 
die  Werte  *'„,,  &'a^,  e'c_,  ^'f,,  f'^,,  &\,  und  in  der  Abbildung 
durch  die  Werte  l\,  s\  charakterisiert  sei. 

Die  Steinersche  Verwandtschaft,  welche  zwischen  je 
einem  Punkte  P,  und  Iß,  besteht,  wird  durch  folgende  Be- 
ziehungen dargestellt,  welche  sich  aus  den  Formeln  659) 
des  §  44:  *a  +  *'„  — 0,  #..  +  *'c,  — 0,  #c  +  *'c  — 0,  ergeben: 

27a)       COSla,  COSi'a,  +  CÖSla,  COSt'a,  =  0, 

27 ß)     cosEo,  (cosi'g,  —  cose'a)  +  Costa,  {cost'a,  —  cose'o,) 

+  COSfa,  {cOSs'a,  —  COSt'a,)  =  0, 

27  y)     COS  Sa,  {cos  i'a,  —  cose'a,  )  +  cosea,  (cos  t'a,  +  cos  i'a,) 

+  cos  f a.  {cos  t'a,  +  COS  t'oj  =  0, 

oder: 

27«')  (5,-(,)(l-s',)  +  (l-5,)(s',-f',)-0, 

27^')  {3(,-3s,+l)((',+s',-l)-|-((,+s,-l)(3('i-3s',+l)=0, 

27}-')  (3i,-s,-l)(i',-s',  +  l)+((.-Si+l){3i',-s',-l)  =  0. 

Aus  je  zweien  dieser  Formeln  27«')  bis  27}^)  lassen  sich 
die  Koordinaten  f,,  s,  oder  t\,  s*,  zweier  konjugierten  Pole 
durch  Auflösung  der   linearen  Gleichungen  die  einen  durch 
die  anderen  ausdrücken. 
Für 
27<J)  t^-^t'^^t,    s^^^.^s 
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stellen  die  drei  Gleichungen  die  drei  Linienpaare  dar,  welche 
durch  die  vier  Basispunkte  5^,  A^^  B^,  B^  (Fig.  26  d)  der  Ver- 
wandtschaft hindurchgehen,  deren  Hauptpunkte  die  Punkte 
-^n  ^11  ^i  sind.  Die  Gleichungen  dieser  drei  LinienpaarC; 
welchen  auf  der  Eugel  die  Hauptkreise  entsprechen,  welche 
die  Innen-  und  Aussen winkel  des  Diagonaldreieckes  Ä^  C^  C^ 
halbieren,  sind: 


27  f) 
27  g) 
27^) 
d.  h.: 

276') 
270 

27  V) 


So -4^  ...flg...    t—   $==0  oder  y  =  0,  , 
B^B^,..a^,.,   5— 1=0      „     a;«0; 
i  Cii?^...rf^...3/-- 35+1  =  0  oder2a;-y  — ^  — 0, 
1  C^A^...h^..,    ^+   .s--l  =  0     „  —  y  +  ;ef  =  0; 

I  C^Bi,..J,j.,.3t—    5  — 1  =  0  oder  2a?  +  y  — ;e«0, 
\C^B^...K...    t-   5  +  1  =  0     „  y  +  z^O, 


Die  Koordinaten   der  Basispunkte  S^^  A^,  B^^  B^  sind: 


27^) 


^=^ 


Vb 


s„^ 


5=1,    oder    y  =  0, 


f  =  0, 


X^}\ 


2r 

1/5 


Lg  ^   5  =  1,  oder    j/==0, 

^  =  0, 


t-^. 


^  =  0, 


J5s,< 


-L  V  =  — =» 

^'    oder   '       y2 


*  '^  — '.=  } 


a:  =  0. 


5  =  00 


r 


-ß* 


V/2 


y« p=) 

oder  V^ 

r 
V2 


•  4.  Von  den  Kanten  eines  gleicheckigen  Netzes  XXVHI' 
gehen  sechs  (z.  B.  ?Pi  ^5)  durch  die  Punkte  A  und  -4'  hin- 
durch; die  Pole  dieser  Hauptkreise  entsprechen  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  XXIX',  dessen  Varietät  [vergl.  §  70, 
23(5)  und  §  71,  26(3)J  sich  aus: 

Hess,  Ktig«Uciluiig.  22 


1 
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beetimmt 

Die  Hauptkreise  der  beiden  Gruppen  von  je  zwölf, 
welche  die  Kanten  der  beiden  Gruppen  von  regulnren  Drei- 
ecken mit  den  Mittelpaukten  C  bilden,  haben  zu  Polen  die 
Eckpunkte  zweier  Netze  XXVlll',  deren  Varietäten  sieb  aue 
den  Gleichungen  dieser  Hauptkreise  leicht  bestimmen  lassen. 

Ein  Hauptkreis  der  ersten  Orupi»  (z,  B,  ¥,$io)  hat 
die  Gleichung: 

-\-  X  {cose'a^  rwÄ*"«,  —  co^e'^  =0 
[vergl.  Formel  24x)  in  §  70J;  ein  Hauptlireis  der  zweitea 
Gruppe  (z.  B.  $,  $,,)  wird  durch  die  Gleichung:  J 

-  s  {res  t'„,  c«f  £\  -  Cfls*f'aJ  =  0     ' 
dargestellt. 

5.  Ein  Netz  XXVnr  kann  ("vergl.  §  l>4,  3-  und  O  so- 
wohl als  die  Remigouie  eines  Netzes  XXIII',  als  eines  Netzes 
XXVI',  als  auch  eines  Netzes  X"  erbalten  werden.  Bei  der 
analytischen  Darstellung  dieser  letzteren  Beziehung  wird 
man  sich  mit  Vorteil  auch  der  in  §  69,  3.  eingeführten  Ab- 
leituncskoefdzienten  /'",  s'"  bedienen. 


%  73.    Die  Netze  XVII  eiue^  rhombisclien  uad  die 
Netze  XIV  eines  tetragoualeu  Sphenoids. 

1.  Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  mögen  auch  noch 
die  wichtigsten  Belatiouen  fQr  die  Netze  XVII  und  XIV, 
welche  (vergl.  g  50,  S.J  bez.  Hemigonieen  der  Netze  IV" 
und  IV  darstellen  und  bereits  andererseits  als  Grenzfälle 
der  hauptaxiiien  Trapezoid-  und  Deltüidnetze  erwähnt 
wurdeu  ivergl.  §  i^^J^,  angegeben  werden. 

'2.  Die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  vier  Eckpunkte, 
z.B.  i',,  1'..  l'\.  l'\  eines  Netzes  XVII  entsprechen  den 
vier  i'Ojitiveu  Vürzeiclienkombiuatioiiea  derselben  Pe."mutation 


§  73.  Die  Netze  XVII  eines  rhombischen  u.  die  Netze  XIV  etc.    339 

(^i>yi)0  (vergl*  §  64,3.);  die  Gleichungen  der  drei  Gruppen 
von  Kanten  sind  bereits  in  den  vorhergehenden  Paragraphen, 
aufgestellt  worden,  nämlich  von  [vergl.  Fig.  13a): 

F^F^  und  F\F\  in  §  70  unter  23«)  und  §  72  unter  26«), 

PiP\   „     A^'s    .  §7i      „      25x), 
F,P\  „     F\F,     „  §68      „      21/3). 

3.  Die  Eckpunkte  $  des  symmetrisch -konjugierten  Netzes 
(§  29),  z.  B.  5ß23,  ?ßi9,  5ß\8,  ^'^2,  sind  die  Mittelpunkte  der 
den  Grenzflächen  des  ersteren  Netzes  umgeschriebenen  Kreise. 

Für  die  St  einer  sehe  Verwandtschaft,  welche  zwischen 
je  zwei  konjugierten  Polen  F^  und  5ßi  besteht,  ergeben  sich 
[vergl.  Formel  35 f)  in  §  29]  aus: 

^a,  +  n,  =  90^   i«  1,2,3, 

die  Relationen: 

28«)        (s,-O(s'x-^'0--(l-Si)(l-«',)-0, 

28/3)        (1  -  s,)  (1  -^,)-t,  t\  =  0, 

28  y)        kt\-{h-k){^,-t\)-0. 

Für  ti==i\^ty   Si  =  s'i  =  5  erhält  man  hieraus: 

28«')  i^.b,...(t'-l)(t-2s  +  l)^0, 

28/3')  b^.b^...{t'-s+l)  (1  +  8-1)^0, 

28/)  6i.65...s(5-20«0, 

d.  h.  die  Gleichungen  der  drei  Linienpaare,  welche  durch 
die  vier  Basispunkte  Cj,  Cg,  C3,  C^  der  Verwandtschaft  hin- 
durchgehen, deren  Hauptdreieck  Ä^Ä^A^  ist  (Fig.  15/3). 

4.  Für  '9'at  =  45^  werden  die  rhombischen  Sphenoide  zu 
tetragonalen  (§  24);  die  beiden  (auf  dem  Hauptkreise  b^ 
liegenden)  Punkte  P^  und  5ßi  sind  konjugierte  Pole  der 
projektivisch  -  involutorischen  Verwandtschaft,  deren 
Doppelpunkte  Cj  und  C4  sind.  Die  Verwandtschaft^sgleichung 
lautet: 

28*)  t^t\^Q^zlll^—Ill^O, 

übereinstimmend  mit  der  früher  26  d)  in  §  24  aufgestellten 
Belation: 

22* 
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5.    Über  die   Anzahl   der  müglichen  Gruppienmgen 
Eckpunkte  eines  Netzes  XV'  als  Eckpunkte  rhombischer  o 

tetragoDaier  Sphenoide  vergl.  das  letzte  Kapitel. 


in,  Zweite  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse. 

Gruppe  der  DiakiBhexekontaedernetee. 

§  74.  .Wahl  des  Koordinatensystems.     Analytische 
ReLitioiien. 

1.  Als  rechtwinkliges  Koordinatensystem,  in  Beziehung 
auf  welches  die  Elemente  eines  Diakishexekontaedernetzes 
XVI  (§  4S  und  §  54)  und  der  in  demselhen  enthaltenen 
besonderen  Notzc  analytisch  darznetellen  sind,  bietet  sich 
das  durch  drei  auf  einander  senkrechte  zweizählige  Äxen 
OB  gebildete  naturgemäss  dar.  Wir  wollen  die  von  unten 
nach  oben  gerichtete  Äxe  OB,  als  positive  Z-Axe,  die  von 
hinten  nach  vomen  gerichtete  Axe  0/i,j  als  positive  X-Axe 
und  die  von  links  nach  rechts  gerichtete  Axe  OJ}^^  als 
positive  J'-Äxe  wühlen  (vergl.  für  die  folgenden  Betnich- 
tungen  die  Fig.  29,  welche  die  stereographische  Projektion 
eines   Netzes   XVI   für  den   Projektionspunkt  .B',   darstellt). 

2.  Die  15  Punkte  B,  die  sechs  Punkte  G  und  die  zehn 
Punkte  C  nebst  deren  Gegenpunkten  werden  dann  durch 
folgende  Koordinaten  dargestellt  {wobei  die  Koordinaten  der 
Gegenpunkte  die  entgegengesetzten  Werte  erhalten): 


29«) 


x^O, 

iX 

^r, 

r»-o, 

.'/-<*,        \        JijA]f-o, 

ii.Ay-', 

i            L  =  o, 

\  !-0; 

a;  =  j-cös60"-^) 

,.=- 

[li'W, 

X -^cägtp, 

il^rcosT2"^    lawjfp^ 

B„ 

.'/=- 

-  .j'^o'fl'P. 

Ai 

■"=  r 

z^rcüs^&'^-^cotgtp, 

^- 

i- 

z=      -^tantiqr, 
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29  a) 


> 

r 

— gCö^ö^g?, 

-B, 

y — 2'""^''' 

^7 

y-     2^otg<p, 

l'u 

y«- 

r 

"2'  . 

i 

r 

'-  2' 

^tangtp-, 

* 

r 

1 

^cotgtp, 

^4 

y-     2^ang(p, 

-»8' 

y Y°f99, 

■B« 

1'-== 

r 
2' 

> 

r 

^=     -2' 

Jten</9>; 

/ 

r 

^-  2' 

• 

^co«5r9>, 

B,- 

y^-^^tnngq), 

^« 

y=     2  ^"'ö'?'» 

-Bao' 

y— 

r 
"2' 

z-     -^cotgcp, 

r 

/=     2' 

-8f  = 

-^'«»ü'9'- 

Je  drei  nebeneinanderstehende  Punkte  B  entsprechen 
den  Eckpunkten  eines  Oktantendreieckes,  die  30  Eckpunkte 
jß  gruppieren  sich  also  als  die  Eckpunkte  von  fünf  konzen- 
trischen regulären  Oktaedern.  Je  vier  von  der  zweiten 
Reihe  an  untereinanderstellende  Punkte  und  deren  Gegen- 
punkte (z.  B.  ^2;  -^87  -^4'  -^6  ^^^  deren  Gegenpunkte)  haben 

f       T  T 

ZU   Koordinaten   dieselbe   Permutation   -^j  ^fang(pj  -nCotgq)^ 

welcher  die  acht  Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  sind, 
die  beiden  anderen  Gruppen  von  je  acht  {Hn,  B^,  2?g,  B^ 
nebst  Gegenpunkten  und  -B^g,  B^^^  B^^  B^q  nebst  Gegen- 
punkten) entsprechen  den  beiden  anderen  positiven  Per- 
mutationen jener  Elemente.  Es  folgt  hieraus,  dass  je  24 
der  30  Punkte  B  und  B\  d.  h.  der  Eckpunkte  eines  Netzes 
XX',  fünfmal  den  Eckpunkten  eines  Netzes  XXIII'  (§  71) 
entsprechen  und  zwar  eines  Netzes  XXIII',  für  welches: 
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chflach.u.d.etc.NBtee 

29a)              <^-60",  1^-72* 

.,,-36", 

also  [TergL  17«),  ()  "n  §  66]: 

(i„.                '"^° 

cos  36"  + cos  60»  + ras  72« 
^'^                    ais36»  +  a.s60» 

..  ^^  +  ^       ^aXac 

r     MS  36  "  +  008  60"  + cos  72" 

I 


ist  [vergl-  20y)  in  §  G7],  welchem  also  die  paralletSäcfaige 
Hemiedrie  eines  parallelkantigen  Uexakisoktaeders  um- 
geschrieben  werden  kann. 

Als  Koordinaten  der  sechs  Punkt«  G  erhült  man: 


29« 


ix  =  rcos<p, 
e  —  rain  ip, 

G.     ;/  =  rcos(p, 


|a,-  =  —  rsinip, 

G,-  \iJ'=rcos  (p, 


woraus  erhellt,  dass  die  zwölf  Punkte  G  und  G'  die  Eckpunkte 
eines  besonderen  Netzes  XXIX'  (vergl.  §§45,  52  und  71,  3.  bis 
5.),  nämlich  des  regulären  Ikosaedemetzes  V  darstellen  (vergl. 
66^),  v),  in  §  45].  Die  Werte  für  ta,,  *"a,  oder  für  f,  und 
t'\  [Formeln  25Ö,  £')  in  §  71]  werden  hier: 


29  c) 


=  *, 


f,  = 


'"i 


Die  zwölf  auf  den  Hauptkreisen  b^,  6,,,  bif,  liegenden 
Punkte  C  nebst  Gegenpunkten  entsprechen  also  den  früher 
mit  S  (Fig.  21  y)  bezeichneten  Punkten;  diese  zwölf  Punkte 
bilden  mit  den  übrigen  acht  Punkten  {C\,  C\,  C.,,  C^  und  deren 
Gegeüpunkteii),  welche  den  Eckpunkten  eines  Hexaeders  ent- 
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sprechen,  ein  spezielles  symmetrisches  Pentagondodekaeder- 
netz XXIX,  nämlich  das  reguläre  Netz  VII. 

Die  Koordinaten  der  zehn  Punkte  C  sind  folgende: 


29n) 


29  y,) 


► 

a;  -       tmg  tp 

=  r  sin  ^, 

X '=- —  r  sin  ify 

<?, 

y=o, 

c» 

y-0, 

rcotgq) 

r  cos  t) 

z===rcosilf\ 

a;  =  0, 

frc-O, 

c. 

y  =  rcos^, 
z^rsinrl)^ 

X'^rcostl;, 

Cs 

y^  —  rcostlfj 
e===^r  Sinti;] 

x^rcos  t^ 

Co 

C^o 

y=      r  Sinti;, 

k 

^  =  0, 

z=0; 

* 

c. 

l-=+  , 

i!::  y-^^ 

c. 

Q 

G, 

X 

Hieraus  folgt  auch  leicht  mit  Berücksichtigung  des 
oben  über  die  Lage  der  Punkte  B  gesagten,  dass  sich  die 
20  Punkte  C  (nebst  Gegenpunkten)  fünfmal  (so,  wie  in  29^^) 
den  acht  Eckpunkten  eines  regulären  Hexaeders  ent- 
sprechend anordnen  lassen,  wobei  also  im  ganzen  jeder 
Punkt  C  oder  C"  zweimal  auftreten  wird  (vergl.  auch  das 
letzte  Kapitel). 

3.  Die  Ebenen  der  15  Hauptkreise  &,  der  sechs  Haupt- 
kreise g  und  der  zehn  Hauptkreise  c,  welche  bez.  die  Po- 
laren zu  den  Punkten  B,  G  und  C  sind,  werden  durch  die 
folgenden  Gleichungen  dargestellt: 
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h,  ...:~0, 
h,...x~0, 

6j  ...      x-\-ytaug(p-\- £itit<jif' 
6„  . . .  —  « iang ^-ijmlgtf  +  i- 
6,,...  —xeo^tp  +  ij-^zUmriiT"~i)\ 
\  ...      x  —  y innfftp  +  g colyip •=  0 
6,  ... —J:tatfgif>  +  !/colg'f>+g'~-0. 
t,i . . .  —  X  Cf'^9>  ~n  +  s  tnny  ?>  —  0; 
hi  ...~x-\-t/lang(p-i-xcotg(fr  —  0. 
''„  ...      Xlnagfi —  ycolgrf>-\-s  =  0. 
i|,  ...      xc-oifftp-\-tf-\-£ laiig qi  = 
tj  . . .  —  j  —  y  tang<p  +  z  cctgif  - 
ifl  ...      itaWff^'  +  ^roi'^^i  +  f^ 
6,0 .. .      j:  co^fl)  ~y  +  £  tang  <p  ■= 


29/) 


\!k 


gsintp  +  «  cos??  —  0, 
-yainqj  +  acosqB  — 0; 

a;  cosp  +  Ä  si«9'  =  0, 
-j;cos^+i!  sin  <p  =  0; 

xsi>ifp  +  if';iisip  =  0, 


xtfing^  +  zcotg<p  =  0  oder  xsin^-\-zc 

—  X  sin  ii!  +  zcos%>  =  0; 
ijcosTi>-\-zsiHtl!  =  0, 

—  y  COSilr  +  z  sin^  —  0; 

X  cosifi  4-  y  si'mi'  =  0, 
.ccosi/'  — ys('»i;t  =  0; 

a:  —  ly +  5  =  0, 


Zu    den   Ebenen    der    15    Hauptkreise   b,    welche    ganz 
r    teilweise    ausgezogen     die    sämtlichen    festen    gleich- 
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flächigen  Netze  dieser  Gruppe  bilden,  sind  die  Ebenen 
eines  Triakontaeders  [XX]  parallel,  welches  in  den  Punkten 
B  der  Kugel  umgeschrieben  ist;  zu  den  Ebenen  der  sechs 
Hauptkreise  g,  welche  das  feste  gleicheckige  Netz  XX' 
bilden,  sind  die  Grenzflächen  eines  regulären,  der  Kugel 
in  den  Punkten  G  umgeschriebenen  Pentagondodekaeders 
parallel;  und  zu  den  Ebenen  der  zehn  Hauptkreise  ^,  welche 
ein  anderes  festes  gleicheckiges  Netz  höherer  Art  XX'j 
bilden  (vergl.  das  letzte  Kapitel),  sind  die  Grenzflächen 
eines  regulären,  der  Kugel  in  den  Punkten  C  umgeschrie- 
benen Ikosaeders  parallel  (vergl.  Fig.  29). 

4.  Die  Gleichungen  für  die  Grenzflächen  und  die  Koor- 
dinaten der  Eckpunkte  dieser  umgeschriebenen  Polyeder^ 
wie  andererseits  diejenigen  der  den  Netzen  XX',  V  und  VH 
eingeschriebenen  gleicheckigen,  bez.  regulären  Polyeder  er- 
geben sich  mit  Leichtigkeit  aus  den  obigen  Relationen; 
auch  folgen  aus  den  angegebenen  Gruppierungen  der  Punkte 
-B,  G  und  C  entsprechende  Gruppierungen  der  Eckpunkte 
und   Grenzflächen   der   ein-   und   umgeschriebenen   Polyeder. 


§  75.  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XYl' 

und  seiner  Hemigonie. 

1.  Die  Eckpunkte  des  gleicheckigen,  dem  Diakishexe- 
kontaedernetze  XVI  zugeordneten  Netzes  XVI'  sind  je  2.60 
homologe  Punkte  der  2.60  durch  die  vollständig  ausge- 
zogenen Hauptkreise  h  gebildeten  rechtwinkligen  Dreiecke 
(§  28  und  §  54),  [vergl.  Fig.  14  und  Fig.  29,  in  welcher  die 
in  die  Dreiecke  G  C  B  gesetzten  Zahlen  den  Indices  der 
Eckpunkte  P  entsprechen]. 

Wenn  die  sphärischen  Abstände  des  in  dem  Dreiecke 
Gy  Cj  B^  liegenden  Punktes  P^  von  den  drei  Eckpunkten 
jBj,  i^ig,  jBjg  des  Oktantendreieckes,  wie  früher,  durch  £*, 
^\y  a''^  bezeichnet  werden,  so  sind  bei  dem  festgesetzten 
Koordinatensystem  die  Koordinaten  x^^  y^,  z^  dieses  Punktes 
Pi  durch  [vergl.  34 /S)  in  §  28]: 
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[  j-i  =°  f  co3e"i,  —  r  sin  f s  (ws*(  ■«  r  eosti,^^ , 
30 tt)  ;i,  ^ r cose"\ ^ r sineiSin9/,  —r  coses,, , 

I  ?,  =  r  cos  t/,  =r  ms  d.^ 

dargestellt. 

Versehen  wir  die  drei  Werte  j*,,  ;/,,  ;,  in  derselben  An- 
ordnung mit  den  acht  Vorzeicheiikombiuatioui;n,  so  erhalten 
wir  (vergl.  §  64,  i.)  acht  den  Eckpunkten  eines  Netzes  IV" 
entaprecbende,  in  den  acht  Oitantfn  liegende  Punkte,  näm- 
lich bei  den  angewendeten  Bezeichnungen  die  Punkte:  1 
30^)     P,,  Pm,  Pao,  P„  und  deren  Gegenpunkte.  ■ 
Bilden   wir  ferner  die  beiden   anderen  positiven   Per- 
niutationeii  von  (-i', , Vi , -^i ) ,  nämlich  (^i,^,,yi)  und  (i/i,-i,-r,), 
so  erhalten  wir,  weun  diesen  beiden  Permutatiouen  die  acht 
Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  werden,  die  Punkte: 
30y)     Pjg,  Pjj,  P'iHj  ^'m  "'''^  deren  Gegenpunkte, 

301»    p,:„  y^,  -P...  ^,« 

wobei  den  Punkten  P^^  und  P,j  die  Koordinaten: 

I  j-j,  =  ^1  —  »■  (w«(t, ,  a:„5  "ffi  —  r  "«*»j, j. _^^^^^ 

30f)       l.y^  =  r,  =  r  cos«/,,, ,     '     Vi^^'i  =r  coSEt, , 
I  2,s=Vi  ^rcose,,^^,  ^ii'^^i  —  fcoset,, 

zukommen. 

Diese  24  Punkte  entsprechen  also  (vergl.  §  64,  3.  u.  la) 
den  Eckpunkten  eines  Netzes  XXIII',  da  ihre  Koordiuaten 
die  beiden  Gruppen  77,  und  17^  ("Formel  100  in  §  64]  dar- 
stellen. 

2.  Vier  weitere  Gruppen  von  je  24  in  ähnlicher  Weise 
angeordneten  Punkten  P  ergeben  sich  aus  den  vier  Punkten 
P,,  P,ä,  P3,  P,3  und  zwar  bestimmen  sich  die  Werte  für 
die  Koordinaten  derselben  in  einfacher  Weise  aus  den  sphä- 
rischen Abständen  des  Punktes  P^  von  den  Eckpunkten  der 
vier  anderen  Oktantendreiecke  [vergl.  29a_l  des  vorigen  Pa- 
ragraphen], nämlich  von  den  Punkten: 

iB..B„]i,^  filr  den  Punkt  P.,, 
JiJ!,  L\,  „  „  „  P„, 
Ji,l!^  B.,  „  .,  „  1\; 
h.li,  B,.,    „       „  ,       P,,. 


1 


30S1 
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Werden  diese  Abstände  durch  die  mit  dem  entspre- 
chenden Index  versehenen  Grössen  £  bezeichnet,  so  ergeben 
sich  als  Werte  dieser  Koordinaten: 


30,,) 


2 


x^^rcossf^^j 

x^^^rcosBt,y 

y^^rcoset,,, 

As 

yi2--rcossf,,,, 

z^^rcossf^'^ 

5^12  =  r  cos  £6,; 

x^  —  rcosei,^^ 

Xi^^rcoset., 

y^^rcosfö,, 

^3 

yn^-rcose,^^, 

z^-^rcosBf,^'^ 

Zis-=rcos€b,' 

Aus  der  nachfolgenden  Zusammenstellung  kann  man  die 
zu  je  einer  Gruppe  von  24  Punkten  gehörigen  Punkte  er- 
kennen; wobei  den  in  einer  Horizontalreihe  stehenden  die- 
selbe Permutation  der  Koordinatenwerte  zukommt. 


Zweite  Gruppe:  P^  Pq    P^^^  Pg^  und  Gegenpunkte, 

P    P    P'    P' 

-^88  -^52  -*^  88  -^  69    ri 
Pl6  -^45  Piß    Pl6      •? 

Dritte  Gruppe:    P12  P19  Ad    A2  >^ 


30«-) 


P   P'    P*    P 

-^84  -^  47  -^  87  -^^ 


P     P'       P      P 


44    ?» 

91 


Vierte  Gruppe:    P3  P^  P40  Pji 


^7 


P    P    P    P^ 

-*^23  '*^42  •*    28  -^  49     J? 
•M4  -^66  -^66    -^17 


Fünfte  Gruppe:    P13  ^is  J^so -P82 

P    pf    P'     P 

•^^24  -'^  67  -*^  27  -^fi 

P      pf      pf      P 

•^A    -^  60  -^  41  -^7 


?? 


;; 


3.  Was  die  Werte  für  die  Cosinus  der  zwölf  sphä- 
rischen Abstände  [in  den  Formeln  30 17)]  anlangt,  so  lassen 
sich  dieselben  in  einfacher  Weise  durch  die  Cosinus  der  drei 
Abstände  £4,  £"*,  «"'^  oder  f^^,  £6„,  £0,,  ausdrücken  und  zwar 
erhält  man  leicht  [vergl.  die  Formeln  29  a)  in  §  74]: 


300 


cossi^  =  -\  [cöS£ft,  cotgq)  +  cosf^,,  +  cosBt,^  tangqi], 

cosBb^^^\  [cosst,  —  cosBt,^  tangtp  —  cosBf,^^  co^g)], 

l  cosBö^^'^  y  [cosBt,  tangg)  —  cosbi,^^  cotgq)  -f  cosfj^J; 
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30  x)      coatt,,  ■= 

Setzt   m&D   d 
berücksichtigt,  dass 

cos  60'*  ■ 


[co8£j,  —  coscb,,  tangip  +  rosf*,,  co%rg>], 

[cosi*,  fafijgs  —  cftstii,  eoiy^  —  cos ((,,]; 

[cosfit,  cotgtp  —  costb,,  +cos(t,JafUffp\ 

[coatt,  +  cos*,,,  tofi^q;  —  cosi^^^  cotg<p\^ 

[castf^tangqi+  cost^^,  cotgtp  +  cos £i,J; 

[coSH,  colgrp  —  cosf^^,  —  «wf»„  fangq)], 

[costt^  tanggi+cosii,,  cotgtp  —  cosii,^]. 
.ese  Werte    in   die  Pormela  30  ij)  ein  nnd 

cos  Stj"  =  ^  «>Cj7*p,    cos  72"  —  -}  farifr^i 


igt,   so    erkennt    man    durch   TergleicfaoDg   mit   30a),    dass 

die  so  unigegtalteteu  Formeln  SÜij)  die  Koordinaten  des 
Punktes  P^  bez.  für  die  vier  rechtwinkligen  Systeme  dar- 
stellen,  deren    EoordinatenaKeu    nach    den   Eckpunkten    der 

vier  in  30£)  angegebenen  Oktantendreiecke  gerichtet  sind. 
Denn  die  Formeln  stimmet  genau  mit  den  Transfor- 
mationsformein  für  je  zwei  konzentrische  rechtwinklige 
Systeme  iiberein;  die  Substitutionsdeterminante  wird  gleich 
±1. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Formeln  kann  mau  daher 
sofort  die  Koordinaten  aller  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI' 
erhalten,  wenn  man  diejenigen  eines  Eckpunktes  in  Be- 
ziehung auf  ii^end  eines  der  fünf  bezeichneten  Koordinaten- 
systeme als  bekannt  annimmt. 

Die  nachfolgende  Zusammenstellung  giebt  fünf  Gruppen 
von  je  zwölf  Punkten  (und  deren  Gegenpunkten),  welche 
in  Beziehung  auf  das  erste,  zweite,,.,  fünfte  Oktanten- 
dreieck  iu  gleicher  Weise  angeordnet  sind  [vergl.  30fJ)  bis 
ä)  und  ?j)]. 
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Erste    Gruppe:    P^    F^^  Pg^  Pn 


30i/) 


-*^48    -*^68    -'^  48  -'^  58 
-^25    -^85    -^86    -^26 


B,  B,,  B,,, 


Zweite  Gruppe:  P^  Pj    Pg    P^g 


p     p     p'    p' 

P'      P'      P'      P 

-t   87  ^  27  •*^  28  -'^  38 


^2i?ll^'l2, 


Dritte  Gruppe:  Pj^  P^^  P32  P22 

P     P     P     P 
-*^7    •*^6    -'^is  •'^n 


P     P     P'    P' 

•*^49    -'^üD    -^    44  -^  64 


-^8-^7    -^147 


Vierte  Gruppe:  P9    Pg    P^g  P^ 


10 
P    p     p'    p' 

-*•  41  -^^51    -'^  46  -^  66 

P      P       P        P 

-*^23  -^88   ■'^84    -*^24 


B,B,li,, 


Fünfte  Gruppe:  Pg,  P39  P40  -Pjo 

P    P    P     P 

-^6-^4     -^14     ^16 


P       P        P'       P' 
■^47  •*^67    -^  42  -^    52 


B,B,  B\,. 


Die  120  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'  lassen  sich  da- 
her fünfmal  zu  Gruppen  von  je  fünf  Netzen  XXIII'  zu- 
sammenfassen. 

4.  Die  Koordinaten  für  die  Eckpunkte  der  beiden  Netze 
XXVII'  (§  43  und  §  55),  welche  die  gyroidische  Hemigonie 
eines  Netzes  XVI'  bilden,  ergeben  sich  einfach  aus  den 
rechtwinkligen  Koordinaten  für  die  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI',  wenn  jeder  Permutation  der  Koordinatenwerte  ent- 
weder nur  die  vier  positiven,  oder  nur  die  vier  negativen 
Vorzeichenkombinationen  zugesetzt  werden  [vergl.  Fig.  25^)]. 
Damit  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  60  Eckpunkte  eines 
Netzes  XXVII'  sich  fünfmal  zu  Gruppen  von  je  fünf  Netzen 
XXVIII'  (§  44,  §  53)  zusammenfassen  lassen  [s.  300^)  und 
30i/)]. 

5.  Die  sphärischen  Abstände  eines  Punktes  P,  z.  B.  P^ 
von  den  Endpunkten  G^..,G^  und  C^ . . . C^^  der  fünfzähligen 
und  der  dreizähligen  Axen  lassen  sich  ebenfalls  in  ein- 
facher Weise  durch  die  Grössen  £5,  a''^,  f'"*  oder  «615  «6„>  «6|, 
ausdrücken.     Man  erhält  flir  f^.,...«p.  [vergl.  29 /S)  in  §  74]: 
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301) 


is£(,,=     C0S16,  cosfp  —  coset^^sin^, 
^ep_=     cosfh,  sinfp  —  costi^,coafpf 

,  [vergl.  29?-)  in  §  74]: 


1 


=  COSti 

fosil.  +  ros*ft, 

51«  l/-, 

C0Ä6=, 

-COSf* 

CWI/J  — C0Sf6, 

SiMTy, 

cose^ 

—  COS£( 

St«*  +  C0Sf6 

cos^, 

cos  ff. 

=  ««£6 

Sttui-— cos«*, 

cosv, 

COBE^ 

=  C0S£4 

CÖSV'  +  COSfj. 

«tili', 

coss,, 

=  COS£t, 

«150— COSf*, 

sinii, 

COStc, 

+  COS**,.], 

COS£c, 

-COSfjJ, 

C0S6^ 

^v.^ 

öÄfi,  —  cos^s,, 

+  CÖSfjJ, 

CO.,., 

=Ä^ 

ÖSE/,,  —  CöSfl,. 

—  Cöse,.,,]. 

.  Aus  diesen  Relationen  lassea  sich  die  —  zum  Teil 
schon  früher  (§  54  u.  §  55)  hervorgehobenen  —  verschiedenen 
Arten  der  Gruppierung  der  Punkte  P  um  die  Axen  OG  und 
OC  mit  Leichtigkeit  erkennen. 

§  76.   Koordinatcu  der  Eckpnnkte  der  besonderen 
gl  eicheck  igen  Netze. 

1.  Die  Eckpunkte  der  besonderen  gleicheckigen  Netze 
Xr  {%  21),  Xlir  (§  23)  und  XXII'  (§  36)  werden  erhalten, 
wenn  der  Punkt  P,   auf  einer  der  drei  Kanten  des  Dreieckes 
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G^C^B^,  nämlich  bez.  auf  i»i  Gi,  J\C\  und  Q  G^  liegt 
(vergl.  auch  §  54  und  die  Tabelle  der  zugehörigen  Polyeder 
§  56,  3.) 

2.  Die  Koordinaten  eines  auf  -B^  G^  (dem  Hauptkreise 
^13)  liegenden  Punktes  P^  folgen  aus: 

|£,^^==90^   f,.  +  ^^,  =  90ö  oder  ^,,  =  90«,   ^^.=-0^ 
31a)    I  oder 

[vergl.  34^)  in  §  28]: 

1  ^1  =•  0, 
31^)  Pi      Vi^rsiney,^^ 

Den  vier  Vorzeichenkombinationen  für  die  drei  (nega- 
tiven) Permutationen  dieser  Koordinatenwerte  entsprechen 
zwölf  Punkte  [vergl.  die  Anordnung  U^  in  §  65,  11 13)], 
welche  die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXIX'  (§  45  und  §  52) 
sind.  Die  Varietät  dieses  Netzes  bestimmt  sich  aus  dem 
Werte  für  fA^.  Je  zwei  benachbarte  in  Beziehung  auf  eine  Kante 
BG  symmetrische  Punkte  [z.  B.  P^  und  P^^,  F^q  und  P^, 
vergl.  30/3)  in  §  75]  des  Netzes  XVI'  fallen  hier  in  einen 
Punfet  zusammen. 

Die  vier  anderen  Gruppen  von  je  zwölf  in  gleicher 
Weise  angeordneten  Gruppen  P  ergeben  sich  aus  den 
Formeln  30i^)  und  der  Zusammenstellung  30i/)  in  §  75, 
.  wobei  die  Werte  für  die  Cosinus  der  Winkel  £**  nach  den 
Formeln  30  t)  bis  30 ft)  mit  Berücksichtigung  von  31a)  zu 
bestimmen  sind. 

Die  60  Eckpunkte  eines  Netzes  XI'  gruppieren  sich 
also  als  diejenigen  von  fünf  kongruenten  konzentrischen 
Netzen  XXIX'. 

Die  besonderen  Werte  für  die  sphärischen  Abstände 
h^  Bgi  Bc  sind  in  den  nachfolgenden  Relationen  übersichtlich 
zusammengestellt  [vergl.  30*)  bis  30 |n),  30$),  30 A)  des  §  75]: 


352   Fünftes  Kap.  Aual.  Daritellg.d.gleichfiäch.u.d.etc.Kette  etc. 

0<H.<'P,    f^,  =  W,    f^,_  —  90"  -  i,, , 

cos  St,  =  cos*».  ^  ^  {cosE^^  rotgip  +  sinti,  tangtp) 

=  fOsci„cosSQ''  +  sin€i,,co$12'', 
cosBi,  =cosf,,^  =  J  (cQSt(,^riitff(f>  —  sinti,^tang<fi) 

—  cos  fft,  cos  36"  — s»n  £»,00872", 

31y}  =c»8*j,cos60''  +  stn£i,o>s36'*, 

cos  £/,,  =  f  OS  f  4, ,  —  -^  {COS  £ft,  —  «m  f *,  coiff  y) 

=  wseft,  cosGO"  —  sm**,  fOs36*, 
cosfi,  =(;o«Eftj,  =  -5{cos£(,iaMff9)  +  siMft,) 

—  coS€6_  cos  72"  +  SinFij  rftsGO", 
cösci,,  =cöSf6..  =  -^  (coss^^  tangip  —  SiMf*,") 

=  cosit^  cos  72"  —  s/nf»,  0)8  60"; 


31*) 


31  £} 


Ct»S*„  =  ('0S(^4-*r,,),     fp,  =  9>  +  *t,  — 2y- 

I  cos(j,  — cosfp, -"'')s*^^sm(pj  _  _ 


COSff,  =COSfc, 


y-s 


cossh.  colgq) 

Vi 


1 


*      ]/3^        '  ■' 

cos^.,  =  sm(K.+  f<,),  f.=l>0»-()i'  +  f,,)j 

COS.V.  —  .s/H(,ii'— fi,),   f.,=  fO"-((i>-fj,)   !'"'       *''"^' 


Von  besonderen  Variotäteii  (Jer  Netze  XI'  ist  ausser  den 
früher  erwühnten,  nämlich  der  konjugierten  [£^,  =  fc,  Formel 
23^)  in  §  21]  und  der  Archiinedeischen  [Formel  231-) 
in    §  21]    noch    diejenige   hervorzuheben,    deren    Eckpunkte 
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die    durch   E  bezeichneten   Punkte    (Fig.  29  und   30)   sind 
und  fclr  welche  die  einfache  Beziehung: 

3U)  £6.==^ 

gilt  (vergl.  §  54,  4.). 

3.  Für  die  Koordinaten  eines  auf  By^C^  (dem  Haupt- 
kreise i^j)  liegenden  Punktes  erhält  man  wegen  [vergl.  34i/) 
in  §  28]: 

32«)  £6,, «90^,  66.  +  f6..  =  90«;  ^,,=0,  ^c.==60^  a^.+  ^c.-V'; 


32/S)  P, 


Werden  den  drei  positiven  Permutationen  dieser  Koor- 
dinatenwerte die  vier  Yorzeichenkombinationen  zugesetzt,  so 
erhält  man  die  Koordinaten  von  zwölf  Punkten  [vergl.  die 
Anordnung  U^  in  §  65,  ll/J)],  welche  ebenfalls  die  Eck- 
punkte eines  Netzes  XXIX'  (§  45  und  §  52)  sind,  dessen 
Varietät  sich  aus  dem  Werte  für  b^,  bestimmt.  Je  zwei  be- 
nachbarte, in  Beziehung  auf  eine  Kante  BC  symmetrische 
Punkte  [z.  B.  P^  und  P,i,  F^^  und  P^o,  vergl.  30/S)  in  §  75] 
des  Netzes  XVF  fallen  hier  in  einen  Punkt  zusammen. 

Ebenso  giebt  es  vier  andere  Gruppen  von  je  zwölf 
analog  angeordneten  Punkten,  für  welche  sich  die  Koordi- 
natenwerte aus  der  Zusammenstellung  30i/)  und  den  Formeln 
SOiy)  in  §  75  mit  Berücksichtigung  der  Werte  32«)  er- 
geben. 

Es  gruppieren  sich  also  auch  die  Eckpunkte  eines  Netzes 
Xm,'  als  diejenigen  von  fünf  kongruenten  konzentrischen 
Netzen  XXIX'. 

In  den  nachfolgenden  Formeln  sind  die  besonderen  Werte 
f&r  die  sphärischen  Abstände  £6i  h^  ^«  [vergl.  30  t)  bis  30  ;r) 
des  §  75]  zusammengestellt: 

Heil,  Kngelteilong.  23 
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^ 

0<fe,<(l>,    ^»,  +  ^^,."90",    *ft,.-i)0°, 

C03  (t,  =-  COS  (*,  —  J-  f COS  t(,  «tf<;  ?>  +  sin  e^, ) 

=  cose^_  cosSß"  +  sitif,,  cosGO", 

COSSft.  ^castt,,  =  ^(cöSft,  co(r/"F  -sins,.) 

=  costi,  cos  36"  —  sin  **,  cos&)°, 

cos  f ,.  =  cos  *5.  --  -J-  (cos  tft,  +  sin  h,  lang  «p) 

32y) 

=  cjsf,,  cos60"  +  smf*,  cos 73°, 
cosffr,  —  fftsfi..^  i  {cos  fi^— Sintis  lang  ^) 

=  mu,  eosGO"  -  s»if*,  C(>s72'', 
CO*  *6. 1^  cos  Bt.,  ■=  ^  (cos  f A,  /fflMj  V  4-  si»  e»,  (»fj/  ?)) 

—  tosf»,  cosßO'  +  Si'nfj,  cosSO",     . 
eosf6„=  cosf6„=  l-(eosH,  ta»g(p  —  smf»,  co(stij>) 

=  fosft,  eosßO"  —  sJKfa,  cosSe"; 

cos  *s,,  =  cos  Sg,  =  f OS  f  4,  tos  Ip , 

32  Ä) 

cosf^-=si»(9=+f4,),  E^-!)0»-((p+fi,)l                    „, 
cose,=sin(<p-s.:),  *„.=i'0''-(v-O  r'-+^"-'^' 
COSf^—  —  C0Sf^  =  SiH*4,  Si'Miy,    £,,  +  £,.  =  180"; 

-2» 

32«) 


If  (cosfi, +Kmfs,), 


V3 


VS^ 


"«.,). 


COS  £4  ianarp 
tc   =  CO.S«*  51)1(1'  — ,-.  .— 


coss^'=cosfc„—sintt,^cositi- 


VJ 


Von  besonderen  (konvexen)  Varietäten  der  Netze  XIII' 
ist  bereits  früher  die  Arcbimodeische  [Formel  2Dy)  in 
§  23]  erwiibnt  und  charakterisiert  worden. 

4.  Wenn  der  Punkt  P,  endlich  auf  der  Hypotenuse 
r,f?i  (dem  Hauptkreise  h^)  liegt,  so  besteht  die  Beziehung: 
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33«)  f6u»90« 

oder  zufolge  30 x)  in  §  75: 

33  « ')  cos  Bt^^  =  cos  £6,  tang  (p  —  cos  £6„  cotg  tp , 

welche    Beziehung,    wie   leicht   nachzuweisen   ist,    mit   den 
folgenden: 

33«")         «•,, « 36^   a-e, - 0«  oder  e^,  +  e,,^x 
identisch  ist. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  P^g  [des  ersten  Punktes 
der  dritten  Gruppe  in  ^0^)  §  75]  sind  alsdann,  da 

33«'")  ■    56.,  «ÖO«,    £,,  +  £,^«90« 

ist, 

33/S)  I   t/j,«0, 

^M^rcosBt,. 

Die  vier  Vorzeichenkombinationen  der  drei  positiven 
Permutationen  dieser  Koordinaten  werte  liefern,  wie  unter  3. 
zwölf  der  bezeichneten  Gruppe  angehörige  Punkte,  welche 
die  Eckpunkte  eines  Netzes  XXIX'  sind,  indem  je  zwei  in 
Beziehung  auf  eine  Kante  CG  symmetrische  Punkte  (z.  B. 
P,i  und  Pjjjj,  Pjg  und  Pgg  u.  s.  w.)  in  einen  Punkt  zu- 
sammenfallen. 

Die  vier  anderen  Gruppen  von  je  zwölf  in  gleicher 
Weise  angeordneten  Punkten  erhält  man,  wenn  man  die 
analog  dieser  dritten  Gruppe  30-^)  in  den  übrigen  vier  Ok- 
tantendreiecken  (und  ihren  Neben-  und  Gegendreiecken)  grup- 
pierten Punkte  betrachtet  und  je  zwei  symmetrisch  zu  einer 
Kante  CG  liegende  Punkte  zusammenfallen  lässt.  Die  Koor- 
dinaten ergeben  sich  dann  aus  den  besonderen  Werten  für 
die  sphärischen  Abstände  des  Punktes  P^  von  den  Punkten  B. 

Die  folgenden  Formeln  enthalten  die  besonderen  Werte 
für  £ft,  sowie  für  By  und  Bc\  sie  resultieren  aus  den  Formeln 
30t)  bis  30|n),  30g)  und  307r),  wenn  zufolge  33«): 

cos  Bt,  —  l  ipos^t^  cotg  (p  +  sin  f ^J , 

33  ß ')        cos  Bf,^, «  l  (cos  f 6,  —  sin  Sb,  tätig  q)) , 

.  cos  ft,,  —  2  (~  C05 «6,  tang  (p  +  sin  Bt,  cotg (p) 
gesetzt  wird. 

28* 
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*<«6,<*  +  Z,    *t.  +  e^  =  90",   «.,.-90«, 
cftSEj,  =  cose^  —  Y  (eostö.  cotgip  +  sintt,), 
cos*!,,  =costi,^  =  ^  {cosfi.tangip  +  ^ne^cot 
33y)       w«ffr.  =  cosi»,  —  ^  icosfi,  +  sinif,  tang<p), 
cosf,,.  —costi,,=  \  {cosi^cotgip  —  sinit^, 

«Sit,,  — «wfi,,— -|(,—  COS£4,ia»yqo  +  Sttlf»,Co( 

cos*,. -=«)Sf,.  — swie(,«iH9, 
l  C08e„.  —  s»tt  {{^  -  tp),    tj.  —  v  +  2gi; 

«JSS;,  —  ««(e»,  — 0),    Ce,  — e«,  — ;(i  — 2  — £»,1    * 

cosBf^  —  costc.  ^Y^cos (46"—  «»,)—  «w  j)  cos  (45*—  t^,) ') 

coüft.  —  «w  («i,  -f  jfi),    tt^  —  et,  4-  2t[i, 

COSBe,  —  COS£c^  —  fit»*a,  COS^, 
COStt,  —  CÖSf,;.  =  CaStt.  «IMlf', 

Ti-^sf...  =  cu.^'fr,,  =y"^  fos(4ö"-f  f^,)  =  si'w ij  COS  (45*4- 1^). 

Von  besonderen  Varietäten  dieser  Netze  XXII'  siod 
einmal  die  sog.  Ärcbimedeische,  filr  welche  [vergl  52^) 
in  §  3G]: 

33£)         fang fy^  =  l  tatig cp    oder   fang e^,  =  cos' fp 
ist,  femer  diejenige,   deren  Eckpunkte  die  Schnittpunkte  F 
der  Diagonalen  des  Vierecks  G^B^C^C^  {%  36,  Formel  b2y), 
§  54,  4.  und  §  55,  4.]  sind  und  für  welche: 


33»,) 


=  90''-29, 


~^,   *». 


ist,  endlich  diejenige,  deren  Eckpuutte  die  Punkte  D  (§  54, 
4.  und  §  55,  4.1  sind  und  für  welche: 


^  Siehe  Fitr.  29  und  30:  C,  T>^  ^  D,C,^ 
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33d)         £..  =  45^   f^^«45«-g,,   £,,  =  45^-1^ 

ist,  bemerkenswert  (s.  die  Fig.  29  und  30)  ^). 

Bei  der  Varietät  33  iy)  gehen  die  fünf  konzentrischen 
Netze  XXIX',  deren  Eckpunkten  diejenigen  eines  Netzes 
XXII'  entsprechen,  in  reguläre  Ikosaedernetze  V,  bei 
den  Netzen  35d)  in  E^ubooktaedernetze  XIX'  über  (vergl. 
das  letzte  Kapitel). 

5.  Wenn  endlich  der  Punkt  P^  mit  einem  der  Eck- 
punkte 6rj,  Cj,  B^  zusammenfallt,  so  resultieren  die  bereits 
im  §  74,  Formeln  29)  angegebenen  Koordinaten  der  Eck- 
punkte der  Netze  V,  VII  und  XX'. 


§  77.  Die  den  gleicheckigcn  Netzen  mit  festen 
Symmetrienetzen  ein-  und  umgescliriebenen  Po- 
lyeder«   Ableitnngsl^oefflzienten. 

1.    Setzt  man  in  der  Gleichung: 

34)  x^x  +  y^y  +  z^z  —  r^'^O 

für  ^1,  Vi,  ^i  die  Koordinaten  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze  ein,  so  erhält  man  die  Gleichungen  der  Grenzflächen 
der  jenen  Netzen  umgeschriebenen  gleichflächigen  Poly- 
eder. Diese  sämtlichen  Polyeder  sind  als  besondere  Fälle 
in  dem  allgemeinsten  Polyeder  [XVI]  dieser  Gruppe  ent- 
halten. 

Die  120  Grenzflächen  gruppieren  sich  also  (§  75,  8.)  fünf- 
mal zu  Gruppen  von  je  fünf  Diakisdodekaederfiächen,  wobei 
in  den  24  Gleichungen  einer  Gruppe  die  Koeffizienten  a;^, 
j^i,  Zi  in  der  angegebenen  Weise  zu  permutieren  und  mit 
den  Vorzeichenkombinationen  zu  versehen  sind. 

Die  Eckenaxen  Qg,  p^  Qb  dieses  Polyeders  [XVI],  sowie 
die  senkrechten  Abstände  g'g^  p'^,  qU  des  polaren,  dem  Netze 


1)  Die  60  Punkte  D  sind  identisch  mit  den  Ton  Cayley:  On 
the  regulär  solid»  (Quarterly  journ.  Vol.  XV,  1878,  pag,  127  —  131) 
durch  ^  bezeichneten  Punkten.  Die  von  uns  durch  Gy  C,  B  bezeich- 
neten Punkte  stimmen  bez.  mit  den  von  Cayley  durch  A^  B^  G  be- 
zeichneten Punkten  überein. 
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X\T  eingeschriebenen  gleicheckigen  Polyeders  [XVI']  [ver^L 
§  28,  Formeln  34  )J  bestimmen  sich  aus: 

Uß)         Q, —,     (,,,  =  -^,     p    _-!!_, 

costf,  cos  (,.,  eosti,, 

34(3')     g'f^  —  rcostj,,   p\-^''rcosft,,   pV, -^reosfi,, 

in  welchen  Formeln  «p,  und  ti  auch  durch  e^,  it^,  e^,,  oder 
dref  andere  zusammengehörige  Werte  itir  e«  ausgedrückt 
werden  können. 

Mit   Hilfe   der  in  §  17a),  h),  d)   auigestellten  Bezieh- 

nngen  und  durch  Einfiihnmg  der  sphärischen  Abstände  -^  i 
^j  ^-   [34  d)  in  §  28]  des  Punktes  P,  von  den  Kanten  dee 

sphärischen  Dreieckes  ti,  Cj  £,  können  die  InnenSächen- 
winkel,  die  ebenen  Winkel,  die  Länge  der  Kanten  der  beiden 
Polyeder  [XVI]  und  [XVI 'j  leicht  bestimmt  werden.  Ebenso 
einfach  gestaltet  sich  die  Bestimmung  der  analogen  Grossen 
ftir  die  den  besonderen  gleicheckigen  Netzen  dieser  Gruppe 
um-  und  eingeschriebenen  Polyeder  durch  Einführung  der 
in  dem  Torhei^ehenden  Paragraphen  gegebenen  Werte  fttr 
f»,  fg  und  i^. 

2.  Man  kann  i^TCigl  §  2^,  i.)  das  gleieheckige  Poly- 
eder [XVI']  aus  einem  regulären  I kos aeder  durch  gleich- 
massige  und  gerade  Abstumpfung  der  Ecken-  und  Kanten- 
axen  und  entsprechend  das  gleichflächige  Polyeder  [XVI] 
aus  dem  regulären  Penta gond od ek aeder  dadorch  erhalten, 
dass  man  die  Flüchen-  und  die  Kantenaien  desselben  in 
einem  bestimmten  Verhältnisse  verlängert  und  durch  je 
drei  benachbarte'  Eckpunkte  der  beiden  verlängerten  Äsen 
und  der  uuveriinderten  Eckeuaie  eine  Ebene  legt. 

Bezeichnen  wir  die  Ableitungskoeffizienteo,  d.h. 
(las  Mass  der  .■Vbstum[it'iiuir  l"iir  die  Ecken-  und  die  Kanten- 
axe  eines  regulären  Ikosaeders  bez  mit  t  und  s  und  ent- 
sprechend die  -Vbleituiig^koel'tizienten  fiir  die  Flächen-  und 
die  Kantena\e  eines  resjulüreu  I'eutagoudodekaeders  bez,  mit 
T  und  a,   so   ergeben   sich,   wenn   die  Ecken-,  die  Flächen-, 
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die  Kantenaxe  des  Ikosaeders  bez.  durch  ^,,  d^  bi^  die  Flächen-, 
die  Ecken-,  die  Kantenaxe  des  Dodekaeders  durch  gp^  Cp^  bp 
bezeichnet  wird,  für  die  sich  polar  entsprechenden  Polyeder 
[XVI']  uiid  [XVI]  die  Relationen: 


34/) 


,  ^         -,/ö^örwop   ^        bi 

^^'  ^'      ^  ^       costp  cosq)     ' 

,  coswcotgq)  ,     cotgw 

gf^^  =  r  COS£c,  -  gi '  -  -r^  -     =  Ci  =  6,  'Jf' 

p'fti  =  r  cossh^  =gi,cos(p.s^  Ci  Yd  fang  g)  .5  =  6,-.  5; 


34y) 


Qffi 


cos  6 


9i 


flfp .  T  =  -p  cotgtp  cosg) .  r  =  fep  costp .  r, 


Qc,=- 


P6,  == 


r 


=^/-V3 


tangq) 
cosg> 


^Cp^bpYStü'ngq)^ 


gp 


<5  =  — /*.  cotgw.  (j  =  6p .  (j. 
cos£ft,      cosg?  )/3 


Wir  nehmen  hierbei  also  die  Flächenaxe  Ci  des  Ikosa- 
eders oder  die  Eckenaxe  Cp  des  Dodekaeders  als  unverändert 
an,  während  die  Abstände  p'^,,  q\^  oder  p^,,  Qö^  und  damit 
auch  r  veränderlich  sind. 

Aus  diesen  Formeln  folgen  nun  die  Relationen  [vergl. 
§  28,  Formel  34a)  und  §  75,  Formek  30]: 

o  i  *\       ^      1      cosw  cotgw  cossn, 

Md)       ^  =  -  =  — ^  ,_^^ =  m . cossg,  cosw. 

r  y^        cos  Sc, 


wobei 


1      cofg(p  cosEb, 
5=    = — ~ ^  «==  m .  cosfft, , 


ö       ys     cosec, 


34g)  w«--^  =  -^^^^        co5^ 


^»       ♦"      y3cöS£c,      co$€c^     coscb^  +  cosst^^tang^g) 
ist,  und  femer: 


341?) 


Cö5£6,  =  — 


m      ma 


1                     1-5,2 
;   co566„  = cotg^q) 


COSSi,^ 


ö  —  TCO^q) 
m  sin  qp  COS  (jp     möt  sin  g>cos<p^ 


cotg^q>\ 


t'-SCO^tp 


woraus  auch 
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34*)      ,H  =  l/s^+il-sycoU/v  +  ^^^-f^^ 
resultiert, 

3.    Mit  Benutzung  dieser  Belatioaen  erhält  man  für  die 
Koordinaten  des  Punktes  Pj   [vergl.  30o)  in  §  75]: 


340 


-fc,(l-s,)c< 


^1=^ 


fl-S,f 


sm<p  cos<p 
t>,.S,; 


die  Winkel  f «',  iß',  j/  [Formeln  34d)  in  §  28],  sowie 
die  Winkel  fti,,  Ö-;,,  &g^  [ebenda  Formeln  34  g)]  lassen  sich 
in  einfacher  Weise  durch  die  Ableitungskoeffizienten  t^  und  s, 
ausdrücken.  Die  Ausdrücke  für  die  Cosinus  sämtlicher  Ab- 
stände £{,,  Sf  und  fc  siehe  im  folgenden  Paragraphen  unter 
36  tt)  bis  y). 

Eotsprechend    ergiebt    sich    als    Gleichung    der    Grenz- 
fiäche  des  Diakishexekontaeders: 

34x)  x.(a,-l)T,cotg\  +  >j'''-K^^^^^^  +  s.x,-h„.e,t,-0. 
sinipcosqi 

4.   Aus  den  Gleichungen  34()  folgt: 
35ß)  x:y:z  =  {1-s)coig-'q>   ' 


nd  da 

nit: 
(1- 

z 

sin(pcos<p 
xtang^fp  +  z 

X                  t--S  COS^tp 

COS<p, 

y 

35« 

xtang^ip  +  z 
-s)cotg\--^ 

lang^ <p  +  2 '  sin^ cos <f> 

xtang^rp 

+  e 

Werden  (  und  s  wiederum  als  die  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten eines  Punktes  einer  Ebene  angesehen,  so  vermitteln 
diese  Formeln  die  Abbildung  des  gleicheckigen  Netzes  auf 
die  Ebene  der  /,  s. 

Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  11,  G  und  C  des  Sym- 
metrienetzea  XVI  erhalten  dann  folgende  Werte  [vergl. 
29a)  bis  y)  in  §  74]: 
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•'y) 


t^COS^q)^ 


M 


[ 


•1 

•I 
4 


B 


13 


{ 


*■•{!-■ 


X 


5  =  -|-  cotg^ff-, 


Ml 


0, 


1? 


IS 


sm2q} 
tangtp  ( s 


-  — 2cosVj 


£, 


1? 


8 


Ä 


{ 
{ 
{ 


t 

s 

t 

s 

t 


cotg^tp  cos^(p,  I       jt, 
lcotg^(p]      I     ^^\s 

0, 

cotgtpcos 
-^cotgq) 


Qo; 
cos*  9», 


0, 


1_. 

2    J 


"'{'s- 


3b  d) 


G 


8 


Im 


s 

t 
s 

t 

s> 


1, 

sin(pcos(pj 
tangtp'^ 

cotg^tpcos^tPy 

0; 


(? 


2 


^ 
^ 
^ 


sin(pco$q>f 

cotg^q)COS^(p, 
cotg*(p] 

—  cotg^tpcos^ff^ 
0; 


35«) 


Cx 


G 


8 


•  c, 


Co 


t^  lcotg^g)COS*% 
5-=  jcotg^q)] 

t^cotg(pco^(p^ 

■ 

t^  cotg^fpcos^q)^ 

a 

s^cotgtp] 

t^cotg^tpcos^q)^ 
s-l; 

l^sinq>cos<p^ 


^ 

s 

^ 
5- 


6 


8 


C 


10 


{ 
{ 


s 
t 
s 

t 


cotgg>  cos^fpj 
cotg(pcös^q)'^ 

sin^g>  cos*q>  — 
cos^q>\ 

sintpcosfpj 
cotgq)] 

—  sinq)cosg>j 

1; 

—  sinq>cos(py 
0. 


6» 
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Einem  Hauptkreise,  dessen  Ebene  in  Beziehung  auf  das 
frdher  gewühlte  rechtwinklige  System  die  Gleichung: 

35£)  h'  x+v'  y  +  w'  £  =  0, 

hat,  entspricht  in  der  Abbildung  die  Gerade: 

'     h' cos'tp  tl'  '  ^^  ''    ^' 

Für  die  geraden  Linien,  welche  die  Bilder  der  Haupt- 
kreise 6,  9,  c  [vergl.  29o'),  29ß'),  29^')  in  §  74]  sind,  er- 
geben sith  die  Gleichungen: 


6,...s=-0,  6,j...  — 5  +  1  =  0,  t,j..,i-scosV"0;- 


35y') 


6,,.. 
U- 


(  Ä„ ...  /  +  2scos*9)  —  «(y'^p oos*?:' —  0; 
t 


-  +  COijj'lf  —  0, 


6,... — i ftijintt=0,  '   ^ 

eoft  9! 

'  ''it  ■-■^  f +  4scos*^  —  cotg'tpco^if  =-0; 
^/j . . .  — ^j — (-  2s  cotgif  —  cot^q  —  0, 

I  fe«-- i — \-^filnnq^ir4-(anqa  =0, 

\  ig...*  — 2sco(3?>ros*9)  +  c<il!j'9)C'>s*»)^  -=0; 


,  ,7,... -2s +  0.^-9=0,   j7.---'s-fof?9.-0, 

l  ;;-,...(— 2.'-- '■(',•;> +  '(),--?  =0,    p6...<  — cos*?=0; 
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356  0 


Ci... 0.^  +  0. 5+1-0,   c^.. .25-1-0; 
t 


^ 


'6 


t 


cos^g> 


2s  +  cotg(f'=^0, 
+  cotg  cf  —  0; 


t 


cos^g) 


+  2stang(p  —  cotg(f  —  0, 


t 


cos^g) 


i 


sin  ff  cos  q> 
t 


+  25  cotgq)  —  cotg(p  —  0; 


—  2stangq'^0y 


Cg  . . . 


sin  (p  cos  (f 
tangtp 


+  26-0; 


C9 . . .  ^  '-^^  -2scotg(^+cotg^(p^0, 

C,o...-  t  ^^^      —  25  +  CQ^'flp— 0. 


Die  Gerade  ft^  stellt  also  die  T-Axe,  die  Gerade  g^ 
die  S'Axe  des  ebenen  Systems  dar^  der  Punkt  B^^  ist  der 
Koordinatenanfangspunkty  Q  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes 
G^G^G^j  (?!  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  u.  s.  f. 

Jedem  Punkte  t^,  s^  entspricht  als  Polare  die  Gerade 
[yergl.  35  a)]: 

Qc   \  /i      \/i        \    1  A     i  (t—scos^q>)(f.'-'S.cos^q>)  .  ^ 

351,)  il-s)il-s,)cot<^^+^    .     ^.J^M^,^       ''^+ss,^0, 

d.  h.  die  Polare  in  Beziehung  auf  die  den  Kernkegelschnitt 
des  Polarsystems  bildende  imaginäre  Ellipse  mit  dem  Mittel- 
punkte C^: 

35^)    f»^_2^/-^  +  4«»te«^9-2s  +  l-0. 
^         cos^(p  '      cos^q>  ^  ^ 


Zwischen  den   Koordinaten   t^^  s^   des  Poles  und   den- 
jenigen u^j  v^  der  Polare  bestehen  daher  die  Relationen: 
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35*') 


und  umgekehrt: 


35#") 


— /,  -\- i  S,  COS^Ip  —  COff/'lpCOS^  ff! 

{1  —  s^)  coUi'if  cos'ip 


cos*  (p  +  i\  +  5  tang'  ip 
«I  cos'tp-i- 1\  +1 


«[  cos"^  +  r,  +  3  fang^tp 


4.  Mit  Hilfe  der  angegebenen  Relationen  lassen  sich 
.  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  J',  innerhalb  des  Drei- 
eckes G|C'|B,  oder  auf  deu  Kanten  desselben  durch  einfache 
von  den  Grössen  t  und  s  (oder  t  und  ff)  abhängige  Aus- 
drücke charakterisieren  und  so  die  sämtlichen  besonderen 
Fälle  der  gleicheckigen  Netze,  die  diesen  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  u.  s.  f.  in  einfacher  Weise  darstellen 
und  unterscheiden.  Die  folgende  Zusammenstellung  enthält 
die  charakteristischen  Werte  für  die  einfachen  vollzähligen 
Gestalten  dieser  Gruppe  (vergl,  §  56,  3.). 
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Gleich  eckige  Polyeder. 

23'.  Ikosaeder:  t^\,   s— 1; 

ai'.  Peritagondodekaeder:  t  —  ^^cotg*<peo^ip, 

25'.  (12-f-20)-flUehige3  30-Eck:  t=cos^<p,  s-lj 
26'.  {12  +  20)-firichiges  12.5-Eck:  t,  s-1; 
27'.  (20-|-12)-flächige3  20.3-Eck:  t~scos'<p; 
28'.  (12-t-20-t-30)-fUichiges  60-Eck: 

/  =  [4s-cii'*/^']r)cojV  oder  s=  \(  — ; — \-cotg*w]- 
^  '  *\cos'<p  ^/^ 

29'.  (12-f204-30)-flUchige3  2. 60-Eck:  /,  s. 
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35iO 


Qleiohfl&obige  Polyeder. 

23.  Pentagondodekaeder:  r«l,  (7  —  1; 

24.  Ikosaeder:   r  =  o        — - 


«     ;  (7  — 3ten(7*qp; 


26,  Triakontaeder:  r  = 


cos*  9  ' 


26.  (12  +  20)-eckiges  12.5-Flach:  r,  (7-1; 

27.  (20+12)-eckige8  20.3-Flach:  a^xcos^(p\ 

28.  (12+20+30)-eckige8  60-Plach: 

'6  _       4rcos^y 

(4'-ar:otg^q))cos^q)  l+t  cdtg^q>cos^(p^ 

[  29.  (12+20+30)-eckiges  2.60-Flach:  r,  0. 


§  78.   Anordnung  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze.    Anwendung  auf  die  Polyeder. 

1.  Im  folgenden  sollen  die  wichtigsten  auf  die  Anord- 
nung der  Eckpunkte  der  gleich  eckigen  Netze  bezüglichen 
Relationen  aufgeführt  werden,  welche  bei  der  Untersuchung 
der  YoUständigen  Figuren  dieser  Netze,  sowie  der  zuge- 
hörigen Polyeder  Anwendung  finden. 

2.  Die  Eckpunkte  des  allgemeinsten  gleicheckigen  Netzes 
XVI'  dieser  Gruppe  lassen  sich,  wie  bereits  im  §  75,  3. 
hervorgehoben  wurde,  fünfmal  zu  Gruppen  von  je  fünf 
Netzen  XXIII'  zusammenfassen.  Daraus  ergeben  sich  mit 
Benutzung  der  früher  (§  67,  2)  für  die*  Gruppierung  der 
Eckpunkte  eines  Netzes  XV',  dessen  gegenpunktige  Hemi- 
gonie  ein  Netz  XXIII'  bildet,  aufgestellten  Beziehungen  ent- 
sprechende Gruppierungen  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XVI'. 
Dabei  entsprechen  bei  jeder  der  fünf  Gruppen  drei  Punkte  B^ 
welche  ein  Oktantendreieck  bilden,  und  deren  Gegenpunkte, 
vier  Punkte  C  und  deren  Gegenpunkte  (die  Mittelpunkte 
der  Oktantendreiecke)^  und  sechs  Punkte  D  [die  Mittelpunkte 
der  Kanten  jener  Dreiecke,  vergl.  §  76  Formel  33^)]  und 
deren  Gegenpunkte  bez.  den  bei  dem  Netze  XV  mit  -4,  C 
und  B  bezeichneten  Punkten. 
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3.  Was  die  Griippieruiig  der  Eckpunkte  eines  Netzes 
XVI'  um  die  Punkte  li,  G  und  C  anlangt  (vergl.  §  54,  -,), 
so  sind  die  Ausdrücke  för  die  Cosinus  der  sphärisdieii  Ab- 
stände *ä,  Sj,  *c  in  den  Formeln  30)  dea  §  75  aufgestellt 
worden.  Durch  Eiuluhruiig  der  Ä bl H tu ngsko effizienten  ( 
und  s  (g  77)  erhält  man  mit  Benutzung  der  Formela  34iJ) 
bis  349')  folgende  Beziehungen,  wenn  die  linken  Teile  der 
Gleichungen  35y'),  35iS'),  35f')  des  vorigen  Paragraphen 
nach  Substitution  der  Koordinaten  /,,  Sj  des  Punktes  P,  mit 
(fc,),  (ff*),  (Ci)  bezeichnet  werden; 

m  '  m  msittfpcosif 

86«) 


COSf»,,- 


3fi« 


36  y) 


I  einen  Punkt  der  Kugel  durch  seine  Ab- 
stünde {.,,  fc,  £i  von  den  Eckfumkten  dea  Dreieckes  G^  C^  i>i 
bestimmt,  wobei  [vergl.  34^)  bis  &)  in  §  77]: 

(cOStg  —  COSfiCOStpY 


36Ö)    cos^ £/,-{-  {cosii:ton<jq>  Y^  —  cose^-  cot</ q)  +  - 
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ist,  80  werden  die  60  Punkte  P  (bez.  deren  Gegenpunkte)  durch 
folgende  Kombinationen  der  Werte  £^,  £c,  Sb  (bez.  der  diese 
zu  180^  ergänzenden)  dargestellt  [s.  Fig.  14a),  29)  und  30)]: 


)) 


f  Pl .. 

•^^1?    *C|j    *6,5 

p 

-^11  •  •  • 

^r7i! 
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p,.. 
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p 
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*^a1 
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p.- 
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hi) 

1      ^^4?       ^*«> 
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p„... 
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7> 
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^9t] 

1    *c,,    «ft,, 

• 

P,  .. 

•^i^i?  *<?»;  *6j? 

Pl9  •  •  • 

^92) 

«C4,    ^6,7 

P 
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>abei  ist  fy.<  oder  >90®, 

je  nae 
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m  der  Punkt  P, 

in   dem  Dreiecke   B^  G^  I^   oder  in   dem  Dreiecke  B^  C^  F^ 
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liegt;  *(.  ist  <  oder  >90°,  je  nachdem  P^  in  dem  Vier- 
ecke Ci  Bj  ßj  Ey  oder  in  dem  Dreiecke  D^  £,  G,  liegt  und 
ft,„  ist  <  oder  >  90",  je  nachdem  P,  in  dem  Dreiecke 
.5,  D,  G,  oder  in  dem  Dreiecke  -Bj  A  C'i  ^egt  (Fig.  29 
lind  30). 

Für  die  Eoordiiiaten  t,  s  eines  Punktes,  dessen  Abstände 
%t  ff,,  «i,   sind,  erhält  man  daher: 


36  C) 


iSif>coig<p  cosdn 


yä      COS. 

^COfgtp  CQS8bt_        (hj) 

yi    cos  et,         (cj)  ' 


wobei  die  konstanten  Faktoren  i^,  A,  mit  Hilfe  der  Formeln 
35j^)  bis  f')  und  36o;)  bis  y)  leicht  zu  bestimmen  sind. 

ö.  Aus  den  Formeln  36  o)  bis  j')  ergeben  sieb  auch  so- 
fort die  senkrechten  Abstände  Q'i,,...(f'h„\  pV.—p's,;  e'c,---e'r,o 
derjenigen  Grenzflächen  des  eingeschriebenen  gleich  eckigen 
Polyeders  [XVI']  vom  Mittelpunkte,  welche  bez.  auf  den 
zweizähligen  Axen  0/^,  den  fiinfzähligen  Axen  OG  und  den 
dreizähligen  Äsen  OC  senkrecht  stehen. 

So  ist  z.  B.  [vergl.  34/)  und  340  »n  §  7'^]' 


36  f') 


r  (6,)  cot^ 


■"-y  r  _  (,. 


(t,)  cotg^fp 


r{g^)cos<p  _ 


■t((ßj)cOS(p, 


Pc"»"  cos  Er, 


=  77^(<^()«»'J'9'-' 


r(c,)colgq)  _ 
mV3 

Für  das  umgeschriebene  Diakishexekontaeder  [XVI]  er- 
hält man  entsprechend  die  Abstände  (>«,->-9a„;  9gf-Qs,\ 
pc, ■-■pc„  derjenigen  Schnittpunkte  vom  Centrum,  in  welchen 
sich  lömal  je  vier  Ebenen  auf  einer  zweizähligen,  6mal  je 
zehn  Ebenen  auf  einer  fiinfzähligen  und  lOmal  je  sechs 
Ebenen  auf  eiuer  dreizähligen  Ase  vereinigen.  In  den 
Formelu: 


pt,= 1 


P'i~r 


P^,= 
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sind  in  die  Ausdrücke  fiir  cosebt^  ^^hk}  cos^ci  oder  (6,),  (^^t), 

(c/)  die  Werte  r«=—  und  (7=   -  einzuführen.     So  ist  z.  B.: 
^  t  s 

r    _     2rm      ^^         2fang^<p  2bpt  . 


36  £) 


^    —tanatp     -  « xcotgw 

xcos^q>  ^        sxfvtp  ^ 


r  rni  .  1 


^s^i^     {9i)<^o^^        (    2 


( —    -  +  cotg^fp)  cosq> 


c.     V  8/     y-^ ^ ^._        2rcotgw r-=- 

TSitKpcosq)     a  5inV 

6.  Die  im  yorstehenden  gefundenen  Relationen  verein- 
fachen sich  für  die  besonderen  gleicheckil^en  Netze  und  die 
ihnen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder;  die  Abstände  g 
erhalten  besondere  Werte  (auch  0  und  oo)  und  werden  zum 
Teil  einander  gleich.  Mit  Hilfe  der  in  §  76  gegebenen 
Werte  und  unter  Benutzung  der  Tabelle  35  t),  l')  in  §  77 
wird  man  die  sämtlichen  Beziehungen  ohne  Mühe  erhalten. 
Es  sollen  daher  im  folgenden  nur  die  charakteristischen 
Werte  für  einige  besondere  Varietäten  der  gleicheckigen 
Netze  dieser  Gruppe  aufgeführt  werden. 

7.  a)   Fjür   die   konjugierte   Varietät   der  Netze  XI' 
[vergl.  23 /J)  in  §  21]  tritt  zu  der  Bedingung  &13 . . .  —  s  +  1  -=  0  . 
noch  diejenige: 

36g)  .,=^,  oder/-^^?'^^  =  0 

hinzu  y   d.  h.  die   Gleichung  des  im  Halbierungspunkte  von 
Gl  Cj  errichteten  sphärischen  Perpendikels. 

Die  charakteristischen  Relationen  für  t  u])d  s  (oder  für 
r  und  ö)  sind  also: 

36g')  t^'^^y,  .,=  1  und  r  =  ^^-^-?,    «T  =  l. 

Heia,  Knstltoilang.  24 
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7.  b)  Ist  -Pi  der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  C,  G,  C^ 
eingeschriebenen  Kreises ,  so  tritt  zu  der  Bedingung  —  s  -f  l  —  0 
aoch  diejenige: 


-  £(„   oder     ^  -  —  (b^f^  =  0  oder 


36,) 


--jf  +  3scos*ij 


;*y  cos'ip 


hinzu,  d.  h,  die  Gleichung  des  den  Winkel  G^CiB^  halbie- 
renden Hauptkreisea.  Damit  ergiebt  sich  entsprechend  3en 
Beziehungen  23 y)  in  §21  für  die  Archimedeische  Varietät: 

36)/)     f—  ■-     >    s  =  l  und  r-^ — -L  —  i    tf=l. 

'  3/5  2^5  +  1 

7.  c)  Wenn  der  Punkt  P,  mit  dem  Punkte  E^  (,§  54,  4. 
und  §  76,  8.),  d.  h.  mit  dem  Schnittpunkte  von  &,g  and  Cg 
zusammenfällt,  so  folgen  für  die  Varietnt  der  Netze  XI', 
deren '  Kckp unkte  die  Punkte  U  sind,  die  Beziehungen: 


y^ 


36  Ö)       *(,  - 


'■'-'  ,=1. 


8.  a)  Die  konjugierte  (nicht  konTese)  Yarietät  der 
Netse  XIII'  [S  23,  Formeln  25ß)  und  ß')]  ist  {lutch  die 
beiden  Gleicliungen : 

I  l„...t-scoa'r-0, 

charakterisiert,  aus  welchen: 

oß  n  ,       cotg<pcos<p  1 

Öb(l  1  = r^ t       6=— p= 

]/3  y^sintp 

folgt. 

8.  b)  Für  die  Archimedeische  Varietät  der  Netze 
XIII'  erhült  man  die  Gleichungen: 

6,5 . . ,  /  —  s  los^if  -=  0, 
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Ton  welchen  die  zweite  den  den  Winkel  B^  ö^  Cj  halbierenden 
Hauptkreis  darstellt.  Damit  ergiebt  sich  [vergl.  die  Relationen 
25  y)  in  §  23]: 

..,,  rx  ,  1  2y5 

21/5-3  7-y5 

9.  a)  Die  Archimedeische  Varietät  der  Netze  XXII' 
wird  durch  die  beiden  Gleichungen: 

fei4 . . .  —  ^  +  4  5  cos^cp  —  cotg^tp  cos^q>  =  0, 

oder  t  +  s  sin (pcosq)  —  cotg<p  cos^q)  =»  0 

bestimmt;  von  welchen  die  zweite  den  Halbierungshaupt- 
treis  des  Winkels  G^  B^  Cj  darstellt.  .  Damit  folgt  [vergl. 
52 /J)  in  §  36  und  33  g)  in  §  76]: 

36A')  <^^         ^  ,     s  ^ 


36A)    j         "■■ 


36^)     I 


j/5(4-y5)  51/5-9 

9..b)  Für  diejenige  Varietät  der  Netze  XXII',  bei  welcher 
die  Schnittpunkte  F  der  Diagonalen  des  Vierecks  die  Eck- 
punkte darstellen,  erhält  man  [vergl.  52 7)  in  §  36,  §  54 
und  §  55,4.,  33 1?)  in  §  76]: 

614  . . .  —  ^  +  4  ij cos^tp  —  cotg^(pcos^(p  =  0, 

^6  ...  t  —  COS^Cf.=0] 

woraus : 

36  it')  t  =  rOS^W.      5  =  1—7-0 — 

resultiert. 

9.  c)  Die  Varietät  endlich,  deren  Eckpunkte  die  Punkte 
I)  [§54,  4.  und  33-^)  in  §  76]  sind,  wird  durch  die  beiden 
Gleichungen : 

bi^..,  —  t  +  4:scos^(p  —  cofg^(pcos^<p^0j 


36  v) 


Cio ...  -  t—^—  —  2s  +  cotg^tp  =  0 


bestimmt,  aus  welchen 

n/,  »N  ^         .          1        1/5+2           cotg^wcos^q)      V'o  +  2 
36i;')  t^cotg(pcos'(p^^  ^-,  s=^^2 2VS 

folgt. 

24* 
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10.  Von  dem  aUgemeinsten  gleicheckigen  Netze  XVI' 
mögen  noch  einige  bereits  frillier  erwähnte  besondere  Varie- 
täten durch  die  zugehörigen  Werte  für  i  und  s  eharakteri- 
eiert  werden. 

10.  a)  Für  die  konjugierte  Varietät  frergl.  34i)  in 
g  28J  ei^ebeo  sich  aus: 


1 


30i) 


H 

oder 

aus 

den  Gleichungen 

B,. 

=  h.- 

.( - 

scosg)  =  0, 

*■•, 

-et,. 

J- 

colgtpcostp      ^ 
1/3 

I 


d.  h.  den  Gleichungen  der  in  den  Mittelpunkten  der  Kanten 
des  Dreieckes  C^B^G^  normal  errichteten  Hauptkreise,  die 
Werte: 

36S)  '-^Pf^'    '"1^ 

10.  b)  Die  Archimedeische  Varietät  der  Netze  XVI' 
bestimmt  sich  durch  diejenigen  Werte  fttr  /  und  s,  welche 
den  drei  Gleichungen  der  Halbieningshauptkreise  der  Innen- 
winkel des  Dreieckes  C\G^B,  [vergl.  7b).  8b),  9a}]  Genüge 
leisten,  nämlich  durch 

1ß,l  t-'^^  3-1/5-1 

10.  c)  Die  Bedingung 
36ß)  g,^...t^cos-<p 

bestimmt  alle  auf  dem  sphärischen  Perpendikel  -BiJ",  liegen- 
den Punkte  P,  (Fig.  29  und  30);  für  die  entsprechenden 
Varietäten  der  Netze  XVI'  liegt  der  Wert  für  s  zwischen  1 
1 


3G«)  c,,-..^t'^- 
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charakterisiert  diejenigen  Varietäten,  für  welche  der  Eck- 
punkt Pj  auf  dem  Bogen  B^D^  des  Hauptkreises  c^,  liegt, 
und  endlich  werden  durch  die  Bedingung 

36r)  Cg...  f  =  ssin2(p 

alle  diejenigen  Varietäten  bestimmt,  für  welche  der  Eck- 
punkt Pj  auf  dem  Bogen  DiE^  des  Hauptkreises  Cg  liegt 
[vergl.  die  Bemerkung  nach  36  0)], 

11.  In  dem  durch  die  Hauptkreise  6,  g  und  c  bestimmten 
sphärischen  Gebilde  (Fig.  29  und  30)  lassen  sich  fernerhin 
die  Hauptkreise  d,  e,  /',  welche  bez.  die  Polaren  zu  den 
Punkten  D,  ^,  F  sind,  konstruieren  und  so  weitere  Schnitt- 
punkte erhalten,  welche  besondere  Varietäten  der  gleich- 
eckigen Netze  dieser  Gruppe  bestimmen  und  für  welche  die 
charakteristischen  Werte  von  t  und  s  oder  t  und  ö  nach 
dem  Vorstehenden  leicht  bestimmt  werden  können.  Be- 
merkenswert ist,  dass  diese  Werte,  wie  auch  die  im  vor- 
hergehenden aufgeführten,  meistens  irrational  sind.  Auch 
lassen  sich  die  rechtwinkligen  Koordinaten  jener  Punkte  mit 
Anwendung  der  Formel  35a)  in  §  77  leicht  erhalten. 


§  79.    Analytische  Darstellung  der  Hauptkreise 

der  gleicheckigen  Netze. 

1.  Die  Gleichungen  der  Hauptkreise  eines  Netzes  XVI', 
sowie  der  besonderen  gleicheckigen  Netze  dieser  Gruppe 
lassen  sich  mit  Hilfe  der  in  den  beiden  vorhergehenden 
Paragraphen  entwickelten  Formeln  in  rechtwinkligen  Koor- 
dinaten oder  in  den  Ableitungskoeffizienten  t  und  s  (als 
Gleichungen  der  entsprechenden  Geraden  der  Abbildung) 
ohne  Schwierigkeit  aufstellen  imd  so  auch  die  bereits  im 
§  54,  3.  hervorgehobenen  Lagebeziehungen  imd  Gruppie- 
rungen analytisch  verfolgen. 

2.  Die  90  Hauptkreise  des  Netzes  XVI'  zerfallen  in 
drei  Gruppen  von  je  30  (vergl.  §  54,  4.);  von  den  Haupt- 
kreisen jeder  Gruppe  gehen  je  zwei  durch  einen  Punkt  B 
hindurch  [s.  Fig.  14a)]. 
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2.  a)  Die  30  Hauptkreise  der  ersten  Gruppe  (z.  B.  P,  P„) 
etebeu  auf  den  Kanten  Jli  C,  des  Symmetrieuetzes  in  den 
Punkten  Jp  [Fig.  14j3)]  senkrecht.  Die  Gleichuug  des  Haupt- 
kreises i\l',,  ist: 


37«)    a;fosfj,  —  f  cosfö,,  =0  oder  x  —  s:taii(/ii(t,^0 
[vergi.  Formel  34ij)  in  §  28J   oder  in  den  ÄbleituugakoeiB 
zieDten,    wenn  /, ,  s,   die   Koordinaten    des   Punktes    P,   und 
t,  s  laufende  Koordinaten  bedeuten: 

37/S)  s-Ä,=0. 

Die  Gleichungen  sämtlicher  Hauptkreise  dieser  Gruppe 
lassen  sich  leicht  unter  Anwendung  der  in  den  Torhergeheu- 
den  Paragraphen  gegebenen  Regeln  erhalten.  Die  Pole 
dieser  Hauptkreise  liegen  auf  den  Kanten  i/,tf,  und  awar 
zwischen  7?,  und  E^,  bestimmen  also  je  eine  Varietät  der 
gleicheckigen  Netze  XI'.  Zu  den  in  diesen  Polen  an  die 
Kugel  gelegten  Bertthningsebeneu,  also  zu  den  Grenz&ächen 
je  einer  Varietüt  der  gleichflächigen  Polyeder  [Xrj  sind  die 
Ebenen  jener  Hauptkreise  parallel. 

Man  erhält  die  charakleriati scheu  Werte  /', ,  s',  für  die- 
jenige Varietät  eines  solchen  Netzes  XI',  welche  einem  durch 
die  Werte  t^,  .s,  bestimmt«n  Netze  XVI'  entspricht,  einfach 
dadurch,  dass  man  die  Gleichung  desjenigen  Hauptkreises 
dieser  Gruppe  aufstellt,  dessen  Pol  auf  If,  G^  liegt.  Als 
die  Gleichung  dieses  Hauptkreises  Pas -^se  ergiebt  sich: 

äly)  ycosfö,,  +  zcosst^  =0 

oder: 

37}'')  /-.-"^  -  +8(2*-, -cotocp)=0. 

Hieraus  folgen  [vergl.  die  Formeln  35/J)  und  35»")  des  §  77] 
die  Koordinaten  des  Pols: 


1 
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Man  bestätigt  leicht,  dass,  wenu  für  Sj  die  den  Punkten 

7>'|   und  (.'[  entsprechenden  Werte  in  diese  Formel  eingesetzt 
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werden,  die  Koordinaten  der  Punkte  B^  hez.  E^   [§  78,7c) 
unter  36  d)]  resultieren. 

2.  b)  Die  30  Hauptkreise  der  zweiten  Gruppe  (z.  B. 
PiPi(^  stehen  auf  den  Kanten  JSiGi  in  den  Punkten  Je 
[Fig.  14/))]  senkrecht.  Hier  sind  die  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden (yergl.  §  54,  4.) ,  ob  der  Punkt  Je  zwischen  B^  E^ 
oder  zwischen  JE,  G^  liegt. 

In  dem  ersteren  Falle  sind  die  Ebenen  der  30  Haupt- 
kreise parallel  zu  den  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XIII], 
welches  in  den  Polen  dieser  Hauptkreise,  den  Eckpunkten 
des  zugeordneten  Polarnetzes,  der  Kugel  umgeschrieben 
ist.  Die  Varietät  des  durch  diese  Pole  bestimmten  gleich- 
eckigen Netzes  XlII'  ergiebt  sich  aus  den  Koordinaten  für 
den  auf  B^  C^  liegenden  Pol  des  Hauptkreises  P^^  P^^,  näm- 
lich aus: 


/ 


,  t—s.cos'-w 

'*      mstn(pcos(p 


37«)  {  y'i^o, 


tn 
durch  die  Werte: 

bestimmt. 

Werden  in  diese  Formeln  ftlr  t^j  s^  bez.  die  Koordinaten 
der  Punkte  P|,  E^  eingesetzt,  so  resultieren  diejenigen 
der  Punkte  JBj,  C,. 

Liegt  im  zweiten  Falle  der  Punkt  Je  zwischen  E^  und 
Gij  80  liegen  die  Pole  der  Hauptkreise  auf  den  Kanten,  CG 
und  zwar  zwischen  C^  und  F^.  Die  Ebenen  der  Hauptkreise 
sind  alsdann  zu  den  Grenzflächen  bestimmter  Varietäten  der 
Polyeder  [XXII]  parallel;  die  Varietät  der  gleicheckigen 
Netze  XXII',  deren  Eckpunkte  jene  Pole  sind,  ergiebt  sich 
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aus   den    Koordinaten    des    zwischen    C\    und   F^    Hegenden 
Poles  (vergl.  Fig.  29)  des  Hauptkreises  PigP,,: 


^ 


37,) 


,■ 

-  r(cos,^,vs,^  -  cos,,.  «»,.„)  ^  ^  (1-s.)  (-  ^  +2.,,) , 

;/',=-  r(cosfs,tosSi„  -  coss^,,  cöSE».)  =  — ^^  (t— 5i)  (  ~^t 25^  00*791 

liurcb  die  Werte:                                                                             B| 

0) 

bestimmt.  Setzt  man  in  diese  Formel  fOr  /^,  s,  bez.  die 
Koordinaten  der  Punkt«  £,,  G,  ein,  so  ergeben  sich  die- 
jenigen der  Punkte  C'i,  F^. 

'J.  c)  Die  30  Hauptkreise  der  dritten  Gruppe  endlich 
(z.  B.  Pj  Pj)  stehen  auf  den  Kanten  C^  G^  in  den  Ponkten 
Jft  [Fig.  14^}]  senkrecht.  Auch  hier  sind  wesentlich  zwei 
'  Hauptfälle  zu  unterscheiden  (vergl.  §  54,  4.),  je  nachdem 
der  Punkt  J,,  zwischen  C^  Fi  oder  zwischen  F^  G^  liegt,  wo- 
bei im  zweiten  Haupttalle  sich  die  beiden  Cnterfalle  er- 
geben, je  nachdem  der  Punkt  J^  zwischen  P",  D^  oder 
zwischen  U,  G,  liegt  (s.  Fig.  29). 

Wenn  der  Punkt  J*  im  ersten  HauptfaJle  zwischen 
C\  f,  liegt,  so  sind  die  Ebenen  der  30  Hauptkreise  parallel 
zu  den  Grenzflächen  eines  Polyeders  [XI j,  welche  in  den 
Polen  dieser  Hauptkreise  die  Kugel  berühren.  Diese  Pole 
bestimmen  eine  solche  Variettlt  eines  Netzes  XI',  für  welche 
die  Eckpunkte  zwischen  -E^G,  liegen,  also  auf  demjenigen 
Hogen,  welchen  die  Eckpunkte  der  Varietäten  37 iS)  [unter  a)] 
nicht  einnehmen.  Die  charakteristischen  Werte  für  jene  Va- 
rietüt  folgen  aus  den  Koordinaten  für  den  Pol  des  Haupt- 
kreises P.,  P.-f..     Aus 
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^  2m    \      *  cos^fp         / 

folgen  die  Werte: 

37x)         ri  = : — ^ smwcosw.   s^,  =  1. 

^  ^  tang^fp 

*  cos*  9? 

Werden  in  diese  Formel  für  t^^  s^  bez.  die  Koordinaten 
der  Punkte  C^,  F^  eingesetzt,  so  resultieren  diejenigen  der 
Punkte  E^,  G^. 

Im  zweiten  Hauptfalle,  in  welchem  Jt  zwischen  jP^ 
und  G^  liegt,  nehmen  die  Pole  der  Hauptkreise  auf  den 
Kanten  C\  G^  ihre  Lage  zwischen  G^  und  F^  ein  und  zwar 
entspricht  einem  zwischen  Fj^  D^  und  D^  G^  liegenden  Punkte 
Jb  bez.  ein  zwischen  G^  D^  und  D^  F^  in  Beziehung  auf  den 
gemeinsamen  Punkt  D^  symmetrisch  liegender  Pol.  Die 
Ebenen  der  Hauptkreise  sind  also  zu  den  Grenzflächen  be- 
stimmter Varietäten  der  Polyeder  [XXII]  parallel  und  zwar 
solcher,  welche  unter  b)  [Formel  37 -9")]  ausgeschlossen  waren. 
Man  erhält  die  für  die  Varietät  des  entsprechenden  gleich- 
eckigen Netzes  XXII'  charakteristischen  Werte  t\^  sf^  aus 
den  Koordinaten  für  den  Pol  des  Hauptkreises  P^P^^: 

afj^==r  (cos  €t,^  cos  £(^  —  cos  £&,  cos  £^,  J 


37  A) 


r 
2m^  sin^ 


-v~  i — \ 45.  +  cotg^w)  (^  —  cös*9), 

m 

t/i^r  (cos  iö,  cos  fft,  —  cos  £&,  cos  Bt,J 

T-ö-  ( — I is^  +  cotg^if)  (t^  —  cotgq)  cos^tp\ 

tnr(p\COS^(p  ^  if   ^j\^  ^^  ^n 


2  m*  5iV 

^1  =  r  (cos^t^  cosst^  —  cosBt^  coset^) 

=  — ^    o    .  ^    ( — I As.+cotg^w).L. 

2m^  sin^(p\cos^(p         ^         -^^y    u 

aus  welchen: 
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,       li  tätig  tp-\-rot(i^cos^<p    . 


37  rt 


,    —  Sin' Ol 
cos'fp 

folgt  Man  bestätigt  leicht,  daas,  wenn  für  /,.  s,  bez.  die 
EoordiuateD  der  Punkte  F^,  l)^,  G^  in  diese  Formeln  sub- 
stituiert werden,  diejenigen  für  die  Punkte  G,,  D,,  F^  sich 
ergeben.  Die  erste  Formel  ändert  sieb  uicbt  durch  die 
Vertanscbung  von  Ij  und  (',. 

2.  d)  Die  unter  a.)  bis  c)  hervorgehobenen  Beziehangen 
fitr  die  Lage  der  Punkte  J  und  der  Pole  der  Hauptkreiae,  welche 
die  Eauten  des  Netzes  XVI'  bilden,  stellen  sich  sehr  anschau- 
lich dar,  wenn  man  den  Punkt  Je  suceesaive  den  Umfang  des 
Dreieckes  i/,  C\  0^  durchlanfen  liisst.  Der  entsprechende 
Pol  durchläuft  dann  in  entgegengesetztem  Sinne  den  Umfang, 
ivobei  die  folgenden  untereinanderstehenden  Punkte  sich  ent- 
sprechen und  im  Punkte  7),  wiederum  das  Zusammenfallen 
stattfindet: 

(  B,aF,D,G,E,B„ 


37.) 


yji,E^G^D^F,CtB,. 


Diejenigen  Beziehungen  zwischen  den  Formeln  37  d)  und 
37£);  37*)  und  37sc);  37;*),  welche  sich  dementsprechend 
durch  bezügliche  Vertausehung  der  Grössen  /,,  s,  nnd  t\, 
5*1  ergeben,  wird  man  leicht  erkennen. 

3.  Die  Hauptkreise  der  Netze  XI',  XIII'  und  XXII' 
lassen  sich  als  besondere  Fälle  der  Hauptkreise  des 
Netzes  XVI'  (vergl.  §  54,5.)  erhalten  und  durch  die  zuge- 
hörigen charakteristischen  Werte  für  l\,  s*,  kennzeichnen, 
indem  man  in  die  unter  2.  hergeleiteten  Formeln  die  beson- 
deren Werte  für  Z,,  s,  [aus  35t),  i')  des  §  77]  einführt. 
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§  SO.    Yeränderliches  Pentagonhexekontaeder- 
netz   XXYII  und   zugeordnetes   gleicheckiges 

Netz  XXYII'. 

1.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  eines  Netzes  XXVI  l 
(vergl.  §  43  nnd  §  55),  welche  eine  Kombination  der  Eck- 
punkte G,  C  und  der  60  Eckpunkte  P^,  P^...  (Fig.  25/3) 
eines  Netzes  XXVII'  bilden,  sind  bereits  in  §  64,  29 jS),  y) 
und  in  §  75,  4.  dargestellt  worden  [vergl.  auch  35d),  b)  in 
§  77  und  360),  O  in  §  78]. 

2.  a)  Von  den  Kanten  eines  Netzes  XXVII  gehen  (vergl. 
§  55,  3.)  60  zu  je  fünf  unter  gleichen  Winkeln  von  72" 
gegeneinander  geneigt  durch  die  Punkte  G  und  G\  Die 
Pole  dieser  Hauptkreise  liegen  zu  je  zehn  auf  einem  Haupt- 
kreise  g  und  bestimmen  ein  Netz  XXVII',  dessen  Varietät 
sich  aus  den  Koordinaten  des  Punktes  ergiebt,  welcher  der 
auf  -Bj  JF\  liegende  Pol  des  Hauptkreises  G^  Pjg  ist.  Für 
diese  Koordinaten  erhält  man: 

of^  =*  r  cosq)  cosst,^^  =  — ——  (1  —  sj  costp^ 
38«)  ^  y  =  rsinq>  cosfb,^  ■=  — ^— ^  (1  —  ^i )  stntp^ 

fim 

z^r  (sinw  cos  et,  —  cosw  cos  £6..)  =  — -     (s.  —  t): 

damit   ergiebt    sich    die    Varietät   des   Netzes  XXVII',   als 
gyroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XVI',  durch  die  Werte: 

,a)^ h:zh 

^        —  ^1  +  2si  sin^g)  +  sing)  cosq> 

bestimmt  [vergl.  36())  unter  10c)  in  §  78]. 

2.  b)  Weitere  60  Kanten  gehen  zu  je  dreien  unter  gleichen 
Winkeln  von  120^  gegen  einander  geneigt  durch  die  Punkte 
C  und    C;   die   Ebenen    dieser    Hauptkreise    sind    zu    den 


I 


3hO    fünftfB  Kap.  Anal. DarsteÜK.  d.gleichMilch.Uid.eU'.Netxe  etc. 

Grenzfläeben  der  gyroidischen  Hemiedrie  eines  solchen  Dia- 
kiahexekontaedera  parallel,  bei  welchem  die  Berabruogs- 
puiilcte  der  Grenzfl liehen  zu  je  sechs  auf  einem  Hauptkreise 
c  liegen.  Die  Varietiit  des  durch  diese  Berührungspunkte 
bestimmten  Netzea  XSVII'  ergiebt  sich  aus  den  Koordinaten 
des  auf  /J,  i),  liegenden  Poles  des  Hauptkreisea  C\o  F^  oder 
des  auf  D^  £.',  liegenden  Poles  des  Hauptkreisea  C^,  P^  [e. 
Fig.  2öß)  und  29J. 

2.  c)  Endlich  gehen  30  Kanten  durch  je  einen  der 
Punkte  ß  und  li';  die  Ebenen  dieser  Hauptkreise  sind  pa- 
rallel zu  den  Grenzflächen  eines  der  Polyeder  [XI],  [SXD] 
oder  [XIIIj,  Man  erhült  die  Varietiit  der  durch  die  Pole 
jener  Hauptkreise  bestimmten  gl  eich  eckigen  Netze  XI', 
XXII',  Xin'  aus  den  Koordinaten  des  auf  B^  E^  G,  liegenden 
Poles  des  Hauptkreises  ßnP!^,  oder  des  auf  (tj  Z>,  ^,  C, 
liegenden  Poles  des  Hauptkreises  B^^  P^^  oder  endlich  des 
auf  C\  Ji^  liegenden  Poles  des  Hauptkreises  i'jj  P^.. 

3.  Die  Eckpunkte  ^i,  S^^--  [^''g-  25^)]  des  dem  Netze 
XXVII  zugeordneten  gloicheckigen  Netzes  (§  55)  sind  die 
gjroidische  Hemigonie  eines  Netzes  XVI'.  Die  zwischen 
den  Punktsystemen  P  und  ^  bestehende  Steinersche  Ver- 
wandtschaft lässt  sich  wiederum  durch  folgende  I^lationen  . 
charakterisieren,  in  welchen  die  aceentuierten  Grössen  &'.,^, 
9"'i-.,  ^'e,;  t\,  s\  den  Punkten  ^  entsprechen. 

Aus  den  Gleichungen  64a)  des  §  43: 

39)    *^,-|-*V,-36'',  *.,4-»'.,-60'',  *6.-|-*'s,=90«', 

folgen  mit  Benutzung  der  Formeln  34  £)  in  §  28,  sowie 
derjenigen  36o:),  Söy')  und  ibß)  des  §  77  leicht  die  drei 
Beziehungen  zwischen  den  Koordinaten  l,  s  des  Punktes  P, 
und  denjenigen  /, ,  s,   des  Punktes  ^./. 

i      (l  -  ,v,)  {s\  -  t\)  •:Ot(/<p  +  [_\  -s\  )  (s,  --  f,)  colg^f  I 
?,{\u)\  1  1  =  0 
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^2  -  +  45j  -  cotg^^      —^  -  cog^q> 


39/J) 


=0, 


39  y) 


(1  —  5i)  ( 1  —  s\)  cotg^cp  cos^(p 
-  (t,  -  s,  cos^cp)  (t\  -  s\  eosV)  -^2-  j 


-=0. 


Je  zwei  dieser  Gleichungen,  welche  durch  Vertauschung 
der  accentuierten  und  der  nicht  accentuierten  Grössen  un- 
geändert  bleiben^  gestatten,  die  Werte  f^,  Sj  oder  t\^  s\, 
d.  h.  die  Koordinaten  zweier  konjugierten  Pole,  in  einfacher 
Weise,  die  einen  durch  die  anderen  auszudrücken. 

Für  t^^t\^t,  6\«5'i=s  erhält  man  aus  39a),  39/3), 
39 y)  die  Gleichungen  der  drei  Linienpaare  (oder  der  Haupt- 
kreispaare auf  der  Kugel),  welche  durch  die  vier  Basis- 
punkte der  Verwandtschaft  hindurchgehen;  diese  drei  Paare 
von  Hauptkreisen  gehen  durch  die  Mittelpunkte  2^,  Tg,  Tj, 
T^  der  vier  Kreise,  welche  bez.  dem  Dreiecke  G^C^B^  (dem 
Diagonaldreieck  des  Kegelschnittbüschels)  und  den  Neben- 
dreiecken CiB^G\^  B^G^C\  und  G^C^B\  eingeschrieben  sind. 

Als  Gleichungen  dieser  Linien-  (oder  Hauptkreis-)  paare 
•erhält  man: 

39 d)  2(l-s)(s~0cö^V \-{s-ty+{\-s)^cotg^(p=0', 

2 g—  +  4s  —  cotg^(p      -  '^ cotg^q> 


396) 


-[^-^'^^  +  ' 


+  4s 


coig^<PJ 


2 


=  0-, 


1 


39g)      (l-sycotg\cos^(p ^  {t-SCOS^qf^O:, 


d.  h.: 


COS^(p 
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(  T,Tt...t-2scos*,p  +  cotg''tp  =  0 
39*')  [vergl,  36x}  in  §  78J, 

l  T^T^...—  t+ 2s sin* ip-i-sinipco^<p  =  0; 

I  T,  Tb  ...  3(  -  Gs  rasV  +  colg^cp  cos*ip  =  0 
31tE')  [vergl.  36.?)  in  §  78], 

I  T^T^..,t  +  2scos*'p~eotg'^pcos*tp  =  0■, 

l  T,  T^...t  +  8  8inipC08ip  —  rolffipC'.l3*q)'=0 

S9t')  ['crgl.  aei)  in  g  78], 

I  T„  Tj, ...  t  —  s cotff^fciis^v  +  colf/ip  co's^ip  -^O; 

und    als   Koordinaten   der   vier   Basispunkte   7*,,   jT,,   7"^,  T^ 
resultieren : 


39.,) 


,  ^\ 

T 

'      3  ■ 

,      3V5- 

'    "    e 

T 

-I^^ 

2 

-      5V»- 

[vergl.  36n1  in  §  78j; 


21/5  +  3^ 

1 


S  =  COS*tf. 


In  die  Formeln  39  k")  bis  39  .j)  lassen  sich  leicht  die 
costt,  einführen  und  damit  die  entsprechenden  analytischen 
Ausdrücke  in  rechtwinkligen  Raumkoordinaten  herleiten. 

4.  Die  Kanten  der  gleiclieckigen  Netze  XXVII'  (vei^I. 
§  55,  1.)  gehen  durch  die  auf  den  Hauptkreisen  g,  c,  6 
liegenden  Eckpunkte  des  PoJametzes  hindurch.  Die  Glei- 
chungen dieser  Hauptkreise,  welche  zwei  Gruppen  von  je  60 
und  eine  Gruppe  von  30  Hauptkreisen  darstellen,  sowie  die 
Varietäten  der  durch  die  Pole  dieser  Hauptkreise  (die  Eck- 
punkte des  zugeordneten  Polametzes)  bestimmten  gleich- 
eckigen Netze  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  unter  Benut- 
zung der  gegebenen  Formeln  erhalten.  Ebenso  einfach  ge- 
staltet sich  die  Anwendung  der  im  vorstehenden  entwickelten 
Beziehungen  auf  die  den  Netzen  XXVII'  ein-  und  umge- 
schriebenen i'ülyeder. 


Sechstes  Kapitel. 

Anwendungen  nnd  Erweiterungen  der  bisherigen 

Betrachtungen. 

Erste  Abteilung:  Beziehungen  zn  gewissen  Problemen 
der  Algebra  nnd  der  Fnnktionentheorie. 


§  81.  Die  Kugel  oder  die  Projelitionsebene  als  Trägerin 
des  Wertgebietes  einer  komplexen  Yariabeln. 

1.  Wir  wollen  zunächst  die  Beziehungen  kurz  hervor- 
heben, welche  die  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  gewon- 
nenen Resultate  zu  gewissen  Problemen  der  Funktionen- 
theorie und  der  Algebra  darbieten.  Durch  die  (in  §  2,  S.  2 
u.  3  zitierten)  Arbeiten  von  Riemann,  Schwarz  u.  a. 
einerseits  und  diejenigen  von  F.  Klein,  Wedekind,  Gor- 
dau,  Brioschi,  Puchta  u.  a.  andererseits  ist  die  Be- 
deutung der  von  uns  in  massgeometrischer  Hinsicht  be- 
handelten Probleme  der  Kugelteilung  für  die  angegebenen 
Disziplinen  der  Mathematik  aufgedeckt  und  genauer  unter- 
sucht worden. 

Was  insbesondere  die  Beziehungen  zur  Algebra  und 
der  Theorie  gewisser  binärer  Formen  anlangt,  so  sind  diese 
zuerst  von  F.  Klein  erkannt  worden,  welcher  auch  den  Zu- 
sammenhang dieser  Probleme  mit  den  von  Riemann  imd 
eingehender  von  Schwarz  behandelten  dargelegt  hat. 

2.  Wir  beschränken  uns  darauf,  die  wesentlichsten 
dieser  Beziehungen,  unter  welchen  sich  auch  einige  —  bis- 
her nicht  bemerkte  —  finden  dürften ,  in  diesem  Abschnitte 
hervorzuheben  und  schlagen  hierbei  den  umgekehrten  Weg 
ein,  als  welcher  in  den  aufgeführten  Arbeiten  befolgt  wurde. 

3.  Indem  wir  zunächst  von  den  im  Kap.  IE  hergeleiteten 
regulären  Netzen  I  bis  VII  ausgehen,  projizieren  wir  die- 
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selben  stereographisch  auf  die  Ebene  eines  der  Sjmmetrie- 
hauptkreise  dieser  Netze,  (Die  beigefügten  Figuren  stellen 
sämtlich  derartige  stereo graphische  Projektionen  dar.)  Eine 
Holtihe  Abbildung  ist  bekanntlich  eine  konforme,  d.  h.  die 
sphärische  Figur  und  ihr  ebenes  Abbild  sind  in  den  kleinsten 
Teilen  ähnlich  (isogonal). 

Als  Ebene  der  Abbildung  wählen  wir  in  der  Regel  die 
bei  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  benutzte  Xl'- 
Ebene,  als  Projektionspunkt  den  Endpunkt  der  abwärts  ge- 
richteten (negativen)  Z-Ase.  Alsdann  werden,  wenn  die 
rechtwinkligen  Koordinaten  eines  projizierten  Punktes  (x. 
y,  z)  der  Kugelfläche,  dessen  polare  Koordinaten  £„,  ©,  sind, 
durch  £,  tj  bezeichnet  werden,  die  Beziehungen  zwischen 
den  Elementen  des  sphärischen  Netzes  und  der  ebenen  Ab- 
hitdiing  desselben  durch  die  Formeln  dargestellt: 


:*z,-Ti7«'  y 


Jl'ii^  .  ..     J'-^i 


i'^+ri^+r"    ^      i.''+f+r'  V+ 1}'+ r'" 


iOß) 


^+11' 


(r  —  s)  =  c  lang  J  £„  cosS-, 


ä)^  riang  \  i^siii 


wobei  tg  den  sphärischen  Abstand   eines  Punktes  der  Kugel 
vom  Gegenpunkte  des  Projektionspunktes  bedeutet. 
Die  komplexe  Variable: 
41  or)  S  -  r  (t  +  t]i}  ^  ,■  ta«g^  f„  e'-'- , 

oder  in  homogener  Form,  wobei  i^-^r  der  Längeneinheit 
entspreche : 

41/3)        p  --  S  +  »31  =  fang-^i^  (cos&g  +  i  smd„), 

stellt  alsdann  die  Gesamtheit  der  Punkte  der  Kugelfläche 
oder  der  Projektionen  derselben  auf  die  |)/-Ebpne  dar,  je 
nachdem  die  Kugelfläche  oder  die  Projektionsebene  als  Trä- 
gerin des  Wertgebietes  der  Variabein  l  +  T/i  aufgefasst  wird. 
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Die  Endpunkte  der  positiven  und  der  negativen  Z-, 
X'  und  F-Axe  entsprechen  beziehungsweise  den  Werten 
5«0,  00;  1,  —  1;  i,  —  i,  wobei  r  gleich  der  Längeneinheit 
angenommen  ist. 


§  82.  Darstellung  der  regulären  und  der  gleich- 
eckigen  Netze  der  ersten  Hauptklasse. 

1.  Die  Eckpunkte  der  beiden  regulären  Netze  I  und 
n  (§  8  und  §  59)  der  ersten  Hauptklasse  werden,  wenn  die 
Ebene  des  Hauptäquators  a  als  ^i^- Ebene  gewählt  wird, 
durch  die  komplexen  Werte: 


360^  .   .   .   ,360*^ 


2/7ri 


la)   t^'^cosl \-isinl =e  »•  ?  Z  =  0, 1,2, ... w  — 1, 

IIa)  £  =  0,  00, 
d.  .h.  durch  die  Wurzeln  der  Gleichungen: 

Iß)  f»-  1  ^  0  oder  F,  =  £,«-  £2"=  0, 

Hß)  H     i,^^() 

dargestellt. 

Die  Hessesche  Determinante  der  binären  Form  F^  ist, 
abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor  —  n*(n— 1)*: 

42«)  fi,^a,6,)«-«^i7-«; 

die  Gleichung: 
42^)  fli=(Sj£,)-»-=n 

stellt  also  die  beiden  n-  2 -fach  zählenden  Eckpunkte  des 
Netzes  II  dar. 

Als  Jacobische   Determinante   von  JF\  und  H  erhält 
maU;  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor  2n: 

42y)  i^,=^£,«  +  g,- 

die  Gleichung: 

42*)  *  JP,  =  gi»  +  g8-^0 

stellt  also   die   Eckpunkte   eines   Ereisteilungsnetzes   I   dar, 
welches  aus  dem  obigen  (1/3)  durch  eine  Drehung  von  der 

Hess,  Kngelftailang.  25 


Eff- 
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Amplitude um  eine   der   beiden  w-zühligen   Hauptaxea 

reaaltieit.     Dieser  Drehung  entspricht  analytisch  die  linear« 
Substitution: 


42.)  ^^t{c 


180"  ,  .  .    Iß0"\      ^ 


2.   Die  Gleichung  (Ereisteilungsgleichung): 
1(3)  ^",  =  0  oder  e'-l=-0 

hat  die  Eigenschaft,  durch  die  linearen  Siibetitutioneo: 

42t)  £,  «5,  1%...^"-'^,  G  =  e-  j 

ungeäodert  zu  bleiben ,  wobei  durch  diese  Transform&tioDeD 
jede  Wurzel  £i  in  jede  andere  ?„,  verwandelt  werden  kann. 
Diesen    linearen   Transformationen    entsprechen   geometrisch 


zähligen  Hauptaien. 

Ebenso  bleibt  die  Gleichung  (Iß)  durch  die  Substitu- 
tionen : 

. ^    .  1       f       i»  s"-' 

42,)  ^,-^,    ^,-..— 

ungoiindert;  denselben  entsprechen  Rotationen  von  der  Am- 
plitude 180"  um  je  eine  (oder  die  entgegengesetzt  gerichtete) 
der  2n  zweizHhligen  Queraxen  (§  10,  3.) 

Dieselbe  Eigenschaft,  durch  die  linearen  Substitutionen 
[42t)  und  42»;)]  ungeäudert  zu  bleiben,  kommt  den  beiden 
Gleichungen: 

42*)  lf  =  £''  =  0 

und 

42.)  F^  —  p'+l^O 

zu;  zwischen  den  linken  Teilen  der  Gleichungen  besteht  die 
einfache  Relation: 

42x)  JP,=  -i^*  +  4if"  =  0. 

lüt  n=^2})  eioe  gerade  Kahl,  so  bleiben  diese  drei 
Gleichungen  auch  durch  die  linearen  Substitutionen: 
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42A)  --g,    --g,    -y'---g- 

uugeändert.  Diese  Sabstitutionen  unterscheiden  sich  wegen 
£''  =  — "1  nur  durch  die  Anordnung  von  denjenigen  42ij), 
da  durch  die  Drehung  von  180**  um  eine  der  zweizähligen 
Azen  je  ein  Wurzelpunkt  mit  seinem  Gegenpunkte  zur 
Deckung  gebracht  wird. 

3.   Bilden  wir  nun  aus  je  zweien  der  Gleichungen: 

43a)-  fi  =  g/'-l  =  0  oder  g^-gj^-O 

43/J)  f3  =  gi'  +  1^0     „     gi"  +  £,^'  =  0 

43y)  HP=.t"        =0     „     tx't,"     =0 

diei'  Gleichungen: 

44a)     f,«-XiÄ-''  =  0,  d.h.  ^p+l-{2  +  X,)tP  =0 

oder  ti*P  +  S,«"  -  (2  +  X,)  g^"  g,f       =  0, 

44^)     t,»-X,J?i'  =  0,  d.h.  g«/'  +  l-(X,-2)p'=0 

oder  gl*"  + 1,*"  -  (Xg  -  2)  g^^  g,"      =  0 , 

44y)     fi*-X3f,«  =  0,  d.h.  g*"+l-2  |t^g».  =  0 

8 

oder  tt'^  +  t,^J'  -  2  i-±^  g»"  g,/'  =  0, 

SO  sind  dieselben  sämtlich  in  der  Gleichung: 

44)     ei*^  +  l-Xe/'  =  0  oder  g,2/>  +  g^2^_Xg,pe,p  =  0 
enthalten,  wobei:  . 

,    45a)  X  =  2  +  X,=  X,-2  =  2-|^-^ 

einen  komplexen  Parameter  bedeutet. 

Die  Gleichung  (44)  hat  ebenfalls  die  Eigenschaft,  durch 
die  Substitutionen  [42  g)   und   42 17)]   ungeändert  zu   bleiben 

(  .  —  .    \      . 

\wenn   p  statt  n  gesetzt  wird,  also  6  =  e  ^    isty;  dieselbe 

stellt  für  jeden  Wert  des  Parameters: 

45/J)  X  =  A  +  fii 

2p  Punkte  der  Kugel  (bez.  der  S^ -Ebene)  dar,  welche  sich 

als  die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Netzes  XXV  (§  40)^ 

d.  h.  eines   sägerandigen   (2 +  2|>)- flächigen   2|9-Ecka 

26  ♦ 
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ergeben.  Denn  bilden  wir  umgekehrt  die  Gleicbong,  deren 
Wurzeln  die  2p  Werte  für  g  sind,  welche  den  Eckpunkten 
eines  Netzes  XXV  entsprechen,  so  resultiert,, da  die  p  oberen 
Punkte  [vergl,  3a)  in  §  58]  durch: 

üd)  t"  —  langt'  J  t, .  e""  =  Ü, 

die  p  unteren  Punkte  [vergl.  So')  in  §  58J  durch: 

440  f'-cotg^  i  f,.«"'"'  — 0 

durgestellt  werden,  für  den  Verein  dieser  Punkte  die  Glei- 
chung: 

oder: 

'  44)  ■  £'>>+l-X£"  =  0, 

wobei : 
45^)  X-=((hwj''  l  i„-\-c<Agf  J  *„)f[W>t:T +  ('(/«>!(/'■  J  fa—  coig''  J  t^sinux 

ist.  Dem  konjugierten  Werte  l-(ii  für  X  entspricht  die 
Gruppe  der  2p  Eckpunkte  des  vollzähligen  Netses  A'IT]", 
wek'he  die  andere  (gyroidische)  Hemigonie  desselben: 

.       445')   &-  fnwf  Jf„.f-"")(£''^cö/^'4£„.e'"")  =  0 
darstellen. 

Alle   2p   Wurzeln   t,  =  -J  der  Gleichung  44)  lassen  sich 

aus  einer  beliebigen  durch  die  —  von  X  unabhängigen  — 
linearen  Substitutionen  42£)  und  42?;)  (für  n=p)  ableiten. 
Der  Wert  von  X  45y)  ergiebt  sich  daher  auch  einfach,  wenn 
in   die    Gleichung    441    für    ^  eine   der   2p    Wurzeln,    z.   B. 

t,^Umg-\t.'i.e  ''    substituiert  wird. 

4.  Durch  die  Gleichung  44)  |bez.  44«)  bis  y)]  wird 
alsu  das  allgemeinste  heniigonische  Netz  der  ersten  Haupt- 
klasse  dargestellt,  wobei  jedem  Werte  für  X  =  l-\-  (li  oder 
jedem   Werfsysteni   für  f,,   und    x  ft'onuel   45j')l  2p   Punkte 
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der  Kugel,  d.  h.  eine  bestimmte  Varietät  eines  Netzes  XXV ' 
entsprechen.     Durch  die  Substitution: 

46)  ^=='1 

wird  daher  die  konforme  Abbildung  des  Gebiets  der  kom- 
plexen Variabein  X  auf  die  Kugelfläche  (oder  die  Ebene  der 
^fj)  vermittelt,  und  zwar  sind  die  2p  Dreiecke  des  (voll- 
zähligen) Symmetrienetzes  Villa),  für  welche  jene  2p 
Punkte  homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  positiven^ 
die  2p  (symmetrisch  zu  den  ersteren  liegenden)  Dreiecke, 
deren  homologe  Punkte  das  andere  hemigonische  Netz 
bestimmen,  das  Bild  der  negativen  Halbebene  X. 

Da  die  Gleichung  44)  sich 


46  ä) 


reduziert,  so  sind  die  drei  Punkte  X  =  2,  —  2,  oo  der  reellen 
Axe  singulare  Punkte,  welchen  die  Eckpunkte  -Bj,  -B3..., 
^2,  -B4...,  Äy  Ä  [vergl.  z.  B.  Fig.  6d)]  der  Grenzflächen 
des  Symmetrienetzes  Villa)  entsprechen. 

5.  Durchläuft  X  das  Intervall  von  2  bis  oo  (x  =  0, 
0^<£rt<90^),  so  nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den 
Quadranten  B^A^  B^A,.,  und  B^A!^  B^A ,,,  [vergl.  z.  B. 
Fig.  6d)]  ein,  so  dass  je  2p  zusammengehörige  den  Eck- 
punkten eines  prismatischen  (2 +jp)- flächigen  2|>-Ecks  VIII' 
entsprechen,  welche  durch  die  Gleichung; 

46/3)         ^P  -  {tangp\  s^  +  cotgp  ^^  f,)  g^  + 1  =  0 

dargestellt  sind. 

Durchläuft   X  das  Intervall   von   —  c»    bis   —  2  (x  =  1 
90^>ea>0^),  so  beschreiben  die  Punkte  P  die  Quadranten 
AB^^  AB^.,.  und  A^ B^^  A^ B^.,.^  wobei  je  2p  zusammen- 
gehörige   den   Eckpunkten   eines  Netzes  VIII'   entsprechen, 


für  X  = 

2 

auf 

f.^= 

=  0, 

n 

X 

-2 

n 

^2' 

-0, 

n 

x= 

■■  oo 

j; 

H" 

=  0 
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welches  durch  eine  Drehung  von   — —   um  eine   der  Haupt- 

Bxen  aus  dem  erstereu  46(3)  resultiert  und  durch  die  Glei- 
chung: 

46  y)         S*'  -f  (tanfi''  -J  «„  +  cofgf  J  f„)  S''  +  1  =  0 
dargestellt  wird. 

Wenn  endlich  X  das  Intervall  von  —2  durch  0  bis  2 
(0<x<l,  io^90")  durchläuft,  so  heschreibeu  die  Punkte 
P  die  Bogen  B^B,,  B^B^...  und  B.B^,  B^B^...,  so  dass 
je  2p  zusammengehörige  die  Eckpunkte  eines  halbreguläreu 
KreisteilungsnetzfiB  ü'  [19^}  in  §  18]: 

46tf)  e»''-2e»'cosxJt+l=0 

bilden.  Die  trinomische  Gleichung  463)  stellt  daher  aach 
in  der  |?;-Kbeue  die  2p  Eckpunkte  eines  ebenen  gleich- 
eckigen  t^i-j-iO-^^ßtigen  2jj-Eck9  dar. 

För  X  =  0  (x  =  ^,  £fl=  90")  resultieren  die  zweifach 
zählenden  Eckpunkte  des  regulären  Kreisteilungsuetzes : 

46d')  gp-l-O. 

6.  Wenn  X  die  positive  imaginäre  Axe  bflschteibt 
(»t=  J,  0<f„<90*'),  so  nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen 
auf  den  Quadranten  C\  A,  ('„-'1,...  und  '.'^--1',  t-'^.i',. .,  (vergl. 
z.  B.  Fig.  üd)  ein,  so  dass  je  2ji  zusammengehörige  den  Eck- 
punkten eines  kronrandigeu  (2  +  2j') "  Öäcbigen  2jJ-Eeks 
XXIV  entsprechen,  welche  durch  die  Gleichung; 

46  f)         g**"  +  1  +  /  (cotff'-  -J  f,  -  tatigi'  J  t^)  £''  =  0 
dargestellt  sind. 

Den  Punkten  der  negativen  imaginären  Aie  der  X"- 
Ebene  entsprechen  die  Gruppen  von  je  2j;  Eckpunkten: 

46 £')       ^"+1-  i (colgp  l  f,  -  lang"  J  f „)  £"  =  0, 
so  daBs  der  Verein  von  je  zwei  Gruppen  4(>t)  und  46c')  für 
denselben  Wert  von  b„  das  viilkiihlige  Netz  VIÜ': 

4(1 0        V  +  ifotg-''  l  f..  +  ian</''  -i  i..)  i'''  +1=0 
darstellt. 
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Die  Gleichung  eines  yoUzähligen  Netzes  VIII''  erhält 
man  darch  Vereinigung  der  beiden,  den  konjugierten  Werten 
k+fii  und  Ji^fii  entsprechenden  Gleichungen  440  und 
44g')  in  der  Form: 

46iy)     e*^~2;i£»^+(A*  +  fi*  +  2)g«i'-2A6P+l-0 

[vergl.  45y)]. 

7.  Die  Eckpunkte  eines  Netzes  XYIII',  d.  h.  eines 
unterbrochen  -  krön  randigen  (2  +  2j)i)  -  flächigen  2 .  2pi- 
Ecks  (§  30,  4.)  werden  als  eine  bestimmte  Hemigonie  eines 
Netzes  VÜI"  {iXrp  =  2p^  [vergl.  das  Schema  16 d)  auf  S.  111] 
durch  eine  der  beiden  Gleichungen: 


47«) 


47^) 


(X7tf\     /  x;ri\ 

tf'+tang>"^ea.e^  )  [tf'-tangP'-^ta.e  "^  j 

/  xni\    /  x;ri\ 

\t'''  -  cotgp^ T «a.e  ^~)  \IP^  +  cotgP^^Ba.e     «  j  -  0 


dargestellt,  welche  ausgefiihrt  die  Form  erhalten: 


47y) 


XTC 


g*^  •  ±  2  i  {cotgP  •  \  €a  -  tangP^  i  ^a)  «*^  ö"  •  S*'^ 


X3r 


+  l±2i((70Ä7^«ifa-tony'^i£«,)«n^.C^ 


2 

X3r\ 


-  (cotg^^^iia  +  tang^^^-^ia-^sin^Y)  •f''''  "^^ 


wobei    das    obere   Vorzeichen   der   ersten,    das    untere    der 
zweiten  Gleichung  entspricht. 

*  Diese  Gleichungen  lassen  sich  auch  leicht  auf  folgende 
Form  bringen: 

47  d)       [(e'^'+i)±ye^'?-^"ß''^»-=o, 

wobei: 


Seclutea  Kap.  Aiiweiid{^.u.Erweit«rgn.d.b[8lLer.Betraclit^. 


ilt) 


^  {colgf- 


-  fang'''  j  * »)  sin  ^ 


geaetxt  Ut 

Eoteprecheod    erhält 
Schema: 

(1  .     -45 
47?) 


für    die    beide»    uacll    dem 


8  9.       . 
(3).    .(ß)(7).    -(10)  (11) 
gebildetflu   Bemigonieen  dee    Tollzähligea   Netzes  VIIl"  die 
beiden  Oleichungea : 


47, J 
oder: 


47»)        +iq:a((»ft7'^i£„-fai^'^-ii„)«Wy.£^ 

+  (cofg-''-  J-  f^  +  ftiH^-J'.  -i  e„  -  4  ms'  -  -j  £*''■ 
welche  sich  auch  auf  die  Form  bringen  lassen: 
47.)  l(i"'-l)±i"fi'  +  l''"f''-0, 


47«) 


h  tangf'  -J  f „)  si 


gesetzt  wird, 

8.  Endlich  seien  mit  Rücksicht  auf  die  hänfige  An- 
wendung auch  noch  die  Gleichungen  für  die  Eckpunkte 
eines  rhombischen  Sphenoidnetzes  XVII  und  eines 
tetragonalen  Sphenoidnetzes  XIV  aufgeführt,  welche 
sich  einfach  bez.  aus  44)  und  46  f)  für  j)=2  in  der  Form 
ergeben: 
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2  _ 

48«)  5^  + 1  — — „  —  [(1  +  cos^^a)  cosxn  -f  2 / cos€a  sinxn]  ^  =  0, 

48/J)  g«+l±4i^*^g^^0    (fÜr;c^A); 

d»7l  Ca 

tur  fa=^^  resultieren  die  Gleichungen  für  die  Eckpunkte 
der  beiden  konjugierten  regulären  Tetraeder  (vergl.  7. 
in  §  9): 

48y)  g'+l±2i>^3g2  =  0. 


§  83.   Darstellung  der  regulftren  und  der  gleich- 
eckigen Netze  der  Hexakisoktaedergruppe. 

1.  Die  Eckpunkte  A  eines  regulären  Oktaeder- 
netzes IV  werden,  wenn  die  XY- Ebene  des  früher  (§  63,  i.) 
benutzten  Eooi*dinatensystems,  nämlich  die  Ebene  des  Haupt- 
kreises ag  als  |i7> Ebene  der  Abbildung,  der  Punkt  Ä^  als 
Projektionspunkt  gewählt  wird,  durch  die  Wurzeln  der 
Gleichung: 

49«)     ^  =  e(g^-l)  =  0   oder   g^ g, (Si^ - g,^)  =  0 

dargestellt. 

Als  tiessesche  Determinante  der  binären  Form  f^  er- 
gi^bt  sich,  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor  ~  25: 

49^)  Äo-ei-^+ 14  6,*  ?,*  +  £,«; 

die  Gleichung: 

49y)  H,  =  0 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

49/)  g«-14g*+l=0 

stellt  die  Eckpunkte  C  des  regulären  (dem  Netze  IV  kon- 
jugierten) Hexaedernetzes  VI  dar.  Denn  die  vier  oberen 
und  die  vier  unteren  Punkte  (oder  deren  Projektionen  auf 
die  gij- Ebene)  des  Netzes  VI  werden  bez.  durch  die  Glei- 
chungen: 

^  +  tansl^\ri  =  0   und    ^ +  cotg*^\n=^^ 

repräsentiert,  deren  Verein  die  Gleichung  49/)  ergiebt. 
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Als   Jacobiscbe    Determinante    der   beiden    Formen  f^ 
und  H^  ergiebt  sich,  abf;esehen  von  dem  kouetanten  Faktor 

49d)       Jo  -  £,"-;i3e,''v-33S.*£.*+S*"; 

die  Gleicbung: 

49  £)  Jo  =  0 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

49f')  £'ä-33?'-33&*-M-0 

stellt  die  Eckpunkte  B  des  festen  gleicheckigen  Netzes 
dieser  Gruppe,  nämlicb  dea  Eubooktaedernetzes  XIX' 
dar.  Denn  die  drei  Gruppen  von  je  vier  Punkten  B  (oder 
deren  Projektionen  auf  die  «^-Ebene)  sind  durch  die  Glei- 
chungen: 

repräsentiert,  deren  Verein  die  Gleicbung  49t')  liefert.') 
2.   Die  drei  Gleichungen: 

/■o  =  0,  H^^C),  J^^O 
haben  nun  die  Eigenschaft,  durch  die  24  Substitutionen  uu- 
geändert  zu  bleiben,  welche  den  24  Drehungen  (§  11,  4.) 
entsprechen,  durch  die  ein  reguläres  Oktaeder-  oder  Hexaeder- 
netz mit  sich  selbst  zur  Deckung  gebracht  wird.  Diese  24 
Substitutionen   lassen   sich   in   folgender  Weise  darstellen'): 

li^t  t,  y.L+£,  i-Lii,  y.,i+£,  iJri, 
r.o«)  '  t       i-£       i  +  £      '■-£      i  +  t 

I  p-0, 1,2,3; 

dieselben  zerfallen,  abgesehen  von  der  Identität  £  =  5,  in 
neun  Substitutionen  von  der  Periode  vier  (der  Drehung  um 
die  vierzühligen  Axen  entsprechend),  in  acht  Substitutionen 
von  der  Periode  drei  {der  Drehung  um  die  dreizähligeu) 
und  in  sechs  Substitutionen  von  der  Periode  zwei  (der 
Drehung  um  die  zweiziihligen  Äsen  entsprechend). 

1)  Vergl.  z.  B.  l'uchta,     Das  Oktaeder   etc.     Denkflchriften   der 
Wiener  Akademie  1870  S.  58flg. 

2)  Vernl.  Gordan,  Maihein.  Ann,  XLI,  S.  41,  42  und  Puchta  I.e. 
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Die  Substitutionen  50  a)  ordnen  sich  hiemach  in  folgender 

Weise  an: 

1.  Identität: 

50/J)  g  =  t; 

2.  Substitutionen  von  der  Periode  4: 

S(A,)—     »&,        —  Si     —H^ 
•a+e        1        .i-i 


50y) 


50d) 


50«) 


S, 


f^,; 


»- 


—  It 


i  +  l 
1  +  5. 


1+r     g'     i-g 

3.  Substitutionen  von  der  Periode  3: 

»-5 


'  r+1' 

~'l  +  5' 


Oj'r'j ...  —  i 


.•1  +  5 


1-5 


?       — 


«  +  5 
«  +  5 
«-5 

«•-5' 


4.  Substitutionen  von  der  Periode  2: 


s. 


(B,) 


S, 


(B,) 


S 


iB^ 


1-5 

1  +  5' 

V 


ScBj-»-- 


S, 


(ßj 


Ä 


CBJ 


1+g 


5 


Dabei  bedeutet  S(aj  die  Substitution,  welche  einer  Drehung 
von  90®,  2.90®  u.  s.  f.  um  die  vierzählige  Axe  0-4^  ent- 
spricht u.  8.  w.  (vergl.  Fig.  3). 

Durch  die  24  Substitutionen  50  a)  wird  also  /J)  (Okta- 
eder), Hq  (Hexaeder),  Jq  (Eubooktaeder)  bez.  vierfach,  drei- 
fach, zweifach  aus  einer  der  Wurzeln  der  Gleichungen  /o  ==  0, 
J9o  =  0,  Jq'^O  (aus  einem  seiner  Eckpimkte)  erzeugt. 

3.  Bilden  wir  nun  aus  je  zweien  der  drei  Gleichungen: 

/i  =  0,   So  =  0,   Jo^O 
die  Gleichungen: 
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51  o) 

B,' 

-X,  /. 

-0, 

51« 

lo' 

-X,J„' 

-0, 

61rt 

J?ü' 

~^ff,' 

=-0, 

WO  Xf,  Xj,  i'g  je  einen  komplexen  Parameter  bedentet. 
so  hat  jede  dieser  Gleichiuigen  ebenfalls  die  Eigenschaft, 
durch  die  24  Substitutionen  50«)  uugeändert  zu  bleiben  und 
einen  Komplex  von  solchen  24  Punktes  der  Kugel  (oder  der 
^(]-Ebene)  darzustellen,  der  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich 
aus  einer  der  Wurzeln  (einem  der  Punkte)  alle  Qbrigen 
durch  Anwendung  jener  Substitutionen  ergeben 

Es  genügt  daher,  eine  dieser  drei  Gleichungen  .'il),  z.  B. 
die  erste: 

51k)  ^y=-x,/;,'  =  o 

zu  betrachten,  welche  ebenso,  wie  die  beiden  anderen,  für 
jeden  Wert  des  Parameters,  dte  24  Eckpunkte  des  allge- 
meinsten gleicheckigen  hemigonischen  Netzes  dieser  Gruppe, 
nämlich  eines  (6  +  8 +  24Vflächigen  24 -Ecks  XXVI' 
(§  42)  darstellt.  Der  Nachweis  hierfür  ergiebt  sich  einfach 
durch  direkte  Bildung  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die 
Eckpunkte  eines  Netzes  XXVI'  darstellen,  und  Vergleichung 
derselben  mit  der  Gleichung  51a). 

Dem  Werte  X^^O  entsprechen  die  (dreifach  zählenden) 
Eckpunkte  C  des  Hexaeders,  dem  Werte  X,  =  od  die  (vierfach 
zählenden)  Eckpunkte  A  des  Oktaeders,  während,  wie  sich 
leicht  durch  direkte  Vergleichung  mit  49e')  ergiebt,  fOr 
X,=  108  der  linke  Teil  der  Gleichung  51a)  in  J^^  über- 
geht.    Wir  wollen  daher  zur  Vereinfachung: 

bid)  X,  ^108X 

setzen,  so  dass  die  zu  betrachtende  Gleichung  die  Form: 

51a')  /V-108X./;,*  =  0 

erhält  und  somit  die  einfache  Relation  stattfindet'): 

1.  Vergl.  Puchta  1.  c.  S.  Gl;  I\  Klein,  Mathem.  Ann.  IX  S.  19Ji 
Clebsch,  Theorie  d,  biniiren  Formen  S.4üil;  Scliwarx,  Borch,  Journ- 
Bd.  75  S.  292flL',  Art.  VI. 
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51b)  H,^^mf,'^Jo'] 

mit  Hilfe  dieser  Relation  lassen  sich  auch  leicht  die  Para- 
meter Xg  und  Xj  in  51/3)  und   51  y)  durch   X  ausdrücken. 
Dem  Werte  X=l  in  51«')   entsprechen  also  die   (zweifach 
zählenden)  Eckpunkte  B  des  Kubooktaedernetzes  XIX'. 
4.  Die  Substitution 

yermittelt  die  konforme  Abbildung  des  Gebiets  der  kom- 
plexen Variabein  X  =  A-f  ftf  auf  die  Eugelfläche  (oder  die 
1 17- Ebene),  und  zwar  sind  die  24  Dreiecke  des  vollzähligen 
Symmetrienetzes,  nämlich  des  HexakisoktaedernetzesXV, 
far  welche  die  24  einem  Wert  des  X  =  A  +  fii  bei  positivem 
fi  entsprechenden  Punkte  homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der 
positiven  Halbebene,  die  24  symmetrisch  zu  den  ersteren 
liegenden  Dreiecke,  für  welche  die  dem  konjugierten  Werte 
X  —  A  —  |[ti  entsprechenden  24  Punkte  homologe  Punkte  sind, 
das  Bild  der  negativen  Halbebene  X. 

Die  drei  Punkte  X==qo,  0,  1,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte A,  C^  B  des  Hexakisoktaedemetzes  entsprechen,  sind 
singulare  Punkte,  da  die  Winkel  des  Dreiecks  in  der 
X- Ebene  sämtlich  180",  auf  der  Kugel  dagegen  45  <^,  60^ 
und  90^  betragen. 

Wenn  X  das  Intervall  von  1  bis  oo  durchläuft,  so 
nehmen  die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreisbogen 
B^A^„,  ein,  so  dass  je  24  zusammengehörige  den  Eck- 
punkten eines  Netzes  X',  eines  (6+8)-flächigen  6.4-Eck8 
entsprechen.  Der  Zusammenhang  des  Parameters  l  mit  der 
Yariabeln  f«,  welche  die  Varietät  eines  solchen  Netzes  be- 
dingt, ergiebt  sich  entweder  aus: 

51a")  108A«^{, 

wenn  rechts  für  g  einer  der  24  Werte,  also  z.  B.  t^tang-^fn 
gesetzt  wird,  d.h.  aus: 


«Hi 
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oder  dadurch,  dass  man  aus  den  24  Werten  für  £  die 
Gleichung  bildet,  deren  Wurzeln  diese  sind,  nämlich  die 
Gleichung:  * 

51ff)        X  [^-[ta»g\ib''-^f„)+cotg*i4ö°-'ii^)}S'+l\ 

und  deren  Koeffizienten  mit  den  entsprechenden  der  Gleichung 
i/„* -  108 Xff*^0  vergleicht. 

Auf  beide  Arten  erbalt  man  leicht  die  Beziehung: 

51 ,)  108/  -  '"i'  -if;'.+ »»'_'■)■  _  2+i2iiL)!. 

s(m'  f  a  cos*  fa  2  stn*  2  £„ 

Durchläuft  X  das  Intervall  von  —  oo  bis  0  oder  voa 
0  bis  1,  so  beschreiben  die  Punkte  P  bez.  die  Kanten 
A^C\,.,,  oder  l\Ii^,...  der  Dreiecke  des  Hexakisoktaeder- 
netzes.  Je  24  zusammengehörige  Piuikte  entsprechen  also 
den  Eckpunkten  eines  Netzes  XXI'  eines  (6  +  8+12)- 
fliichigen  24-Ecks  oder  eines  Netzes  XII'  eines  (8  +  6)- 
flächigeu  8.3-Eck8.  Für  beide  Netze  erhält  man  mit 
Benutzung  der  obeu  angegebenen  Methoden  die  Werte: 
filr  das  Netz  XXI'  (vergl.  §  65,  4.)  [»„^45"]: 


108 A  ''•-; 


5U) 


4  (3  -  cos^e^YjXr  Scos^^a)^ 

(\  +  cösÜ„r 
4^(1  +  cos'ta,)"(3cos'ta.-l)^ 
l                         sm*2i^sm*£a, 
■für  das  Netz  XU'  {vergl.  §  65,  3.)  [co^ i .,  =  cos9a\- 
5U)  10g,l-     *'(l+cos'^-)'(l-3cos^O' 4(l-4cos*g„)' 

In  die  Formeln  51^),  51x),  51>l)  lassen  sich  auch 
leicht  [vergl.  §  66,  Formeln  17)]  die  Ableitungskoeffizienten 
I,  s  einführen. 

5.  Im  allgemeinen  Falle,  in  welchem  X  irgend  einen 
komplexen  Wert  A  +  (ii'  bat,  erhält  man  die  Abhängigkeit 
des  A  und  (i  von  den  beiden  Variabein  (z.  B.  t^,  und  #a), 
wek-he  die  Lage  des  Punktes  P[  und  damit  die  Varietät  des 


52) 
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entsprechenden  Netzes  XXVI'  bedingen,  entweder  indem 
man  in  51a')  für  g  einen  der  24  Werte,  z.  B.  den  Wert 
^=^tang  J  fa.c* '^«  einsetzt  und  somit  X  und  ft  aus  der  Gleichung: 

„      Jtang^l  Sa.e^^^-+  Utang^-^  ea.e^^^^-+  1)» 

durch  Sonderung  des  reellen  und  imaginären  Bestandteils 
bestimmt. 

Oder  .man  kann  aus  den  24  Werten  für  i  die  Gleichung 
bilden,  welche  dieselben  zu  Wurzeln  hat  und  deren  Koeffi- 
zienten  mit  den  entsprechenden  der  Gleichung  51a')  ver- 
gleichen. Jene  Gleichung  lässt  sich  entsprechend  der  Grup- 
pierung der  24  Eckpunkte  (vergl.  §  51,1.)  als  Eckpunkte 
von  drei  kongruenten  Netzen  XXV '  (i)  =  4)  mit  den  Haupt- 
axen  0^  in  folgender  Form  schreiben: 

j      (g*~tow/-J£a..e=t*-^)(H_co^4  1  ,^  .g+4.^'^a.) 

52a)  \><{t'-tangi^l€a,.e±^'\){^^cotg^6a,,e'^^'^\) 

Hierbei  entspricht  dem  oberen  Vorzeichen  die  eine 
Gruppe,  dem  unteren  die  andere  Gruppe  von  je  24  Eck- 
punkten, deren  Verein  das  vollzählige  Netz  XV'  bildet.  Die 
Winkel  «o,,  «o,;  -^o,,  ^o,  haben  die  früher  (vergl.  §  29,  5.) 
festgesetzte  Bedeutung,  wobei: 

^       '  ^     ^  ^       '        COSBa^    COSBa.    COSBa, 

COS^Sa,  +  COS^Bcu,  +  COS*««,  =  1 

ist. 

Durch  Vergleichung  der  entwickelten  linken  Teile  der 
Gleichungen  51a')  und  52a)  erhält  man  wesentlich  drei  Rela- 
tionen zwischen  X  und  fi  einerseits  und  Baj,  und  ^„^  (A; » 1, 2, 3) 
andererseits.  Die  erste  dieser  Relationen,  welche  mit  den  beiden 
anderen  zufolge  der  Beziehungen  52/})  identisch  ist,  lautet: 


52y) 


\0%X^A2  +  ^  {cotsl'\Ba^'\-tang^\Ba;)cos^Ku, 

1 

3 

108 fi  =  ^  (cotg^ 4  fa*—  tang^  \  Bai)  ^^ ^  ^„^ ; 
1 
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die  reckten  Teile  laBsen  sich  z.  B.  durcli  e^  nnd  fr^  aus- 
drücken und  80  die  ÜbereiastiiimiuDg  mit  52)  nachweiseu. 
Die  vollständig  entwickelten  Ausdrücke  sind  zwar  etwaa 
kompliziert,  zeigen  aber  doch  ein  sehr  einfaches  Bildung^- 
geaetz,  auf  welches  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 

Durch  Substitution  spezieller  Werte  für  *a,  &„,  welchen 
besondere  gl  eich  eckige  Netze  dieser  Gruppe  entsprechen, 
lässt  sich  die  Richtigkeit  der  allgemeinen  Formeln  leicht 
kontrollieren.  Für  das  vollzählige  Netz  XV'  erhält  man 
durch'  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen: 

die  Gleichung: 

52<J)       iC-  21l5-lW;,Vo'-f  108n'l'  +  f*')/ö'*  =  *^, 
welche  mit  der  durch  Multiplikation  der,  beiden  Gleichungen 
52a)  entstehenden  identisch  sein  muss. 

6.  Was  die  beiden  gegenpunktig-hemigoniachen  Netze 
der  zweiten  Gruppe  dieser  ersten  Ordnung,  nümlich  die 
Netze  XXni'  (§  38)  und  XXIX'  (§  45)  anlangt,  ao  ergeben 
sich  für  deren  Eckpunkte  analytische  Äuadröcke  aus  den 
Gleichungen  der  entsprechenden  voHzähl^en  Netze  XY'  und 
X'.  Da  aber  (vergl.  §  52,  i.)  die  Axen  dieser  Netze 
mit  denjenigen  eines  Hesakistetraedernetzes  Xa)  überein- 
stimmen, die  linken  Teile  der- Gleichungen  dieser  Netze  sich 
also  nicht  linear  aus  den  bestimmten  Potenzen  von  /),,  H„ 
und  Jg  zusammensetzen  lassen,  so  soll  die  Darstellung 
dieser  Eckpunkte  im  nächsten  Paragraphen  mit  derjenigen 
der  Netze  der  Hexakistetraedergruppe,  welche  selbst  in  ein- 
fachen Beziehungen  zu  der  Hesakisoktaedergruppe  steht, 
behandelt  werden. 


§  $4.    Daretellaiig  der  regulären  und  äer  gleich- 
eckigen  »tze    der   He^iakistetraeder  •  und    der 
Diakisdodekaedergruppe, 

1.   Die  Eckpunkte  der  beiden   konjugierten  regulären 
Tetraeder    C,(\C',C".,    und    <'-■  <'s  f'^  r\    [Fig.   2ä),    2ß)] 
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werden  [vergl.  auch  48  y)  in  §  82]   durch  die  beiden  Glei- 
chungen: 
53a)     T,  =  ^  +  2iYSt^+l^0   oder   e/  +  2iy3"e,«£,«+eg*-0, 

53/J)     T,-e*-2tV3"e'+l«0   oder   ti^-^iVS^^'t^'  +  t^^-O 
dargestellt,  wobei: 

53y)  T,.T,  =  H, 

ist. 

Von  den  beiden  binären  Formen  T^,  T^  stellt  die  eine 

die  Hessesche  Determinante  der  anderen  dar;  als  Jacobi- 
sche Determinante  beider  erhält  man  (abgesehen  von  dem 
konstanten  Faktor  —  32f|/3): 

/o  ^^  Si  Sa  \>i        vijt 
also  den  linken  Teil  der  Oktaedergleichung. 

Ausserdem  mögen  noch  folgende,  leicht  abzuleitende 
Relationen  erwähnt  werden: 

53*)  T,»+T,»«2Jo, 

53«)  Ti»  -  Tg^  =  ~  I2i l/37o«, 

536)  T,'+T,'^4J,'^2Ho' 432f,^  +  2H,^, 

5312)  T,«-T,«--24tY3/;^Jo. 

2.  Die  zwölf  Substitutionen,  durch  welche  die  beiden 
Gleichungen  T^^O  und  *T^'='0  ungeändert  bleiben  und 
denen  die  zwölf  Drehungen  entsprechen,  welche  ein  Tetra- 
edemetz  mit  sich  selbst  zur  Deckung  bringen,  sind  ausser 
der  Identität:  .      . 

die  acht  Substitutionen  [50  (J)  §  83]  der  Oktaedergruppe  von 
der    Periode    3,    welchen    Drehungen    um    die   dreizähligen . 
Axen  OC  entsprechen,  und  die  drei  Substitutionen: 

M»)  t  — t,  i.  -i 

von  der  Periode  2  [vergl.  50  y)],  welchen  Drehungen  von 
180°  um  die  zweizähligen  Axen  OÄ  entsprechen.  Die 
gesamten  Substitutionen  der  Tetraedergruppe  sind  also  in 
den  folgenden^): 

1)  Vergl.  Gordan,  Math.  Ann.  XII,  S.  41. 

Hett,  Kogelteilung.  86 
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i;a\     j-f    j-1     j-.'  +  E    j-.-l-E    j-'  +  E    j.*-5 
53.)     ±f,  ±-^,  ±.j^j,  ±.j^j,  ±,— j,  ±j^j 

enthalten;  dieselben  erzeugen  ein  reguläres  Tetraeder  dreifach 
aus  einem  seiner  Eckpunkte. 

3.  Nach  Analogie  der  in  den  beiden  yorhergehi'nden  Para- 
graphen angestellten  Betrachtungen  ergiebt  sich  lun,  dass 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

54«)  X,.2',''+Ag.r/  =  0, 

wo: 

54^)  X,  =  (,,  +  o,i,    X,=g,  +  e,i 

ist,  ebeufalls  durch  die  zwölf  Substitutionen  53t)  ungeändert 
bleibt  und  einen  solchen  Komplex  von  zwölf  Funkten  der 
Eugelfläche  (oder  der  |i]-Ebene)  darstellt,  welcher  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  aus  einer  der  zwölf  Wurzeln  der  Gleichung 
(aus  einem  Punkte)  die  übrigen  sich  durch  Anwendung  jener 
Substitution  ergeben. 

Die  Gleichung  54«)  repräsentiert,  wenn  die  Werte  für 
Pii  '^n  fii  ''i  geeignet  bestimmt  werden,  das  allgemeinste 
heniigonische  Netz  der  Tetraedergruppe,  nämlich  das 
gleicheckige  (4  +  4  +  6)-flächige  Zwölfeck  XXVIII'  (§  44). 
Bilden  wir  direkt  die  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zwöff 
Eckpunkte  eines  aolchen  Netzes,  nämlich  die  Punkte: 

My)  P„  P„  P\,  F\;  P.^,  P»,  P'h,.P',s;  P,„  P„,  P'm,  P'u 
[Fig.  13«)  und  26^)]  sind,  so  erhält  dieselbe,  bei  Anwendung 
der  Winkel  £„„  *„,  (i— 1,2,3)  (vergl.  §  83,  b.)   die  Form: 

54d)   fJ{V-iang''\ «„..c"*'") (£*- coi^H e-»-^"'*"*)  =0 

oder: 

54  d  'j  TT  I  ^  ~  ^'  K''^"^'  ^  *"'  +  '^'"^'  "* '"')  '^^  ^  *"'     1  =  0. 

■'  1      I     +i  {tang^  \  s^^  -  co^^  -}  e„  J  sin  2  *= J  + 1  j 

Die  Vergleiehung  des  linken  Teils  dieser  Gleichung  mit 
demjenigen  von  54«)  ergiebt  zunächst: 
54,)  lo..-1-C. 
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SO  dass  die  Gleichung  54a)  in  der  einfachen  Form: 

angenommen  werden  kann,   für  welche  auch  zufolge   53  e) 
sich  schreiben  lässt: 

54  g')  2',»-(pl  +  tf^i)12i/3^«=0. 

Man  erhält  weiterhin  durch  Vergleichung  der  ent- 
sprechenden Koeffizienten  in  den  linken  Teilen  der  Glei- 
chungen 54 d)  und  54 g)  drei  Relationen,  von  welchen  die 
erste  ergiebt: 


54ij) 


9 

1 

8 

6  (2  Qi  -1)  ys -2  («»^H  *a»  -  tang^sad  sin2»a,. 

1 


Dass  durch  diese  Werte  auch  die  beiden  anderen  Rela- 
tionen befriedigt  werden,  wird  man  leicht  mit  Benutzung 
von  52/3)  in  §  83  bestätigen. 

Andererseits  lassen  sich  q,  und  ö^  dadurch  als  Funktionen 
Yon  €a  und  ^a  bestimmen,  dass  man  in  54{;)  oder  54^) 
einen  der  zwölf  Werte  für  g,  z.  B.  f  — tony^*«*^^*  einsetzt, 
wodurch  man  die  Beziehung: 


ms  7^3 


54^) 


erhält. 

4  Durch  die  Substitution: 


T,'-T,^  ■12^l/3^^ 


T»  T» 


04t)  I    =V»  +  a..        i;«~Tj8 


12il/3^* 

wird  die  konforme  Abbildung  des  Gebietes  der  komplexen 
Yariabeln  Y^Q,+6,i  auf  die  Eugelflache  (oder  die  S 17 -Ebene) 
vermittelt.  Da  dem  Werte  Y=0,  (^^i^^Pi^^O),  die  (dreifach 
zählenden)  Eckpunkte  C^,  CJj,  C\,  C\  des  Tetraeders  T,, 
dem  Werte  1^=-1,  (<yi"^0,  pj  — 1),  die  (dreifach  zählenden) 

26* 
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Eckpunkte  C,,  C^,  C\,  C\  des  Tetraeders  T,  und  dem  Wert« 
Y^  sc  die  (zweifach  zülilendeu)  Eckpunkte  A  des  Oktaaden 
/"p  entsprechen,  so  folgt,  dass  die  zwölf  Dreiecke  --Ij C,C„ 
AtCjC^,  AsC,Cs  u.  s.  w.  [s.  Fig.  Sß)  und  26|3)]  des  Hexa- 
kietetraedernetzes  X«,  für  welche  die  zwölf  einem  Werte 
des  r^Pi  +  ffit  bei  positivem  ö,  entsprechenden  Punkte 
homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  positiven  Halbebene, 
die  zwölf  symmetrisch  zu  den  erstereu  liegenden  Dreiecke 
(^,C,6'„  AjC\C^,  vljC.C,  u.  8.  £),  für  welche  die  dem  Werte 
I'=  p,  —  fl,  i  entspre  eh  enden  zwölf  Punkte  homologe  Punkt« 
aind,  das  Bild  der  negativen  Halbebene   T  sind. 

Die  drei  Punkte  y=0,  1,  oc,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte C^...,  C]...,  Aj...  des  Hexakistetraedemetzes  ent- 
sprechen, sind  singulare  Pnnkte;  denn  die  Winkel  dee 
Dreiecks  in  der  T-Ebene  betragen  sämtlich  180",  auf  der 
Kugel  dagegen  ßO",  60",  90*. 

5.  Durchlauft  I"  das  Intervall  von  0  bis  1,  so  nehmen 
die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreisbogen  C^C,... 
ein  ■  wobei  je  zwölf  zusammengehörige  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XIX"  <'i]H>s  (4  +  1  + iM-flfichigeu  I2-Eck8  (§  32), 
der  tetragoni sehen  Hemigonie  eines  Netzes  XII',  entsprechen. 

Die  Abhängigkeit   des  Parameters   p,  von  fro  oder  von 
ta,  zwischen  welchen  die  Beziehung: 
COS&a  =  cotgia 
[Formel  33v)  in.  §  27)]  besteht,  erhiilt  man  einmal   durch 
Bildung  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  zwölf  Eckpunkte 
des  Netzes  XIX"  darstellen,  nämlich  der  Gleichung: 

bix)    I  x(e*  +  2J5'co/()'-|faSin2«-a-c«//-i*„) 

wo  tangto^ — -^  ist,  und  durch  Vergleichung  der  ent- 
sprechenden Koetfizieuteu  dieser  Gleichung  und  derjenigen 
54Ö  oder  545'),     ^^i   erhiilt   auf  diese  Art  die  Beziehung: 

M,)  ,,=0,  ,,  =  ;(i+™Mli±5!?:M3±^l.) 
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welche  sich  andererseits  auch  aus  der  Formel  54 'd')  nach 
Einf&hrung  von  cotgsa'^cosd'a  ergiebt. 

Dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  fQr  i  in  Formel  54  x) 
entspricht  die  andere  Hemigonie  XIX",  welche  mit  der 
ersteren  zusammen  das  vollzählige  Netz  XII'  darstellt. 

Wenn  Y  das  Intervall  von  1  bis  oo  oder  von  oo  bis  0 
durchläuft,  so  erhalten  die -Punkte  P  alle  Lagen  auf  den 
Hauptkreisbogen  C^A^...  oder  Ä^C^...^  so  dass  je  zwölf  zu- 
sammengehörige den  Eckpunkten  eines  Netzes  IX'  (§  19), 
der  Hemigonie  erster  oder  zweiter  Stellung  eines  Netzes 
XXI'  entsprechen.  Bildet  man  die  Gleichung,  deren  Wurzeln 
die  Eckpunkte  eines  solchen  Netzes  IX'  darstellen,  so  erhält 
man  {^a  =  45®)  z.  B.  für  den  Koeffizienten  des  g^®  den  Wert: 

..  (       ^         \        8^*^*^a      \        .  .C05fa(9— 14cOS*£a  +  9cOS*fo) 

*  Ksin^Ba        (1  +  COS^BaY/  Sitl^ Ea  {l  +  COS^SaY 

und  durch  Yergleichung  desselben  mit  dem  Koeffizienten 
des  gl®  in  54  g)  oder  54  g'): 

d.  h.: 

Andererseits  lässt  sich  dieser  Wert  auch  aus  Formel 
54^)  fdr  ^a«45®  erhalten. 

6.  Das  allgemeine  hemigonische  Netz  XXYIII'  der 
Tetraedergruppe  kann  (vergl.  §  53,  l.  und  §  64,  3.  bis  4.) 
auch  als  Tetartogonie  des  (6  +  8  + 12) -flächigen  2. 24- Ecks 
XV '  erhalten  werden;  durch  Zusammenfassen  von  je  zweien  der 
vier  Gruppen  resultiert  sowohl  .das  Netz  XXIH',  als  auch 
das  Netz  X",  als  auch  das  Netz  XXVI'  [vergl.  a),  b),  c) 
in  §  64,  4.]. .  Es  ergeben  sich  so  auch  einfach  analytische 
Ausdrücke  fdr  die  gleicheckigen  Netze  der  Diakisdodeka- 
edergruppe,  sowie  auch  fiir  die  Beziehungen  zwischen  den 
Netzen  der  Tetraeder-  und  der  Oktaedergrüppe« 

Wir  wollen  daher  die  Gleichungen  fär  die  Eckpunkte 
der  vier  Netze  XX VIII'  aufstellen,  deren  Verein   ein  voll- 


66^) 
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ständiges  Netz  XV'  darstellt  und  wobei  die  Änordnmig 
genau  den  vier  Gruppen  77,,  Ifj,  77g,  II^  entspricht,  welche 
in  §  64,  3.  unter  lOQ  unterschieden  wurden. 

Setzen   wir   [vergl.  öid')   unter  3.  dieses   Paragraphen] 
zur  Abkürzung: 

{colg'  -j  Efl,  —  to«p*i  £ai)  sin  2  #„,  —  &i, 
80  erhalten  wir  ftlr  jene  vier  Gruppen  folgende  Darstellungen: 

n,=JJ[i^-(a,-ib,)t'+l] 
s(,',  +  «.Or.'+{i-<..-»,.-)r.'-o, 

",=i7[S'-(«»+>t.)£'+l] 
=(:-p,+«,.-)r,'+(ft-(r,i)r,'-o, 

=  (.(,-ii,i)T^'  +  (l-f,  +  a,{)T,'-0,      -^^ 

=  0  -  Pi  -  ". ')  ''i'  +  (Pi  +  o,  OT,'-  0- 
&)  Durch  Zusatnmenfasaen  der  beiden  Gruppen  77,  und 
Jlg,   oder    r/(   und    U^   [vergl.  §  62,  4.  b)]    erhält   man   das 
gleicheckige 

Netz  X"  eines  (4  +  4  +  6)-flächigen  2.13-Ecks 
(§  20  und  §  50) 
durch  die  Gleichung: 
(  77.77,=(p.>  +  02'/+[(l-p.)HV]2'.H2[(l-p.)(,,-(.,']J 

^'  I        =(l-2p,)I;''^-2p,So''-432{p,*^-ffl*)^*-o 

dargestellt  [vergl.  53 y)  und  53«)  dieses  Paragraphen];  die 
Gleichung  17^11^  =  0  ergiebt  sich  aus  jrner  durch  Ver- 
tauachung  von  T,  mit  T^. 

b)  Die   Zusammenfassung   der  beiden  Gruppen   77|   und 
77^,  oder  77j  und  /Zj   [vergl.  §  64,  4.  c)]   liefert  das  gleich- 


\ 
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eckige  Netz  XXVI'  eines  (6  +  8  +  24)-fläcliigeii  24-Eck8 
durch  die  Gleichung  [vergl.  54  S')  und  53  g)]: 

bbd)  iT,i7,  =  fl,»-432[pi (1  -pj  +  ff,»+t<Ti (1  -2p0]/o*-0. 

Durch    Vergleichung    dieser   Gleichung   mit   derjenigen 
51a')  in  §  83  erhält  man  die  Beziehungen: 

mit  Hilfe  deren  man  auch  die  Relationen  51 A)  imd  51  x) 
bez.  aus  denjenigen  54A)  und  54ft)^  der  Entstehung  der 
Netze  XIX"  und  IX'  als  Hemigonieen  der  Netze  XII'  und 
XXI'  entsprechend,  herleiten  kann.    Man  erhält  hier  einfach: 


351?)  { 


für  <yi— 0,  Qi'^l  resultiert  die  Belation  53 d). 

Das  Netz  U^n^^O  entspricht,  wie  schon  oben  bemerkt 
wurde,  dem  konjugierten  Werte  X  —  ^i. 

c)  Endlich  erhält  man  durch  Zusammenfassen  der  beiden 
Gruppen  n^  und  77g,  oder  77,  und  ü^  [vergl.  §  64,  4  a)]  für 
das  gleicheckige  Netz  des  (6  +  8  +  12)-flächigen  2.12-Eck8 
XXnr  (§  38  und  §  52)  die  Gleichung  [vergl.  53*)  bis  531?) 
dieses  Paragraphen]: 

n,  n, = 5o»  -  432  [pi  (1  -  pO  -  6*\  /;* + %«,  (r^«  -  t,«) 

= fio'  -  432  [ft  (1  -  pj  -  <r,«]  /o*  +  24<T,  ^3  /i» .  J"«  -  0; 

die  Gleichung  für  IT^II^'^O  unterscheidet   sich  von  dieser 
nur- durch  das  Vorzeichen  des  letzten  Terms. 

Pur  <yi  =  0  reduziert  sich  dies  Netz  [vergl.  55  g)]  auf 
das  Netz  X'  der  Oktaedergruppe. 

7.  Das  zweite  gleicheckige  Netz  der  Diakisdodekaeder- 
gruppe,  nämlich  das  Netz  XXIX'  lässt  sich  entweder  als 
spezieller  Fall  des  Netzes  XXVIII'  (für  -^«  =  0)  oder  auch 
als  gegenpunktige  Hemigonie  des  Netzes  X'  erhalten.  Auf 
beide  Arten  ergeben  sich  leicht  für  dies  Netz  des  (8  + 12)- 
f lächigen   12-Ecks  die  Beziehungen: 
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55^)       g  ^(2-cojt'f,.)(2cQs^g,-l)(l  +  cos^t„) 

der  sich  hiernach  ergebende  Wert  für  l  Btimmt  mit  dem 
in' Formel  51i)  des  §  33  erhaltenen  Uberein.  FUr  f.  =  q> 
geht  daa  Netz  in  das  des  regulären  Ikosaeders  V  ober, 
dessen  Gleichung: 

550    g^*-:^r-33£«  +  ^?'-33e*-4?-£'+l-0 
yö  yo  yo 

ist. 

§  8ä.   Darstellnng  der  regulilren  und  der  gleirb- 
ecki^eu  Netze  der  Iküsaedergrnppe. 

I.  Um  die  Eckpunkte  der  regulären  uud  der  gleich- 
eckigen  Netze  der  Ikosaedergruppe  durch  möglichst  einfache 
Gleichaugen  darzustellen,  vfählen  wir  als  Projektionsebene 
nicht  die  bei  den  Entwicklungen  des  fiinften  Kapitels  be- 
nutzte Xr-Ebene  des  Hauptkreises  bi  (in  Beziehung  auf 
welche  die  Gleichung  55  s)  der  Ikosaedereckpunkte  atif- 
gestellt  wurde],  sondern  diejenige  des  Hauptkreises  g,,  so 
dass  der  Pnnkt  G\  den  Projektionspunkt  bildet  [s.  die  Fig. 
4,  9,  11,  14«),  18,  20,  25^9)  und  30],  Als  X-  oder  g-Äse 
sei  die  Schnittlinie  (x^BjG^  der  Ebene  b,^  mit  g^,  als  T- 
oder  i/-Axe  die  Schnittlinie  G, -K^gder  Ebene  /iß  (des  Äqua- 
tors zum  Punkte  F^^)  mit  der  Ebene  y,  gewählt  (s.  Fig.  29 
und  30). 

Die  Eckpunkte  G  des  regulären  Ikosaedemetzes  sind 
alsdann  durch  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

56  tt)  t  (i,^  -  iang^<f)  (£'  +  cofg'-tp)  -  0 

oder  durch: 

56«  /:sus'"+iu'-i)-o 

oder  in  homogener  Form  durch: 

56^0         /;^s,s,a/^+iU,^£,^-£,'«)  =  o 

dargestellt'). 

1)  Vergl.  F.  Klein,  Mathem.  Ann.  IX,  S.  196  u.  203;  XIl, 
S.  505;   und  Schwarz,   Botch.  Journ.,  Bd.  75  Art.  VI. 
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Bilden  wir  die  Hessesche  Determinante  der  binären 
Form  fiy  so  ergiebt  sich  dieselbe,  abgesehen  von  dem  kon* 
stanten  Faktor  --121: 

die  Gleichung: 

56*)  Hi^O 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

56*0  ^  -  228gi* +494gi<>  +  228g^  +  1 «  0^) 
repräsentiert  alsdann  die  Eckpunkte  C  des  regulären  (dem 
Netze  V  konjugierten)  Pentagondodekaedernetzes  VII. 
Der  Nachweis,  dass  in  der  That*  durch  die  Gleichung 
56*')  die  20  Eckpunkte  C  des  Netzes  VII  dargestellt  werden, 
ergiebt  sich  einfach  durch  direkte  Bildung  der  Gleichung  für 
diese  Punkte  C,  welche  man  in  der  Form  erhält  (vergl.  8) 
in  §  9): 

oder: 

56a0     ^      a^'-2£^[13-3l/5]co^«()P-l) 

*  Als  Jacobische  Determinante  der  beiden  Formen  fi 
und  Hi  erhält  man^,  abgesehen  von  dem  konstanten  Faktor 
-  20: 

die  Gleichung: 

56i2)  Ji^O 

oder  in  nicht  homogener  Form: 

56i2')    g«>  +  522  g«*  - 10005  &»<>  - 10005  g*^  -  522  g^  + 1  -  0 

repräsentiert  die  Eckpimkte  B  des  festen  gleicheckigen 
Netzes  dieser  Gruppe,  nämlich  des  (12  +  20)-flächigen 
30 -Ecks  XX'.  Denn  durch  direkte  Bildung  der  Gleichung 
für  diese  Eckpunkte  erhält  saan  leicht: 

1)  Vergl.  F.  Klein,    Mathem.  Ann.     IX,   8.  196  n.  203;    XII, 
S.  606;  und  Schwarz,  Borch.  Joum.,  Bd.  76  Art.  VI. 

2)  Vergl.  F.  Klein  und  Schwarz  1.  c. 


0. 
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r    (E'-«Vä»)(E'+'«"s'[45"-'(ri)(t"'+i)| 
°''*^lx«'+  o.^'-irt«'-  colg'lib^i.f-i)  r"' 

deren  linker  Teil  mit  demjeaigeu  von  56i/)   iibereiDstimtnt 
2.   Die  drei  GleichuDgen : 

/;-o,  fl,-0,  J,  =  0 
haben  die  Eigeuschäft,  durch  die  60  Substitutionen  nn- 
geändert  zu  bleiben,  welchen  die  60  Drehnngeu  (§  12, 's.) 
entsprechen,  durch  die  ein  reguläres  Ikosaeder-  oder  Pen- 
tagondodekaedemetz  mit  sich  selbet  zur  Deckung  gebracht 
wird. 

Diese  60  Substitutionen  können  in  folgender  Form  dar- 
gestellt werden: 
Ist 
57a)       E  =  cos  72°  +  i  sm  72°  -  -i-  (tangip  +  ~J-'\  , 

wobei: 

.  I   f +  £*  — 2s»nl8'>-ta«?9>, 

'^'Pl  i£»  +  f»  =  -2cos36°--co^V 

ist,  so  sind  die  60  Substitutionen*): 

-    57y)         ^'        E         B-n-{^+-i')  (^'  +  ^*)£+^.  ' 

I  ((,e  =  0, 1,2,3,4. 

Diese  Substitutionen  zerfallen^,  abgesehen  von  der 
Identität  £  =  5i  »n  24  Substitutionen  von  der  Periode 
5  (der  Drehung  um  die  fünfzäbligen  Axen  OG  ent- 
sprechend), nämlich: 

[  (f'  +  f^)£  +  fg       ,  (f'+f*)£  +  eg 

I  '  ^'   f-e£-{f  +  f*')'       E-P£_(i  +  (>)' 

■^^^)    i  ,»,+»  -^^S  +  (t  +  0      .,+,  -f-n  +  (f+f') 

v=l, 2,3,4; 

femer    in    20    Substitutionen    von   der   Periode  3   (der 
Drehung  um  die  dreizähligen AsenOOentsprechend),  nämlich: 

1)  Vergl.  Gordan,  Math.  Ann.  Xlt,  S.  45  —  46;  F.  Klein,  ibid. 
S.  607. 

2)  Ibidem. 
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und  in  15  S^stitutionen  von  der  Periode  2  (der 
Drehung  um  die  zweizähligen  Axen  OB  entsprechend), 
nämlich: 

Durch  diese  60  Substitutionen  wird  also  ft  (Ikosaeder), 
Bi  (Pentagondodekaeder),  Ji  [(12  +  20) -flächiges  30-Eck]  bez. 
fünffach,  dreifach,  zweifach  aus  einer  der  Wurzeln  der  Glei- 
chung /i-=0,  IT,—»  0,  Jj  — 0(au8  einem  seiner  Eckpunkte) 
erzeugt. 

3.  Jede  der  drei  Gleichungen: 

58a)  Hi'-X^.f^^O, 

58y)  Hi^-X^.J^^O 

hat  nun,  wenn  X^,  Xg,  X^  je  einen  komplexen  Parameter 
bedeutet,  ebenfalls  die  Eigenschaft,  durch  die  60  Substitu- 
tionen bly)  ungeändert  zu  bleiben,  und  stellt  einen  solchen 
Komplex  von  60  Punkten  der  Eugelfläche  (oder  der  g^ -Ebene) 
dar,  für  welchen  aus  einer  der  60  Wurzeln  der  Gleichung 
(aus  einem  der  60  Punkte)  die  übrigen  sich  durch  Anwen- 
dung jener  Substitution  ergeben^). 

Jede  der  drei  Gleichungen  58  a),  58/}),  58  y)  stellt  für 
jeden  Wert  des  Parameters  die  60  Eckpunkte  des  allgemein- 
sten gleicheckigen  Netzes  dieser  Gruppe,  nämlich  eines 

(12  +  20  +  60).flächigen  60-Ecks  XXVÜ' 

(§  43)  dar;  was  sich  wiederum  durch  direkte  Bildung  der 
Gleichung,  deren  Wurzeln  die  Eckpunkte  eines  solchen  Netzes 
darstellen,  und  Vergleichung  derselben  mit  einer  der  drei 
Gleichungen  58a),  58/3),  b^y)  nachweisen  lässt. 

1)  Yergl.  Gordan  und  F.  Klein  1.  c. 
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Beäcbränken  wir  uns  auf  die  erste  Gleichung  Ö8a),  80 
entsprechen  dem  Werte  X^-^0  die  (dreifach  zählenden)  E(^- 
pnnkte  des  Pentagondodekaeders ,  dem  Werte  X,  =  oo  die 
(fQnffacb  zählenden)  Eckpnnkte  dea  Ikosaeders,  wfilirend  für 
X,  =  — 12*,  nie  sich  leicht  durch  direkte  Vergleichung  mit 
56»)')  ergiebt,  der  linke  Teil  der  Gleichung  oSa)  in  Ji*  über- 
geht, die  Gleichung  also  für  diesen  Wert  die  (zweifach 
zählenden)  Eckpunkte  eines  (l2  +  2ö)-flächigen  30-Ecka 
darstellt.     Seteen  wir  zur  Vereinfachung: 

58  d)  X^ 1728  X, 

80  erhält  die  Gletchnng  Ö8a)  die  Form: 

58k')  fli*+l728X./;»  =  0') 

und  es  findet  die  einfache  Relation  statt: 

We)  H^^  +  ri2Sf.''  =  J^ 

Dem  Werte  X=  1  in  58«')   entsprechen   also   dann   die 
(zweifach  zählenden)  Eckpunkte   eines  Netzes  XX';  und   die 
Beziehung  bSe)  gestattet  in  einfacher  Weise,  die  Parameter 
X^  und  Xg  in  58^)  und  58  y)  durch  X  auszudrücken. 
4.  Durch  die  Substitution: 

wird  die  konforme  Abbildung  des  Gebietes  der  komplexes 
Variabein  X  =  i4-  fti  auf  die  Kugelfläche  (oder  die  £i;- Ebene) 
vermittelt.  Diejenigen  60  Dreiecke  des  vollzähligen  Öymme- 
trienetzes,  nämlich  des  DiakiRbexekontaedemetzes  XVI,  f^r 
welche  die  60  einem  Werte  X  =  l-\- (li  bei  positivem  ^ 
entsprechenden  Punkte  homologe  Punkte  darstellen,  sind 
das  Bild  der  positiven  Halbebene,  die  60  (symmetrisch 
zu  den  ersteren  liegenden)  Dreiecke,  für  welche  die  dem 
konjugierten  Werte  X  =  A  — ftt  entsprechenden  60  Punkte 
homologe  Punkte  sind,  das  Bild  der  negativen  Halbebene  X. 
Die  drei  Punkte  X=oo,  0,  1,  welchen  bez.  die  Eck- 
punkte G,  C,  B  des  Diakishexekontaetiernetzes  entsprechen, 

^^Vergl,  F.  Klein  1.  e. 
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sind  singulare  Punkte,  da  die  Winkel  des  Dreiecks  in  der  X- 
JEbene  180^,  auf  der  Kugel  dagegen  36^,  60^  90®  betragen. 
Durchläuft  X  das  Intervall  von  1  bis  oo,  so  nehmen 
die  Punkte  P  alle  Lagen  auf  den  Hauptkreisbogen  B^G^^,.. 
ein,  wobei  je  60  zusammengehörige  den  Eckpunkten  eines 
Netzes  XI'  eines  (12  +  20)-flächigen  12.5 -Ecks  ent- 
sprechen. Man  erhält  den  Parameter  A  als  Funktion  der 
Variabein  £^,  welche  die  Varietät  eines  solchen  Netzes  be- 
dingt, entweder  dadurch,  dass  man  in: 


58a") 


1728A  =  - 


fi' 


rechts  fär  g  einen  der  60  Werte,  also  z.  B.  it^^tang^Sg  sub- 
stituiert, wodurch  sich  die  Beziehung: 


iri)    1728A 


{tang^-\  £,+1-  228  tang^-\  s^  [fang^^  f,~l]  +  494  tow^^Ha,)» 


tang^^  Sg  (tang^^-^  Sg  + 11  tang^^  Sg—  ly 

ergiebt,  oder  indem  man  aus  den  sechzig  Werten  für 
g  die  Gleichung  bildet,  deren  Wurzeln  jene  sind  und 
deren  Koeffizienten  mit  den  entsprechenden  der  Gleichung 
Hi^+ 1728  kf^^O  vergleicht. 

Für  jene  Gleichung  erhält  man  durch  Zusammenfassen 
von  je  fünf  oder  je  zehn  in  Beziehung  -  auf  die  fünfzählige 
Axe  00,  gleichmässig  gruppierten  Punkten: 

[t'  -    tung^Bg]  [5^  -  tang^  (9)  ~  i  Sg)] 
X  [giö -  2  g5 tafig'^  £,. cosb^g,+  tang'^ a J 
X  K^ö  -  2  g5  tang^i  Sg^  cos  5  &g,  +  tang^^  f J 

X  K'  +     cotg'i  Bg]  [e^  +  cotg^  (9^  ^  ^  Sg)] 
X  [£*'  +  2  g^  cotg^  Bg^  cos  ö  ^^,  +  cotg^^  6  J 
Ix  ßiö  +21^  cotg^  Bg^  cos  5  ^,.  +  cotg^^  a J , 
wobei  [vergl.  §  76  Formeln  31  d)]  die  Beziehungen: 

cosBg^^    cosBg^^ cos {q>  —  Bg) sinq>f 

COSBo.  =     COSBg.^  sin  (9  —  Bg)  cosg>^ 


58^) 


0 


58-^0 


'9* 


2  sifiw  .^  , 

cotgd'g,^  cotgd'g^=^—r=^{2  cotgBg  —  -f-  tangtp), 


cotg^g^^cotg^g^ 
zu  berücksichtigen  sind. 


'-^-(2cotgBg  +  ^cotgfp) 

yb 


■^m 
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Der  auf  beide  Arten  erhaltene  Äosdrack  für  i  ga* 
st&Uet  Qotii  manche  Dmformangm,  nof  welche  aber  hier 
nkht  eingegangen  werden  soll. 

Wenn  X  das  Interyall  Ton  —  3c^  bis  0  oder  tos  0  bis  1 
dorcbläuft,  so  beschreiben  die  Funkte  P  bes.  die  E&oten 
6,  C, ...  oder  C^^S, ...  des  Dükishexekontaedemetzea,  so  d&ss 
je  60  xasammeogebörige  Punkte  bez.  den  Eckpunkten  eiiiea 
Netzes  SSn'  eines  (I2  +  20  +  30V flächigen  GO-Ecks 
(§36)  oder  eines  Netzes  Xm'  eines  (20+ 12)-flächigen 
20. 3 -Ecks  (§  23)  entsprechen.  Durch  Anwendung  der 
beiden  oben  angegebenen  Methoden  erhält  man  den  Pacm- 
meter  Ä  als  Funktion  von  e,  oder  von  &f,  wenn  man  för 
das  Netz  XXII'  die  Beziehung: 

and  die  Ponnelu.33d)  in  $  73,  fOr  das  Xetz  XIII'  die  Be- 
aiehiuig: 

tos9f  =  eoig  t, .  tang^ 

und  die  Foimeln  32d)  in  §  76  benutzt. 

5.  Wenn  Jer  Parameter  X  irgend  einen  komplexen 
Wert  i  +  fii  hat,  so  eigiebt  sich  die  Abhängigkeit  des  i 
und  fi  Ton  den  beiden  Variabein  (z.  B.  f*,  und  *,,),  welche 
die  Lage  des  Punktes  P  und  damit  die  Varietät  des  ent- 
sprechenden Netzes  XXVII'  bedingen,  ebenMIs  auf  zwei 
Arten.  Entweder  kann  man  in  b^a')  für  t  einen  der  60 
Werte,  z.  B.  ^  —  tatiy-j- f j, . f  ■''  einsetzen  und  i  und  fi  aus  der 
Relation: 

b9a)  172S(Ä  +  fiO  = 


durch  Souderung  des  reellen  und  imaginären  Bestandteils 
bestimiueu.     Oder  man  kann   aus  den  öO  Werten  für  J  die 

Gleichung  bilden,  J^rtu  Wurzeln  jene  sind  und  die  ent- 
spreoheuden  Koeffizienten  dieser  uud  der  Gleichung  58«^ 
vercleii,heu.  Man  kann  diese  Gleiehuug  entsprechend  der 
GrutipiernuiT  der  iV'  Eckpunkte  .vergl  $  X">,  O  als  Eckpunkte 
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von  sechs  koDgruenten  Netzen  XXV '  (^  =  5)  mit  den  Haupt- 
axen  06r  in  folgender  Form  schreiben: 

wobei  dem  oberen  Vorzeichen  die  eine,  dem  unteren  die 
andere  Gruppe  von  je  60  Eckpunkten  entspricht,  deren 
Verein  das  vollständige  Netz  XVI'  bildet. 

Hierin  lassen  sich  sämtliche  Winkel  c^^  und  d-^^^  durch 
Sg^  und  d'g^  oder  auch  [vergl.  30 1)  in  §  75]  durch  f^^,  «6^,,  «6„ 
ausdrücken    wobei: 

ist. 

Die  Vergleichung  des  linken  Teils  der  Gleichungen 
59/3)  und  58  a')  ergiebt  eine  Anzahl  von  Relationen 
zwischen  k  und  ^  einerseits  imd  -Sg^  und  ^g^  andererseits, 
welche  bezüglich  unter  einander  und  mit  den  aus  59  a)  re- 
sultierenden übereinstimmen  müssen.  So  lautet  z.  B.  die 
erste  jener  Relationen,  welche  sich  durch  Vergleichung  der 
Koeffizienten  von  g^  ergiebt: 

6 

-1728A  =  ~684  +  2'(^^H^i^»  +  ^VTO^«5^i^»T 


59y) 


6 

—  1 728  ft  =  ^  {cotg^-\  Sg^  —  tang^\  €g^  sin  5d'g^ . 

1 


Die  vollständige  Entwickelung  dieser  Ausdrücke;  welche 
sich  durch  Substitution  spezieller  Werte  für  Cg^  'ö'^^,' denen 
besondere  Netze  dieser  Gruppe  entsprechen,  auf  ihre  Richtig- 
keit kontrollieren  lassen,  soll  hier  nicht  ausgeführt  werden. 

Die  Gleichung  für  das  vollzählige  Netz  XVI '  wird 
durch  Multiplikation  der  beiden  Gleichungen: 

Hi^+n28(X  +  (ii)f^^0   und   1?^»+ 1728(A-/ii)/;^-.0 

in  der  Form  erhalten: 

59*)      Ei^ +  2. 12n.Hi\f/^ +  12^(1^ +  (i^)f^''^0] 

dieselbe  muss  mit  der  durch  Multiplikation  der  beiden  Glei- 
chungen 59/3)  entstehenden  identisch  sein. 
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I  86.  Einige  allgemeine  Bemerknngeu. 

1.  Die  BeziebmigeD  der  gleich  eckigen  Netze  der  Ikosü' 
edergrnppe  xn  denjenigen  der  ersten  Eauptklssse,  der  Te- 
traeder- und  der  Oktaedergruppe,  insbesondere  die  in  deQ 
g§  75  und  76  her?orgehobeDen  ÄnordnnageQ  der  Eckpankt« 
za  je  ffinf  Ton  solchen  der  Oktaedergruppe  lassen  sich  eben- 
falls mit  Leichtigkeit  durch  pae sende  Zerlegung  der  im 
vorigen  anfgestelltea  Gleichungen  herleiten.  Hierbei  wird 
es  mehrfach  Ton  Vorteil  sein,  die  Ebene  c^  oder  fij  als  Pro- 
jektionsebene zu  wählen  nsd  von  den  nach  Analogie  der 
obigen  Ent Wickelungen  zu  erhaltenden  Gleichungen  aoasu- 
gehen. 

Auf  die  verschiedenen  aus  jenen  Gleichungen  sich  er- 
gebenden Gruppierungen  der  Eckpunkte  der  gleicheckigen 
Netze,  sowie  auf  die  Darstellung  der  die  Kugelääche  mehr- 
fach bedeckenden  Netze  durch  binare  Formen,  bez.  Glei- 
chungen wird  im  siebenten  Kapitel  noch  hingewiesen  werden. 

2.  Bei  der  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  durch- 
geführten Herleitung  der  Gleichungen  für  die  Eckpunkt« 
sämtlicher  gleich  eckigen  Netze  haben  wir  wiederholt  ein 
allgemeines  Prinzip  angewendet,  welches  zuerst  von  F.  Klein') 
aufgestellt  wurde  und  welches  folgender massen  lautet: 

„Wenn  77  und  //'  zwei  binäre  Formen  mit  Transfor- 
mationen in  sieh  selbst,  77=0,  fl'  —  O  also  zwei  Punkt- 
aggregate darstellen,  welche  aus  zwei  irgendwie  angenom- 
menen Punkten  durch  Anwendung  der  linearen  Transforma-- 
tionen  der  betreffenden  Gruppen  hervorgehen  (wobei  77  bez. 
77'  die  geeignete  Potenz  der  betreffenden  Gleichung  darstellt, 
wenn  der  anfänglich  gewühlte  Punkt  eine  mehrfach  zählende 
Gruppe  erzeugt),  so  repräsentiert  die  Gleichung: 

77-X.77'  =  0, 
wenn   X  einen   Parameter   bedeutet,  überhaupt   alle  Punkte 
ajsteme,    welche   durch   die   betreffenden   linearen   Transfor- 
mationen aus  einem  einzelneu  Punkte  hervorgehen." 

1)   Math.  Aon.  IX  S.  194. 
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Die  Substitution: 

bildet  dann  das  Gebiet  der  Kugel  auf  das  Gebiet  der  kom- 
plexen Yariabeln  X  ab^). 

Auf  die  mannigfachen  hieraus  folgenden  Beziehungen, 
welche  die  aufgeführten  Formen  und  Gleichungen  ftir  ge- 
"wisse  Probleme  der  Formentheorie,  für  die  Auflösung  der 
Gleichimgen  des  vierten  und  fünften  Grades,  für  die  Auf- 
losung der  sog.  Oktaedergleichung  51  o')  (§  83),  der  Ikosa- 
edergleichung  58  a')  (§  85)  bei  einem  gegebenen  Werte  des 
Parameters  X  durch  hypergeometrische  Reihen,  für  die  line- 
aren Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  algebraischen 
Integralen  etc.  darbieten,  gestattet  der  Zweck  dieses  Buches 
nicht  näher  einzugehen.  Wir  begnügen  ims  damit,  auf  die 
bezüglichen  (auf  S.  2  und  3  genauer  citierten)  Original- 
arbeiten hinzuweisen. 


Zweite  Abteilung;  Erweiterungen  und 
Verallgemeinerungen. 


§  87.  Kollineare  und  reziproke  Transformation  der 
gleichflächigen  und  der  gleicheckigen  Netze. 

1.  In  diesem  Abschnitte  sollen  nur  kurz  und  andeutungs- 
weise einige  Erweiterungen  und  Verallgemeinerungen  der  in 
den  früheren  Kapiteln  hergeleiteten  Beziehungen  behandelt 
werden.  Eine  solche  Verallgemeinerung  wird  durch  die  kol- 
lineare oder  durch  die  reziproke  Transformation .  der  sphä- 
rischen, durch  die  Eckpimkte  und  Hauptkreise  der  gleich- 
flächigen, sowie  der  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Systeme 
entstehenden  Gebilde  bewirkt.  Hierbei  kommen  die  be- 
kannten  Beziehungen  zwischen  zwei  kollinearen  Grundgebilden 

1)  Schwarz,  Borch.  Joum.  76. 
H«ii,  KBg«lt«Uiing.  27 
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zweiter  Stufe  zur  Anwendung ')  und  zwar  diejenigen  zwischen 
konzentri scheu  StrahleDbündelu ,  deren  Mittelpunkt  der  Kugel- 
mittelpuukt  ist  und  deren  Strahlen  den  Punkten  der  Kugel 
(dea  sphärischen  Punktfeldes)  und  deren  Ebenen  dea  Haupb- 
kreisen  der  Kugel  entsprechen. 

Wir  beschränken  uns  darauf,  die  durch  koUiseare 
Transformation  aus  den  allgemeinsten  Netzen  der  yoa  uns 
unterschiedenen  Hauptklassen  und  Ordnungen  entstehenden 
Gebilde  zu  erwähnen  und  auf  einige  ihrer  Eigenschaften  hin- 
zuweisen. 

2.  Ein  dem  allgemeinsten  gleichfiächigen  Netze  VUl 
oder  VHIh  (§  16)  (dem  Doppelpyramideunetze)  kollinear 
verwandtes  Netz  läsat  sich  ziinUchst  einfach  dadurch  erhalten, 
dass  man  entweder  einen  beliebigen  (nicht  auf  dem  Hanpt- 
äquator  a  liegenden)  Punkt  der  Kugel  (und  seinen  Gegen- 
punkt)  mit  den  Teilpunkten  B  oder  li  und  C  (vergl.  Fig. 
1,5,6)  des  Hauptii<iuators  a  durch  Hauptkreiabogen  ver- 
bindet oder  dadurch,  dass  man  einen  beliebigen  (nicht  durch 
die  Endpunkte  A  und  A!  der  Hauptaxen  hindurchgehenden) 
Hauptkreia  mit  den  Seitenkanten  des  Netzes  YIII  zum 
Schnitte  bringt. 

Auf  beide  Arten  erhält  man  ein  dem  Netze  VIII  kol- 
linear verwandtes  Netz  und  zwar  in  involutorischer 
Lage,  wobei  im  ersten  Falle  die  Involutionsaxe,  im  zweiten 
Falle  das  Involutionszentrum  mit  Benutzung  bekannter  Eigen- 
schaften des  vollständigen  Vierecks  und  Vierseits  leicht  zu 
konstruieren  ist. 

Wenn  man  auf  einem  beliebigen  Hauptkreise  0  drei 
Punkte  S9i,  33(,  Sj  beliebig  annimmt  und  diese  den  Punk- 
ten i?, ,  B^,  Bj  auf  dem  Äquator  a  entsprechen  läast, 
so  erhält  man  die  übrigen  den  Punkten  B^...B^  zugeord- 
neten Punkte  S^ ...  SB,  als  entsprechende  Punkte  der  beiden 
projekti  vi  sehen  Punktreihen  auf  den  Trägem  a  und  a;  nimmt 

1 1  Verfjl.  hierüber :  Iteye ,  Geometrie  der  Lag-e  II,  erster, 
ilritter,  vierter  und  vierzehnter  Vortrag ;  Schröter,  Theorie  der 
Oberflächen  zweiter  Ordnung,  S.  34111g. 
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man  dann  einen  beliebigen  (nicht  auf  a  liegenden)  Punkt  9t 
an  und  verbindet  diesen  (wie  dessen  Gegenpunkt  W)  durch 
Hauptkreisbogen  mit  den  Punkten  iB^,  SSg.-.SSn,  so  erhält 
man  das  allgemeinste  derartige  Doppelpyramidennetz.  Ebenso 
hätte  man  ein  dem  sphärischen  Strahlbüschel  AlB^^B^^^^B^ 
projektiyisches  mit  dem  beliebig  angenommenen  Punkte  SC 
als  Mittelpunkt  konstruieren  und  dieses  durch  den  belie- 
bigen Hauptkreis  Q  schneiden  können.  Die  n  Punkte  auf  a 
oder  die  n  Strahlen  durch  9  stellen  dann  ein  cyklisch- 
projektivisches  Punkt- (Strahlen-)  System  dar. 

Jedem  Punkte  P  und  jedem  Hauptkreise  p  des  ursprüng- 
lichen Netzes  entspricht  alsdann  bez.  ein  bestimmter  Punkt 
^  und  ein  bestimmter  Hauptkreis  p  des  kollinear -ver- 
wandten Netzes;  der  Gesamtheit  der  homologen  Punkte  P 
der  Dreiecke  A^^B^B^ ...  des  ursprünglichen  Netzes,  d.  h. 
den  Eckpunkten  des  gleicheckigen  Netzes  VTH'  oder  Vlll'^ 
(für  n  =  2jp)  entspricht  die  Gesamtheit  der  zugeordneten 
Punkte  ^  des  kollinear -verwandten  Netzes. 

Die  Hemigonieen  und  die  besonderen  Fälle  der  Netze 
Vni'  und  VIII"  ergeben  sich  analog;  die  Beziehungen 
zwischen  gleichflächigen  und  zugeordneten  gleicheckigen 
Netzen,  insoweit  sie  Lagebeziehungen  sind,  also  auch  die 
Steinersche  Verwandtschaft  bei  den  Netzen  XXV  und  XXV', 
gelten  auch  für  die  allgemeineren  Netze.  Bei  der  Konstruk- 
tion der  allgemeinen  gleicheckigen  Netze  wird  man  von  der 
Beziehung,  dass  jedem  harmonischen  Gebilde  des  einen 
Systems  ein  harmonisches  Gebilde  des  anderen  entspricht, 
sowie  von  dem  Satze  Anwendung  zu  machen  haben: 

Das  Sinusrerhältnis,  nach  welchem  ein  fester  Winkel 
des  einen  Systems  von  einem  durch  seinen  >  Scheitel 
gehenden  Hauptkreise  geteilt  wird,  steht  zu  dem  ent- 
sprechenden Sinusverhältnisse  im  anderen  Systeme  in 
einem  konstanten  Verhältnisse^). 

3.  Von  den  in  analoger  Weise  aus  den  Netzen  der 
zvtreiten    Hauptklasse    entstehenden   mögen    hier    nur   die- 

1)  Yergl.  z.  B.  Gretschel,  Organische  Geometrie,  8.  183. 

27* 
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jenigen  der  Hexakisoktaeder-  und  der  Ikosaedergnippe 
erwähut  werden. 

Wenn  wir  drei  beliebige  (nicht  auf  einem  Hauptkreise 
liegende)  Punkte  Stj,  31,,  Ä,  der  Kngelfläche  durch  Haupt- 
kreise a,,  Oj,  Og  verbinden  oder  drei  beliebige  (nicht  durch 
einen  Punkt  gehende)  Hauptkreise  a,,  a^,  Og  zum  Schnitte 
bringen,  so  erhalten  wir  ein  die  Kugelfläche  bedeckendes 
I^etz  von  acht  sphärischen  Dreiecken  (welche  sich  in  be- 
kannter Weise  als  Neben-,  Scheitel-  und  Gegendreiecke  ent- 
sprechen). Nehmen  wir  im  Innern  eines  dieser  acht  Drei- 
ecke (z.  B.  Sl^  9,  !(y)  einen  beliebigen  Punkt  S,  an  und 
lassen  diesen  dem  Eckpunkte  C,  des  regulären  Hexaeder- 
netzes VI  entsprechen,  während  die  Punkte  8tj,  ?tj,  Sj  den 
Eckpunkten  Äj,  A^^  A^  des  regulären  Oktaederdreieckes 
enti^rechen  sollen,  so  ist  die  kollineare  Verwandtschaft  der 
beiden  Systeme  bestimmt. 

Verbinden  wir  den  Punkt  E^  mit  den  Eckpunkten  SI,, 
S(s,  %i  und  konstruieren  in  jeder  Ecke  zu  dem  Verbindungs- 
hauptkreise den  vierten  harmonischen  Hauptkreis,  so  dass  diese 
beiden  durch  die  beiden  Dreieckakanten  harmonisch  getrennt 
werden,  so  schneiden  sich  bekanntlich  diese  sechs  konstruierten 
Hauptkreise  viermal  zu  dreien  in  je  einem  Punkte')  ujid 
zwar  in  den  Eckpunkten  @|,  S,,  ^,  (£4  (und  deren  Gegen- 
punkten), welche  den  Eckpunkten  Cj,  C^,  Cj,  C^  entsprechen. 

Die  sechs  konstruierten  Hauptkreise  £ij . . .  b^  entsprechen 
den  Hauptkreisen  &, . . .  t^  des  regulären  Hexaedernetzes  nnd 
hilden  mit  den  drei  Hauptkreisen  Q^,  a^,  a,,  ein  die  Eugelääche 
bedeckendes  Netz  von  48  sphärischen  Dreiecken  ^<S!8,  deren 
Eckpunkte  S,  welche  zu  je  zweien  auf  einem  Hauptkreise  a 
durch  zwei  Punkte  %  harmonisch  getrennt  liegen,  den  zwölf 
Eckpunkten  des  Kubooktaedemetzes  XIX'  entsprechen.  Mao 
kann  dies  allgemeinere  Netz  wohl  auch  als  harmonisches 
Hexakisoktaedernetz   bezeichnen. 

Jedem  beliebig  in  einem  der  48  Dreiecke  angenommeneu 
Punkte  '$  entsprechen  47  in  den  übrigen  Dreiecken  liegende 


1)  Vergl.  Hesae,  Analyt.  Geom.  des  Raumes,  dritte  Vorleaang. 
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Punkte  ?ß;  diese  48  Punkte  ?ß  sind  den  48  Eckpunkten  P  eines 
Netzes  XV  zugeordnet  und  leicht  mit  Benutzung  der  zwischen 
beiden  Netzen  bestehenden  Beziehungen  ihrer  Lage  nach 
zu  bestimmen.  Diese  Beziehungen  sollen  hier  im  einzel- 
nen nicht  verfolgt  werden;  alle  besonderen  Netze,  die  he- 
migonischen  Netze,  für  welche  die  Gruppierungen  der  Eck- 
punkte und  Kanten  denen  der  früher  abgeleiteten  Netze 
analog  sind,  die  zwischen  den  Eckpunkten  entsprechender  he- 
migonischer  Netze  bestehende  Stein  ersehe  Verwandtschaft 
etc.  ergeben  sich  nach  dem  Bisherigen  mit  Leichtig- 
keit. 

Besonders  übersichtlich  und  einfach  gestaltet  sich  die 
Darstellung  und  Ableitung  dieser  Beziehungen  durch  Ein- 
führung trimetrischer  sphärischer  Koordinaten.  .  Wenn 
wir  die  trimetrischen  Koordinaten  eines  Punktes  propor- 
tional zu  Vielfachen  der  Sinus  der  sphärischen  Abstände  des 
Punktes  von  den  Seiten  des  Koordinatendreieckes  SC^  ^tg  Sg 
nehmen,  so  können  jene  Vielfache  so  bestimmt  werden, 
dass  der  Punkt  6^  die  Koordinaten  1,  1,  1  hat  (der  Ein- 
heitspunkt ist),  welchem  als  Polare  in  Beziehung  auf  das 
Fundamentaldreieck  (als  Harmonikale)  der  Hauptkreis  q . . . 
^1  +  ^t  +  ^s  •=  0  entspricht.  ■  Es  brauchen  alsdann  die  früher 
im  fünften  Kapitel  §  63  bis  §  73  unter  Anwendung  recht- 
winkliger Raumkoordinaten  0,  x,  y  aufgestellten  analytischen 
Ausdrücke  für  Eckpunkte,  Hauptkreise  etc.  nur  nach  den 
irimetrischen  Koordinaten  x„  x„  x,  interpretiert  zu  werden, 
um  die  entsprechenden  Gebilde  des  kollinear  verwandten 
Netzes  zu  erhalten.  Die  Eckpunkte  9,  @,  93  haben  z.  B. 
die  trimetrischen  Koordinaten  [vergl.  10a')  bis  10^')  in  * 
§  63]: 

(J1...III, 
6j...ll-l, 
es...l-ll, 
^^...  1-1-1; 


60  a) 


8(i...lOO, 
«,...010, 
«,.,.001; 


a3i...llO,  ©4... 10-1, 
83,... 101,  a3j...l-10, 
83». ..011,  »«...01-1; 


die  Hauptkreise  Q,  c,  B  haben  die  Gleichungen  [vergl.  10a), 
ß),  y)  in  §  63]: 
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60^) 


.x^^Q, 


=  0; 


..x^  +  x^  +  Xg  —  O, 
. .  »1  +  ij  —  Ig  ■=  0, 
. .  Ä,  —  a:,  +  Äj  =  0, 
. .  a;,  —  Ig  —  i,  =  0; 
i^...X^-Xt  =  0, 


6,  ...x,+a^  =  0, 
6,...ic,  +  irB  — 0,  bj. 
68...a:,  +  a:5  =  0,   6«. 

Die  48  zusammeD gehörigen  Eckpunkte  ^,  weiche  ein 
(bannonisehes)  (G +  8  +  24}-flächigea  2.24-Eck  bilden,  haben 
zu  Eoordiuatea  die  mit  den  acht  YorzeicheDkombinationen 
zu  Teraehenden  sechs  Permutationen  der  Koordinatenwerte 
a^i,  a^,,  a^j  des  Punktes  5ßj  n.  a.  f. 

4.  Ein  dem  regulären  Ikosaedernetz  V  kollinear 
entsprechendes  Netz  bat  zu  Eckpunkten  @,  ...@^  diejenigen 
eines  sog.  zehnfach  Briancbonschen  Sechsecks,  dessen 
ebene  Projektion  gelegentlich  anderer  Untersuchungen  ,von 
Clebsch')   und   F.  Klein*)   genauer  betrachtet  worden   ist. 

Vier  Eckpunkte,  z.  B.  ®^,  ®j,  ©^  und  @g  lassen  sich  be- 
liebig (nur  80,  daas  nicht  drei  derselben  auf  einem  Hanpt- 
kreise  liegen)  wählen  und  den  Eckpunkten  £r, ,  (?,,  ff,  and 
Gg  des  Netzes  V  entsprechend  annehmen.  Die  beiden  an- 
deren Punkte  ®,  und  ®5,  welche  G«  und  G^  (Fig.  4,  29,  30) 
entsprechen,  lassen  sich  dann  durch  eine  einfache  Konstruk- 
tion finden,  welche  sich  leicht  aus  den  you  Clebsch')  her- 
geleiteten Eigenschaften  der  ebenen  Figur  eines  solchen 
Sechsecks  ersieht. 

Es  mögen  hier  nur  die  folgenden  Bemerkungen  Pl^tz 
finden,  welche  auch  zu  der  Konstruktion  der  beiden  Punkte 
@^  und  ®j  und  der  Herleitung  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  interessanten  Figur  dienlich  sein  können.  Man  kann 
die  Gruppierung  der  sechs  Punkte  ©^ . . .  @g  auch  so  cha- 
rakterisieren, dass  dieselben  zehnmal  je  zwei  Dreiecke 
bilden,    welche   auf   vier    Arten    perspektivisch    liegen. 

1)  Math.  Aon.  Bd.  IV,  S.  284  und  346. 

2)  Matb.  Ann.  Bd.  XII,  S.  631  flg. 

3)  A.  a.  0.  S.  337  und  338, 
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Bei  dieser  Auffassung  erhält  man  eine  Anwendung  der  von 
Bosanes  und  H.  Schröter^),  von  dem  ersteren  durch  ana- 
lytische, Ton  dem  zweiten  durch  einfache  synthetische  Be- 
trachtungen hergeleiteten  Eigenschaften  solcher  Dreiecke. 

Sollen  nämlich  zwei  Dreiecke  ©x®«®«  ^^^^  ®^®&®6 
auf  yier  Arten  perspektivisch  liegen  und  zwar  (yergl.  Schröter 
a.  a.  0.)  nach  folgender  Gruppierung: 


61a) 


®.  ®,  ®, 

6, 


®i  ®*  ®a 

®5  ®6  ®< 


®1  ®i  ®3 

®6  ®4  ®» 

«4 


®1  ®.  ®5 
(»6  ®»  ®4 

«1 


(yergl.  die  entsprechendeir  durch  lateinische  Buchstaben  be- 
zeichneten Punkte  der  Fig.  29),  wobei  der  darunter  gesetzte 
Buchstabe  das  Projektionszentrum  bezeichnet ,  so  lassen  sich^ 
wie  Schröter*)  gezeigt  hat,  falls  die  vier  Punkte  ®i,  ®2; 
®s)  ®6  gegeben  sind,  die  beiden  anderen  Punkte  &^  und  &^ 
noch  auf  unendlich  viele  Arten  bestimmen.  Denn  die  beiden 
Punkte  ®4  und  ©5  beschreiben  bestimmte  Ortskegelschnitte, 
wenn  das  Kollineationszentrum  6^  sich  auf  ®i@e  bewegt. 
Erhält  der  Punkt  6^  eine  bestimmte  Lage  auf  ®|  ®g,  so 
sind  nach  der  von  H.  Schröter  angegebenen  Konstruktion 
die  beiden  Punkte  ©4  und  @^  bestimmt. 

Diese  bjestimmte  Lage  des  Punktes  (S^^  ergiebt  sich  mm 
in  dem  vorliegenden  Falle  dadurch,  dass  zu  den  vier  in  61a) 
geforderten   Bedingungen   f&r   die   Lage   der  Dreiecke  z.  B. 

noch  die  folgende: 

01  &,  ®4 


61^) 


e, 


hinzugefügt  wird,  welche  Bedingung  auch  mit  derjenigen, 
dass  der  Yerbindnngshauptkreis  ®^  @5  mit  der  Diagonale 
^6  ^  (vergl.  Fig.  29)  zusammenfalle,  identisch  ist.  Denn 
alsdann  folgt  einfach,  dass  die  sämtlichen  15  Verbindungs- 
hauptkreise  (hi...hj^^)  der  sechs  Punkte  ©^...^^  sich  zehn- 


1)  Math.  Ann.  Bd.  II  S.  549  flg.  und  S.  563  flg. 

2)  A,  a.  0. 
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mal  zu  je  dreien  in  einem  Punkt«  ß  schneiden,  d.  h.  daea 
die  sechs  Punkte  &  zehnm&l  («ie  bei  dem  Netze  V)  die 
Eckpaukte  eines  BriaaclionacheD  Sechsecks  bilden  oderdaga 
zehn  Gruppen  von  je  zwei  vierfach -perapektivischen  Drei- 
ecken entstehen.  Man  kann  auch  sagen,  dass  von  den  60 
Sechsecken,  welche  in  bekaniit«r  Weise  aus  den  sechs  Fun- 
damentalponkten  @  sich  bilden  lasseD,  40  Brianchonsche 
sind. 

Die  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  sich  ergebende 
Konstruktion  der  Punkte  @,   und  &,_  ist  folgende: 

(Vergl.  Fig.  29.)  Ziehe  ©,  @,  (,l)„),  welches  ®^  &^  (b,) 
in  99s  trifft;  bestimme  ß,  auf  @,  @«93,  so,  dass: 

ist,  wobei  die  Teilung  nacli  dem  goldenen  Schnitt  zu  be- 
nutzen ist-,  sodann  bestimme: 

(®,®,.,  &i&,)-(St, 

Die  zehn  Perspektivitätszeotra  @  entsprechen  den  Eck- 
punkten C  des  regulären  Pentagondodekaedernetzes,  die  15 
Schnittpunkte  9  je  zweier  Hauptkreise  b  sind  die  den  Punkten 
B  eines  Netzes  XX'  entsprechenden  Punkte;  diese.  Punkte 
SB  lassen  sich  in  fünf  Polardreiecke  anordnen  bezüglich  eines 
Kegelschnitts,  welcher  für  die  regulären  Netze  durch  den  un- 
endlich entfernten  imaginären  Kugel  kreis  repräsentiert  wird. 
Die  15  Hauptkreise  b  teilen  die  Kugelfläche  in  120  Drei- 
ecke, BO  dass  jedem  Pimkte  5ß  119  Punkte  der  Kugel  zu- 
geordnet sind  u.  s.  f. 

Für  die  analytische  Darstellung  dieser  Beziehungen 
ist  ebenfalls  die  Einführung  eines  trimetrischen  sphärischen 
Koordinatensystems  von  grossem  Vorteil. 

5.  Endlich  sei  auch  noch  kurz  auf  die  durch  Zentral- 
projektion (vom  Kugelmittelpunkte  aus)  auf  eine  beliebige 
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Ebene  aus  den  gleichflächigen  und  gleicheckigen,  sowie  aus 
den  jenen  kollinear  verwandten  Netzen  entstehenden  ebenen 
Netze  hingewiesen.  Diese  Beziehungen  hat  bereits  Steiner^) 
erwähnt  und  insbesondere  auf  diejenigen  Eigenschaften  eines 
elliptischen  Involutionsnetzes  aufmerksam  gemacht,  welche 
auf  die  angegebene  Weise  aus  diesen  sphärischen  Gebilden 
oder  den  entsprechenden  Strahlenbündeln  resultieren. 

Den  von  uns  früher  betrachteten  Polarnetzen  (s.  Eap. 
IV)  der  metrisch -gleicheckigen  und  -gleichflächigen  sphä- 
rischen Netze  entsprechen  in  der  zentralen  Projektion  die 
polaren  Gebilde  der  ebenen  Netze  in  Beziehung  auf  einen 
imaginären  Kreis  als  Kemkegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt 
die  senkrechte  Projektion  des  Kugelmittelpunktes  auf  die 
Ebene,  dessen  Radius  gleich  der  Länge  dieser  projizierenden 
Normalen  ist.  Diejenigen  ebenen  Netze,  welche  diesen 
durch  zentrale  Projektion  der  metrisch  -  gleicheckigen  und 
-gleichflächigen  Netze  entstehenden  kollinear  oder  reziprok 
verwandt  sind,  kann  man  auch  durch  kollineare  oder  rezi- 
proke Transformation  in*  der  Ebene  herleiten,  wobei  für  die 
analytische  Darstellung  die  Benutzung  trimetrischer  Koor- 
dinaten von  Vorteil  ist.  Die  früher  (im  fünften  Kap.)  be- 
handelte Abbildung  auf  die  Ebene  der  ty  s  gehört  zu  diesen 
kollinear  verwandten  Netzen. 
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der  räumlichen  Systeme. 

1.  Den  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten,  durch 
kollineare  (oder  reziproke)  Transformation  entstehenden  sphä- 
rischen Netzen  lassen  sich  entsprechende  Polyeder  ein-  oder 
umschreiben,  wenn  die  Grenzflächen'  dieser  Netze  sämtlich 
kleinen  Kugelkreisen  einbeschreibbar  sind.  Dies  ist  zwar 
für  sämtliche  im  weiteren  Sinne  gleichflächige.  Dreiecks- 
netze, dagegen  für  alle  übrigen^  zumal  für  die  im  weiteren 
Sinne   gleicheckigen  Netze   im  allgemeinen   nicht  der  Fall. 

1)  Yergl.  die  Eemerkiingen  aus  dem  Nachlasse  Steiners  in 
dessen  ges.  Werken  Bd.  II  S.  736  —  788. 
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Dagegen  wird  man  im  weiterea  Sinne  gleicheckige  imd 
gletchSächige  Polyeder,  welche  die  früher  abgeleiteten  me- 
trisch -  gleicheckigeo  and  -  gleichäächigen  Polyeder  als  be- 
sondere Fülle  entlialteo,  durch  kollineare  oder  reziproke 
TraDsformation  der  durch  die  Ebenen,  Kckpunkte,  Kanten 
dieser  letzteren  Polyeder  bestimmten  räiimlicbeo  Systeme 
ableiten  können.  Unter  gleicheckigen  Polyedern  im  wei- 
teren Sinne')  sind  hierbei  solche  mit  gleich  vielseitigen 
Ecken,  welche  anf  gleiche  Art  von  Polygonen  verschiedener 
oder  gleicher  Beschaffenheit  gebildet  werden,  zu  versteben, 
unter  gleichÖüchigeu  Polyedern  im  weiteren  Sinne  solche 
mit  gleich  vielkantigen  Flächen,  welche  anf  gleiche  Art  von 
Ecken  verschiedener  oder  gleicher  Beschaffenheit  umgeben 
sind. 

2.  Wir  wollen  diese  Art  der  Betrachtung,  ans  einem 
metrisch  -  gleicheckigen  oder  -  gleichSiichigeu  Polyeder  ein 
diesem  bollinear  (oder  reziprok)  verwandtes  herzuleiten  nur 
an  einem  Beispiele  erläutern,  indem  wir  uns  vorbehalten, 
bei  einer  anderen  Gelegenheit  auf  diese  Beztebusgeii,  welche 
eovKobl  für  die  allgemeine  Theorie  der  Konfiguration  räum- 
licher Gebilde,  als  auch  tOr  diejenige  der  Polyeder  Ton 
grosser  Bedeutung  sind,  ausführlicli  einzugehen. 

Die  beiden  Gebilde,  welche  dem  regulären  Hexaeder 
und  dem  regulären  Oktaeder  kollinear  verwandt  sind,  sind 
bereits  nach  einigen  ihrer  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
von  R.  Heger*)  und  neuerdings  mit  besonderer  Berücksich- 
tigung der  durch  diese  räumlichen  Gebilde  bestimmten  sog. 
Konfigurationen  von  Th.  Reye')  betrachtet  worden. 

Für  die  analytische  Behandlung  ist  hier,  so  wie  bei 
dem  analogen  Problem-  auf  der  Kugel  oder  in  der  Ebene  die 
trimetrischen  Koordinaten  sich  vorteilhaft  darboten,  die  Be- 

1)  Vergl.  J.  C.  Becker,   Elemente  der  Geometrie  I,  S.  279flg. 

2)  Das  harmonische  Heiaeder  und  Oktaeder,  Schlßmilchs 
Zeitschr.  XVLIl,  S.  307  —  312. 

3)  Acta  mathem.,  herauegeg.  v,  Mittag-Leffler.  1.1.  B.  93  aad 
l.ä,   S.  97flg, 
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nutzimg  tetraedrischer  Punkt-  (oder  Ebenen-)  Koordinaten 
zu  wählen. 

3.  Die  acht  Eckpunkte  eines  harmonischen  Oktagons 
(harmonischen  Hexaeders  nach  Heger)  lassen  sich  als  acht 
Punkte  des  Baumes  definieren,  deren  tetraedrische  Koordi- 
naten in  Beziehung  auf  ein  Tetraeder  bei  demselben  absoluten 
Werte  sich  nur  durch  die  Yorzeichenkombinationen  unter- 
scheiden. .Hierbei  kann,  da  nur  die  Verhältnisse  der  vier 
Koordinaten  in  Betracht  kommen,  eine  der  vier  Koordinaten 
immer  als  positiv  genommen  werden.  Nimmt  man  nun 
einen  beliebigen  Punkt  (7i  (z.  B.  im  Innern  des  Koordinaten- 
tetraeders) an  imd  wählt  diesen  als  Einheitspunkt,  welchem 
als  Polarebene  in  Beziehung  auf  das  Tetraeder  die  Ebene: 

62  a)  ^i  +  x^  +  x^  +  x^'^-^O 

entspricht,  legt  durch  die  sechs  Kanten  des  Tetraeders  und 
diesen  Punkt  sechs  Ebenen  und  konstruiert  an  jeder  Kante 
zu  der  Yerbindungsebene  die  vierte  harmonische  Ebene,  so 
dass  diese  beiden  durch  die  beiden  Tetraederflächen  har- 
monisch getrennt  sind,  so  schneiden  sich  diese  zwölf  kon- 
struierten Ebenen  zu  sechsen  achtmaP).  Diese  acht  sechs- 
flächigen Schnittpunkte  C  sind  die  Eckpunkte  eines  harmo- 
nischen Oktagons,  welche  die  Koordinaten: 

62^)  ±1,  ±1)  ±1,  i 

haben. 

Die  zwölf  konstruierten  Ebenen  &^  • . .  b^^  schneiden  sich 
zu  dreien  in  zwölf  Punkten  jB,  welche  zu  je  zweien  auf  einer 
Tetraederkante  liegen  und  durch  deren  Eckpunkte  harmonisch 
getrennt  werden;  diese  Punkte  sind  die  Pole  zu  den  Ebenen 
b  in  Beziehung  auf  das  Tetraeder;  ihre  Koordinaten  werden 
durch  die  Permutationen  nebst  Yorzeichenkombinationen  von: 

62y)  1,  1,  0,  0 

dargestellt.  Die  acht  Polarebenen  c  der  Punkte  C  bilden 
das  harmonische  Oktaeder. 


1)  Beye  a.  a.  0. 


^ 
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Reye  betrachtet')  die  durch  die  acht  Punkte  C  und  die 
vier  Tetraedereckpunkte  A  und  durch  die  zwölf  Ebenen  6 
(gebildete  Konfiguration,  oder  nach  der  von  ihm  eingefQhrt«B.B 
Bezeichnung:  die  C/jr.(12,i,  16^},  bei  welcher  auf  jeder  d^^ 
zwölf  Ebenen  b  sechs  der  angegebenen  zwölf  Ponkte  liegen 
und  durch  jeden  der  zwölf  Punkte  sechs  von  den  zwölf 
Ebenen  gehen,  und  zu  welcher  16  Gerade  gehören,  welche 
mit  je  dreien  der  zwölf  Punkte  und  je  dreien  der  zwölf 
Ebenen  iazident  sind,  Baa  polare  Gebilde,  das  aus  den 
zwölf  Punkten  JB  und  den  acht  Ebenen  c  nebst  den  yier 
Tetraederflächen  a  besteht,  hat  dieselbe  Eigenschaft. 

4.  Wir  wollen  zum  Schiusa  noch  eine  sich  mit  Leichtig-  J 
keit  aus  der  beschriebenen  Raumfigur  ergebende   Beziehung^ 
hervorheben,    welche    sich    durch    kollineare    Transformation 
leicht    auf    die    reguläre    Hexaeder  -  Oktaeder  -  Konfiguration 
übertragen  lässt. 

Die  zwölf  Ebenen  l  schneiden  sich  16  mal  zn  dreien 
und  zwar  so,  dass  je  vier  dieser  16  Punkte  D  auf  einer 
Tetraederfliiche  liegen;  entsprechend  gehen  von  den  16 
Ebenen  d,  welche  je  dtei  Punkte  B  verbinden,  je  Tier  dorch 
einen  Tetraedereckpunkt. 

Die  16  Punkte  D  (deren  Koordinaten  durch  die  Permn- 
tationen  nebst  Vorzeichenkombinationen  von  0,  1,  1,  1  dar- 
gestellt werden)  und  die  16  Ebenen  d  bilden  nun  nach 
Reyes  Bezeichnung,  wenn  wir  von  den  zugehörigen  Geraden 
absehen,  eine 

T?.{16,), 

d.  h.  es  liegen  je  sechs  der  16  Punkte  ß  auf  einer  Ebene  d 
(und  zwar  auf  einem  Kegelschnitt)  und  durch  jeden  Punkt 
D  gehen  je  sechs  Ebenen  d  hindurch.  Diese  Cfg.  entspricht 
also  genau  derjenigen  der  IG  Knotenpunkte  und  der  16  sin- 
guliiren  Ebeueu  einer  Kummerschen  Fläche*). 


,   93   und   F.  Kle: 


§  88.  Eollineare  und  reziproke  Transformation  etc.  429 

Als  Repräsentant  dieser  Konfiguration  bei  der  regulären 
Gruppe  erhalten  wir  für  die  16  Punkte  D  die  zwölf  Kubo- 
oktaedereckpunkte  und  die  vier  unendlich  fernen  Punkte  der 
dreizähligen  Axen  (der  Würfeldiagonalen),  für  die  16  Ebenen 
d  die  zwölf  Flächen  eines  Rhombendodekaeders  und  die  yier 
durch  den  Mittelpunkt  senkrecht  zu  den  dreizähligen  Axen 
gelegten  Ebenen. 


Siebentes  Kapitel. 

Die  die  Kügelfläclie  melirfacli  bedeclienden  gleiöh" 

flächigen  und  gleicbeckigen  Netze  nebst  den  znge- 

hörigen  Polyedern, 


g  89.    Einleitende  Betrachtnogen.    Erweitert« 
Eulerschc  Fonuel. 

1,  In  dieBem  letzteu  Kapitel  soll  die  Herleituüg  der- 
jenigen gleicMächigeu  und  gleicheckigen  Netze,  welche 
mehrfach  die  Kugelfläche  hedecken,  sowie  der  zugehörigen 
Polyeder  behandelt  werden.  Die  Deönition  derartiger  Netze 
und  Polyeder,  auf  welche  hinzuweisen  sich  bereits  bei  den 
Torhergehenden  Betrachtungen  mehrfach  Gelegenheit  darbot 
(vergl.  z.  B.  Kap.  n.  §  12,  3.;  Kap.  IV.  §  47,  8.,  §  48,  i., 
§  49,  2.,  §  54,  2.;  Kap.  V.  §  73,  6.,  §  76,  4.).  ergiebt  sich 
ohne  weiteres  aus  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten 
Definitionen,  sobald  wir  die  Begriffe  der  Art  eines  ebenen 
und  eines  sphärischen  Polygons,  einer  sphärischen  Ecke, 
eines  Netzes  und  eines  Polyeders  festgestellt  haben. 

2.  Die  Art  eines  ebenen  Vielecks  ist  durch  die  Zahl 
b  bestimmt,  wenn  die  Summe  der  Umfangswinkel  des- 
selben b.SGO"  beträgt').  Unter  einem  Umfangswinkel  eines 
Polygons  ist  derjenige  Winkel  zu  verstehen,  um  welchen  an 
jedem  Eckpunkte  eine  Kante  in  dem  positiven  Drehungs- 
sinne gedreht  werden  muss,  bis  ihre  positive  Richtung  mit 
derjenigen  der  darauf  "folgenden  Kante  zusammenfallt,  wobei 

1)  Versl.  des  Verf.  Schriften;  Über  gleicheckige  und 
gleickkaiitige  Polygone.  Easael  1874.  Th.  Kay.  §  1  bis  §  5,  und: 
Über  die  sugleich  gleicbeiltigen  und  gleichfiächigen  Poly- 
eder.    Kassel   1870.     §  3. 


§  89.  Einleitende  Betrachtgn.  Erweiterte  Eulersche  Formel.    431 

die  positive  Richtung  jeder  Kante  durch  die  Wahl  des  Sinnes^ 
in  welchem  der  umfang  durchlaufen  wird,  gegeben  ist.  Die 
Summe  jener  Umfangswinkel  lässt  sich  sehr  leicht  aus  der 
von  Wiener^)  sogenannten  zweiten  Figur  erhalten,  die 
man  u.  a.  dadurch  konstruieren  kann,  dass  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  der  Ebene  auf  die  Innenseiten  der  auf- 
einander folgenden  Kanten  Perpendikel  föllt. 

Die  Art  eines  sphärischen  Polygons  wird  als  die  b^ 
bezeichnet,  wenn  die  Summe  der  Winkel^  welche  ein  um 
einen  beliebigen  Punkt  der  Kugel  sich  drehender  sphärischer 
Radiusvektor  beschreibt,  dessen  anderer  Eckpunkt  den  Peri- 
meter des  Polygons  in  der  durch  den  Sinn  dieses  Perimeters 
gegebenen  Richtung  durchläuft,  2). 360^  beträgt.  Führen 
wir,  analog  wie  bei  einem  ebenen  Vieleck,  die  Summe  2U 
der    Umfangswinkel'  des    sphärischen   Vielecks,    sowie    den 

Exzess  E  ein,  welcher  mit  jqttq  multipliziert  den  Flächen- 

inhalt  des  n-Ecks  ergiebt,  so  besteht  folgende  einfache 
Relation: 

63a)  JE;+-2;i7«6.360^ 

deren  Richtigkeit  sich  auch  direkt  aus  der  vollständigen 
durch  die  Hauptkreise  des  sphärischen  n-Ecks  gebildeten 
Figur  leicht  nachwefsen  lässt.  Für  die  Polarfigur  eines 
sphärischen  n-Ecks  erhält  man: 

63/3)  JE;'  +  2;i7'«6'.360^ 

wobei  ZU'  oder  die  Summe  der  Umfangswinkel  der  Polar- 
figur gleich  dem  Umfang  (der  Summe  der  Kanten)  der 
ursprünglichen  Figur  ist. 

Für  alle  diejenigen  sphärischen  Polygone,  deren  Kanten 
und  Winkel  sämtlich  kleiner  als  180^  sind,  werden  die  beiden 
die  Art  der  Figur  und  der  Polarfigur  bestimmenden  Zahlen 
b  und  b'  einander  gleich.  Dagegen  können  bei  denjenigen 
sphärischen  Vielecken^  deren  Kanten  und  Winkel  zum  Teil 
oder  sämtlich  überstumpf  sind,  jene  beiden  Zahlen  von  ein- 

1)  Chr.  Wiener,  Über  Vielecke  und  Vielflache.   Leipzig,  B.  G. 
Teubner.     1864. 
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ander  Terechiedeo  sein.  Bei  den  nacbfolgendeo  Betncbhuigen 
werden  wir  fsst  ansschliesslicb  Polygone  höherer  Art  roa 
der  ersteren  Beschaffenheit  berScksiciitigeD. 

Ans  den  angegebenen  Begebt  f^r  die  Bestimmong  der 
Art  einea  äphÄrischeii  Polygons  folgen  aacb  leicht  die  ent- 
Bpreebenden  Regeln  ftir  die  Bestimmung  der  Art  einer 
körperlichen  Ecke. 

Die  Art  einer  sphärischen  Ecke  ($  7,  a.)  wird  dorch 
die  Zahl  ß  bestimmt,  wenn  die  Summe  ihrer  (ephärischen) 
Winkel  ^.360"  beträgt 

3.  Mit  Benntznng  der  im  vontebenden  aafgeatellt«ii 
Regeln  können  wir  nun  sofort  die  sogenannte  erweiterte 
Enlerscbe  Formel  fßr  solche  sphärische  Netze,  welche 
mehrfecb  die  Kugelfläcbe  bedecken,  herleiten.    (Vergl.  §  7,  8,) 

Liegt  ein  sphärisches  Netz  vor,  welches  B-jaal  die 
Kagelääche  bedeckt,  so  dass  B  die  die  Art  des  Netzes  be- 
stimmende Zahl  ist,  und  bezeichnet  s,  die  Summe  der  Innen- 
winkel einer  «i-eckigen  Grenzfläche  tod  der  6,""  Art,  m  die 
Anzahl  aller  Flächen,  ferner  ß,  die  Art  einer  sphärischen 
Ecke,  fi  die  Anzahl  der  Ecken  und  K  die  Anzahl  der 
Kanten  des  Netzes,  so  ergiebt  sich,  wenn  die  Summe  aller 
Flächen  des  Netzes  gleich  dem  .B- fachen  der  Eugelfläche 
gesetzt  wird,  die  Beziehung: 

Da  aber: 

^Si-'^ß..dGO*'  und  ^n,~2E 
ist,  so  resultiert  die  erweiterte  Eulersche  Formel: 

64)  ^b.+^ß^^K+2B. 

Ist  das  sphärische  Netz  gleichßüchig  oder  gleicheckig, 
so  wird  bez.: 
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m  u 


wenn  h  (ß)  die  Art  aller  Flächen   (Ecken)   des  Netzes  be- 
zeichnet. 

• 

4.  Die  in  §  7  f&r  solche  sphärische  Netze,  deren  sämt- 
liche Grenzflächen  kleinen  Kagelkreisen  einbeschreibbar  sind, 
fdr  deren  Symmetrienetze,  femer  fOr  die  den  ersteren  Netzen 
ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  angegebenen  Eigen- 
schaften übertragen  sich  ohne  weiteres  auch  auf  solche 
Netze,  welche  mehrfach  die  Kugel  bedecken.  Insbesondere 
haben  also  die  in  §  7,  8.  aufgestellten  Beziehungen  zwischen 
den  Flächenwinkeln  und  den  ebenen  Winkeln  der  jenen 
Netzen  ein-  und  umgeschriebenen  Polyeder  einerseits  und 
den  sphärischen  Winkeln  und  Kanten  der  Symmetrienetze 
und  der  zugeordneten  Netze  andererseits  auch  für  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Netze  und  Polyeder  ihre  Geltung. 

5.  Für  irgend  ein  Polyeder  höherer  Art  kann  man, 
wie  beiläufig  bemerkt  werden  möge,  die  die  Art  bestimmende 
Zahl  in  folgender  Weise  erhalten:  Wenn  man  von  einem 
beliebigen  Punkte  des  Raumes  Perpendikel  auf  die  Innen- 
seiten sämtlicher  Grenzflächen  fällt  und  durch  je  zwei 
solcher  Perpendikel,  welche  zweien  sich  in  einer  Kante  des 
Polyeders  schneidenden  Grenzflächen  entsprechen.  Ebenen 
legt,  sodann  um  das  gemeinschaftliche  Centrum  der  sämt- 
lichen auf  diese  Weise  konstruierten  Polarecken  zu  den 
Ecken  des  Polyeders  eine  Kugel  beschreibt,  so  wird  das 
durch  die  Ebenen  dieser  Polarecken  auf  der  Kugel  erzeugte 
Netz  notwendig  die  Kugelfläche  ein  oder  mehrere  Mal  be- 
decken.    Die  Anzahl  B  dieser  Kugelbedeckungen  bestimmt 

•die  Art  des  Polyeders. 

Wenn  das  betrachtete  Polyeder  gleicheckig  ist,  so 
wird  das  konstruierte  Symmetrienetz  gleichflächig  sein. 

Das  angegebene  Verfahren  fuhrt  auch  leicht  dazu,  eine 
Formel  (die  sogenannte  erweiterte  Eulersche  Formel  für 
Polyeder)  aufzustellen,  welche  direkt  die  Art  eines  Polyeders 

Hett,  Kogelteilung.  28 
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aus  (IcD  die  Arteu  der  Greazfläuhen  und  Ecken  bestimmen* 
den  Zahlen  und  der  Anzahl  der  Eonten  za  erhalten  ge- 
HtfttUt'). 

Inwieweit  diese  Betrachtungen  aucb  für  Polyeder  tmd 
Netze  mit  nicht  konvexen  Grenzflächen  und  £cken  ihre 
Uiltigkeit  behalten,  soll  hier  nicht  allgemein  unterancht 
werden;  doch  wird  sich  im  folgeuden  an  einigen  Stellen 
(.lelegänheit  darbieten,  auch  derartige  Netze  und  Poljeder 
m  berllcksichtiRen. 


H  DO.    Uerleltiing  der  rfgiilKren  Netze  nud  Polyeder 
höherer  Ai-t. 

1.  Um  die  regulären  Netze  höherer  Art  berznleiten, 
bietet  sich  zunächst  das  analoge  Verfahren  za  demjenigen 
itar,  welches  im  zweiten  Kapitel  zur  Herleitung  der  ein- 
fachen reguläreu  Netze  gewühlt  wurde.  Wenden  wir  die- 
«elbeu  Bezeichnungen,  wie  in  §  8  au,  so  erhalten  wir  »Ib 
Bedingungen  daf^r,  dass  ein  reguläres  n-Eck  der  6^  Art 
so  beschaffen  sei,  dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein 
die  Engelfläche  f -mal  bedeckendes  Netz  mit  kongruenten 
reguiriren  sphärischen  Ecken  der  /ä*""  Art  bilde,  die  beiden 
folgenden  Relationen: 

•  m 

aus  welchen  folir*: 

..^  4Br 

-  ßii  — {n  —  2b<v 


yl.  dei~  \>Tf.  Schrift:  Über  die  mgleich  gleicbeckigeB  oad, 
:«u  Fok^ifT.  S.  IS  — 16:  ii>vie  für  die  bevondeien  FÜlt 
■H  Fi^Ue-ier  hfkerer  An:  Poiniot.  Memoire  snr  le«  polr- 

t  •^•\x:  •.■.!•«  Ke^.'.Ur  ?oLiÖ5.  Ths  London.  Ediüburgh  ind 
s.-.V.  M*^-s.-,V.„XV:T,r    i;s  £f .   Wiener.  Cber Vieleck« 
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während   [vergl.  6ß)  und   6  a)  in  §  8]    ausserdem   die   Be- 
ziehungen bestehen: 

JgQO 

65y)  cos-j  a  sin-jA  =»  cos  6  • 7 

65d)  m.w  =  fi.i/  =  2Z'. 

Es  handelt  sich  darum,  diejenigen  positiven  und  ganz- 
zahligen Werte  der  Zahlen  m,  n,  h^  1/,  ß  und  B  zu  finden, 
welche  der  Gleichung  66)  genügen,  und  dann  festzustellen, 
ob  diesen  zusammengehörigen  Werten  in  der  That  ein  kon- 
struierbares reguläres  Netz  höherer  Art  entspricht^). 

Die  Zahl  derjenigen  Losungen  dieser  Gleichung  66), 
welchen  in  der  That  konstruierbare  sphärische  Netze  höherer 
Art  entsprechen,  reduziert  sich  nun  wesentlich,  wenn  wir 
Yon  Yomherein  eine  wichtige  Eigenschaft  solcher  Netze  be- 
rücksichtigen ^  welche  in  dem  nachfolgenden  'Satze  ausge- 
sprochen ist,  der  auch  entsprechend  für  die  gleicheckigen 
Netze  höherer  Art  gilt  und  für  die  weiter  folgenden  Be- 
trachtungen von  grosser  Wichtigkeit  ist. 

2.  Dieser  Satz  lautet: 

Jedes  gleicheckige  (speziell  reguläre)  Netz 
höherer  Art  hat  seine  Eckpunkte  mit  einem  gleich- 
eckigen (speziell  regulären)  Netze  erster  Art  ge- 
mein. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  lässt  sich  am  einfachsten 
durch  Benutzung  eines  von  Wiener')  aufgestellten  und 
bewiesenen  Satzes  fähren,  nach  welchem  irgendwelche  auf 
einer  Eugelfläche  liegende  Punkte  nur  auf  eine  Art  zu  einem 
konvexen  Yielflache  der  ersten  Art  zusammengefasst  werden 
können  oder  —  anders  ausgedrückt  —  nur  ein  einfaches 
sphärisches  Netz  bestimmen,  dessen  sämtliche  Grenzflächen 


1)  Poinaot  hat  1.  c.  8.  87  eine  ähnliche  Gleichung  aufgestellt, 
in  welcher  aber  nnr  fünf  ünbestimmte  vorkommen,  da  Poinsot  &»! 
annimmt.  Poinsot  verzweifelt  aber  auch  an  einer  vollständigen 
Lösung  (im  Sinne  der  gesteUten  Aufgabe)  dieser  einfacheren  Gleichung. 
Vergl.  Günther,  1.  c.  S.  61. 

2)  Wiener,  1.  c.  S  20  und  21  flg.  Vergl.  auch  Bad  eure  au, 
Comptes  rend.  1878  p.  828. 

28* 
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kleinen  Kugelkreis^a  einbeacbreibbar  sind.  Diese  Kugelkreise 
sind  diejenigen  durcb  je  drei  oder  mehr  der  gegebenen  Punkt« 
der  Kugelfläche  hindurcb  gehenden  Kreiae,  welche  iu  ihrem 
Inneren  (d.  h.  dem  durch  die  Gesamtheit  der  sphärischen 
Radien,  welche  kleiner  als  ein  Halbkreis  sind,  bestimmten 
Teile  der  Kugelfläche)  keine  der  übrigen  Punkte  e ins chli essen. 
Die  den  so  bestimmten  Kugelkreisen  eiogeschriebenen  sphä- 
rischen Polygone  sind  die  Grenzflächen  des  einfachen  sphä- 
rischen Netzes,  die  entsprechenden  Sehnenpolygoue  bildea 
die  Seitenflächen  des  konvexen  Vielflachs  der  ersten  Art, 

3.  Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lüsst  sich  nun  der  Beweis 
des  obigen  Satzes  in  folgender  Art  filhren'}: 

Die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  (speziell  re- 
gulären) sphärischen  Netzes  höherer  Art  bestimmen 
ein  und  nur  ein  solches  Netz  erster  Art,  dessen 
sämtliche  Grenzflächen  kleinen  Kugelkreisen  einbe- 
schreibbar  sind.  Dieses  Netz  der  ersten  Art  muss 
aber  selbst  gleicheckig  sein. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  die  sämtlichen  Ecken  des 
gleicheckigen  Netzes  höherer  Art  seien  kongruent,  wie  es 
fQr  eine  grosse  Zahl  dieser  Netze,  insbesondere  für  alle 
Archimedeischen  und  die  regulären  Netze  höherer  Art  der 
Fall  ist.  Es  sei  Q  ein  solches  gleicheckiges  Netz  höherer 
Art,  q  das  entsprechende  Netz  erster  Art.  Denkt  man  sich 
nuu  ein  zweites  dem  Netze  Q  kongruentes  Netz  Q'  nebst  dem 
zugehörigen  Netze  erster  Art  q'  starr  gemacht  und  Q'  mit 
Q  zur  Deckung  gebracht,  so  muss  auch  q'  mit  q  sich  decken, 
da  alle  Eckpunkte  von  Q'  und  Q  bei  der  Deckung  zu- 
sammenfallen. Diese  Deckung  von  Q'  mit  Q  flndet  nun 
jedesmal  statt,  ao  oft  man  irgend  eine  Ecke  von  Q'  mit 
einer  bestimmten  Ecke  von  Q  zur  Deckung  bringt.  Damit 
kommt  also   auch  jede   Ecke   von  g'  mit  jeder   Ecke  von  3 

1)  In  analoger  Weise  hat  Wiener  1.  c.  S.  21  den  Beweis  des 
entsprechen  den  Satzes  für  die  regulüren  Poli-eder  höherer  Art  uiiJ 
J.  Pitsch  (Zeitechr.  f.  daa  Realachulweseii,  heransgegeben  von  Kolbe, 
Bechtel  II.  Kuhn,  Wien,  A,  Halder,  Vil,  Jahrg.  1881,  S,  9flgg,)  für 
die  gl  ei  u  heckigen  Archimedeiacheu  Polyeder  höherer  Art  geführt 
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zur  Deckung;  d.  h,  alle  Ecken  des  q*  sind  mit  einer  des  g, 
also  auch  untereinander  gleich.  Das  durch  die  Eckpunkte 
des  gleicheckigen  Netzes  höherer  Art  bestimmte  einfache 
Netz  q  ist  daher  ein  ^le icheckiges. 

Wenn  die  Ecken  des  gleicheckigen  Netzes  höherer  Art 
in  zwei  Gruppen  von  gleicher  Zahl  zerfallen  und  die  Ecken 
jeder  Gruppe  einander  kongruent,  denen  der  anderen  Gruppe 
aber  symmetrisch  gleich  sind;  so  ergiebt  sich  durch 
eine  ganz  analoge  Betrachtung,  indem  man  diejenigen  Ecken 
des  kongruenten  Netzes  Q\  welche  der  ersten  Gruppe  an- 
gehören,  mit  einer  bestimmten  Ecke  der  ersten  Gruppe  des 
Netzes  Q  und  ebenso  die  der  zweiten  Gruppe  angehörigen 
Ecken  des  Netzes  Q'  mit  einer  bestimmten  Ecke  des  Netzes 
Q  successive  zur  Deckung  bringt;  dass  das  einfache  Netz  q 
ein  gleicheckiges  sein  muss,  dessen  Ecken  ebenfalls  in  zwei 
Gruppen  der  angegebenen  Beschafifenheit  zerfallen. 

4.  In  beiden  Fällen  sind  die  Drehungen,  welche  das 
Netz  Q^  mit  dem  Netze  Q  oder  das  Netz  Q  mit  sich  selbst 
zur  Deckung  bringen,  da  durch  diese  Drehungen  zugleich 
das  gleicheckige  Netz  q  der  ersten  Art  mit  sich  zur  Deckung 
gebracht  wird,  mit  denjenigen  im  zweiten  und  dritten  Kapitel 
betrachteten  Drehungen  identisch,  welche  entweder  für  die 
Netze  I  und  II,  oder  ftür  das  Netz  m,  oder  für  die  Netze 
IV  und  VI  oder,  endlich  für  die  Netze  V  und  VII  charak- 
teristisch sind.  Daraus  folgt,  dass  auch  jedes  gleicheckige  Netz 
höherer  Art  dieselben  Axen  und  von  derselben  Zähligkeit 
besitzen  muss,  wie  ein  gleicheckiges  Netz  der  ersten  Art;  mit 
welchem  es  seine  Eckpunkte  gemein  hat. 

Auf  die  sich  hieraus  ergebende  Beschaffenheit  der  Sym- 
metrienetze der  gleicheckigen  Netze  höherer  Art,  d.  h. 
der  gleichflächigen  Netze  höherer  Art  wird  in  den  nach- 
folgenden Paragraphen  bei  der  Herleitung  der  gleicheckigen 
Netze  genauer  eingegangen  werden.  Zuvor  soll  noch  die  in 
diesem  Paragraphen  begoimejie  Herleitung  der  tegulären 
Netze  höherer  Art  erledigt  werden. 

5.  Zufolge  des  unter  2.  und  3.  dieses  Paragraphen  auf- 
gestellten  imd   bewiesenen   Satzes    können    nur   solche   der 
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Gleichung  66)  genügende  Werte  der  Zahlen  m,  n,  b,  v,  ß 
und  B  ein  reguläres  Netz  höherer  Art  ergeben,  filr  welche 

der   zugehörige  Wert    fi  — — '—    [Formel    653)]    gleich    der 

Zahl  der  Ecken  eines  regulären  Netzes  erster  Art  ist.  So 
können  z.  B.  die  beiden  der  Gleichung  66)  geniigendeQ  Werl^ 
Systeme : 

n  =  7,  6-3,  »-  =  3,  ß=l,  m=12,  ß=ll; 
keine  entsprechenden  regulären  Netze  höherer  Art  liefern, 
d.  h.  es  kann  weder  ein  reguläres  sphärisches  Netz  der  dritten 
Art  mit  acht  regulär-fünfeckigen  Greuzfiachen  der  zweiten 
Art,  noch  ein  solches  der  elften  Art  mit  zwölf  regulär- 
siebeneckigen  Grenzflächen  der  dritten  Art  existieren,  weil 
im   ersten   Falle   die   Zahl    der    regulär -vierflächigen   Ecken 

(t  =  ^^  =  10,  im  zweiten  Falle  ft  =-   ~W~  ^  -^  betragen  würde. 

Eine  einfache,  mit  Beachtung  der  obigen  Regeln  aus- 
gefahrte  Diskussion  ergiebt  als  allein  mögliche  i^guläre 
Netze  höherer  Art  die  sechs  in  nachfolgender  'Tabelle  auf- 
gefQhrten  (Tergl.  Tabelle  9  auf  S.  25): 
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6.  Die  Netze  I*,  für  welche  m>5  und  b  prim  zu  h  und 
zwar  6< für  gerade  w,  ö<;- für   ungerade   n 

sein  muss,   sind   die   regulären  Kreisteilungsnetze  der 

jian  Art;   die  Netze  11^,  für  welche  r^ö  und  ß  prim  zu  v 

und  zwar   ^< für  gerade  v,  ^< für    unge- 
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rade  v  sein  muss,  sind  die  regulären  Zweiecksnetze 
der  ß^  Art.  (Vergl.  §  10  nnd  §  5,  6.)  Ist  die  Zahl  h 
(bez.  ß)  in  dem  angegebenen  Intervall  nicht  prim  zu  n 
(bez.  v)j  so  resultieren  diskontinuierliche  Netze,  d.  h. 
Systeme  von  p  sich  regelmässig  kreuzenden  Ereisteilungs- 
(bez.  Zweiecks-)  netzen  der  b'^""  (bez.  ß^^''  Art)  mit  n'  Ecken 
(bez.«/  Flächen),  wenn  6— 1).6'  und  w^p.n'  (bez.  ß^p.ß^ 
und  v^p.v')  ist.  . 

Die  Netze  I^  und  11^  sind  für  n  «=  v  und  2) » j3  einander 
sowohl  polar  entsprechend  als  auch  konjugiert,  sie  haben 
dieselben  Axen  und  Symmetrieebenen,  wie  die  entsprechen- 
den Netze  erster  Art,  aus  welchen  sie  sich  in  einfacher 
Weise  ergeben;  auch  können  denselben  keine  eigentlichen 
Polyeder^  sondern  nur  .  Grenzfälle  von  solchen  ein  -  oder 
umgeschrieben  werden.  [Vergl.  §  10  und  die  Fig.  1«) 
und  1/3).] 

7.  Die  vier  anderen  in  der  Tabelle  67)  aufgeführten 
Netze  sind  solche  reguläre  Netze  höherer  Art,  welche  der 
Ikosaeder- Pentagondodekaedergruppe  angehören.  Die  beiden 
mit  V7  und  VII7  und  ebenso  die  beiden  mit  V'3  und  V,  be- 
zeichneten Netze  sind  bez.  einander  konjugiert;  die  Netze 
V7,  y'3  und  Yg  haben  die  zwölf  Eckpunkte  eines  Ikosaeder- 
netzes  V,  das  Netz  VII7  die  20  Eckpunkte  C  eines  Penta- 
gondodekaedemetzes  YII  zu  Eckpunkten;  die  Kanten  sämt- 
licher Netze  werden  durch  Bogen  der  15  Hauptkreise  h 
gebildet  [Vergl.  §  12  und  die  Figuren  14«),  29)  und  30), 
in  welchen 

die  Grenzfläche  eines  Netzes  V^  z.  B.  durch  O^  0\  G\^ 
n  V  jj  71    yH'j  f,   ;,        „       ^4^8  ^6  ^9  ^  10) 

n  W  7»  »        ^  «    7)     )J  77  ^«  ^6  ^4  "'s  "'s» 

77  77  77  77  *^8    77     77  77  ""j  ^«  ^6  ^6  ^4 

dargestellt  ist]  Den  sämtlichen  yier  Netzen  kommen  die- 
selben Axen  und  Symmetrieebenen  zu,  wie  den  einfachen 
Netzen  V  und  VII;  während  aber  bei  den  Netzen  V^  und 
TII7  die  Ecken-,  Flächen-  und  Kantenaxen  mit  den  ent- 
sprechenden Axen  der  einfachen  Netze  Y  und  YII  bez.  über- 
einstimmen,  sind   bei   den   beiden  Netzen  Y'3  und  Y3   die 
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ftlnfzäliligeD  Äsen  OG  sowohl  Ecken-  als  FlSchenaxen,  da- 
gegen die  dreizäUigeD  Äsen  OV  nach  den  Doppelpunkten 
dieser  Netze  gerichtet. 

Dteseo  vier  regulären  Netxeu  höherer  Art  sind  die  vier 
regulären  Polyeder  höherer  Art,  die  sc^enaimten  Kepler- 
Poinäot sehen  Polyeder  ein-  und  nmgeathneben,'  dereo 
Herleitnng,  Art  uad  sonstige  Eigenschaften  sich  in  ein&cher 
Weise  aus  diesen  Netzen  ergeben.    Und  »war  ist'): 

das  Poin8ots«be  2i)-9äehige  Stmi* 
12-Eck   der   siebenten    Art   «in- 
(  n  m -)  geschrieben , 
das    Keplersche    20-eckige    Stmi- 
13'FUch   der  siebenten  Art   um- 
(eiQ-)geschnel>en; 
das    Eepl ersehe    12 -eckige    Stern- 
12 -Flach    der    dritten    Art    ein- 
( u  m -)  geschrieben , 
das  Poinsotsche   I2-flächige  Stem- 
12 -Eck  der  dritten  Art  am-(ein-) 
geschrieben  *'- 


dem  Neti«  V.  (XU,) 


dem  Seiae  T,'  oder  TU. 
kT,  oder  XTl'^ 


Ü  91.   Methoden,  die  elpiche«fcic«n  nad  die  gleich- 
flichieen  Nette  höherer  Art  herznleiten. 

1.  In  dem  zweiten  and  dritten  Kapitel  haben  wir  die 
sümtlichen  möglichen  gleichflächigen  Xetee  erster  Art 
durch   einfache    ma^-geometrische    Betrachtungen    erhalten, 

r   V^rgi,  Wiener,  1.  .:.  S,  tä-Sl. 

S'i  Die  Entirickeloiig  der  Theorie  dieser  le^&ien  Stempolvedei 
^dei  aijui  übersicbUich  uhv)  im  Zasumnenhange  dargestellt  in  dem 
beieiis  oben  liti^rten  Werke  von  ?,  Günther,  Veimisehte  Unier- 
iucbimg«n  □.  s.  v..  Eap.  I.  Zu  den  dorti^Q  Litteiatniangaben  kOoDOi 
am  Q^uerei-  Zeit  Doch  die  fül^nden  hinmgefa^  ««cden:  Th.  Hngel, 
D;e  re^lär*!!  and  hilbrejTu'.iren  Po'.jeder.  Neoitadt  *-  d.  H.,  Witter. 
V.  Ljwe,  Grünen*  .^r.hii  LV:;,  3«  _  iis.  Caviej,  On  the 
Ti'f.:;.«  s^ilids.  VUATt.  '.  XV.  i;  S  ui,  BsJc>:;rean,  Snr  les  figures 
.^.\;:?*.  Oo=;r:,>*  7^:1.=  IXXXV:;.  S  se.i-?S5.  Doktor.  Ver- 
.. i--:a, iie  .\-J::^tje   -.e  ü-:=er;?   .^rvÜT  LXi:.  Lim.     Liooi.  Jonm.  (3) 
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wobei  sich  zu  jedem  solchen  gleichflächigen  Netze  ein  zu- 
geordnetes (bez.  konjugiertes)  gleicheckiges  Netz  oder  eine 
Vielheit  derartiger  zugeordneter  gleicheckiger  Netze  ergab. 

Die  Eckpunkte  der  festen  gleichflächigen  Netze  sind 
Endpunkte  der  charakteristischen  Axen  der  betreffenden 
Gruppe,  stellen  also  Kombinationen  der  Eckpunkte  der 
regulären  und  der  festen  gleicheckigen  Netze  jener 
Gruppe  dar.  Dagegen  werden  die  Eckpunkte  der  ver-: 
änderlichen  gleichflächigen  Netze,  welchen  direkte  Sym- 
metrieebenen nur  zum  Teil  oder  gar  nicht  zukommen,  zum 
Teil  durch  Endpunkte  der  charakteristischen  Axen,  zum  Teil 
durch  Eckpunkte  hemigonischer,  gleicheckiger  Netze  der  be- 
treffenden Gruppe  gebildet. 

In  allen  Fällen  sind  die  Eckpimkte  der  den  gleich- 
flächigen Netzen  zugeordnetien  gleicheckigen  Netze  homo- 
loge Punkte  der  Grenzflächen  dieser  Netze;  die  Grenzflächen 
der  gleicheckigen  Netze  sind  sämtlich  kleinen  Eugelkreisen 
einbeschreibbar,  deren  Mittelpunkte  die  Eckpunkte  des  gleich- 
flächigen Symmetrienetzes  sind.  Während  bei  den  gleich- 
eckigen Netzen  mit  festen  Symmetrienetzen  die  Grenzflächen 
nur  reguläre  oder  halbreguläre  (gleicheckige)  Polygone  dar- 
stellen, werden  dieselben  bei  den  den  yeränderlichen  gleich- 
flächigen Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  zum  Teil 
auch  durch  symmetrische  Vierecke  oder  gleichschenklige  oder 
endlich  unregelmässige  Dreiecke  gebildet.  Dagegen  ergeben 
sich  die  Eckpunkte  dieser  letzteren  gleicheckigen  Netze  ein- 
fach direkt  als  Hemigonieen  (bez.  Tetartogonieen)*  der  voll- 
zähligen gleicheckigen  Netze  der  betreffenden  Gruppen. 

2.  Der  im  yorigen  Paragraphen  unter  2.  und  8.  aufge- 
stellte und  bewiesene  Satz  führt  in  seiner  Anwendung  zu 
einer  ersten  Methode,  zunächst  die . sämtlichen  möglichen 
gleicheckigen  Netze  höherer  Art  und  sodann  aus  diesen  die 
ihnen  als  Symmetrienetze  zugehörigen  gleichflächigen  Netze 
höherer- Art  herzuleiten. 

Für  die  Herleitung  der  festen  derartigen  gleichflächigen 
und  der  diesen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  empfiehlt 
es  sich  aber  analog,  wie  bei  den  Betrachtungen  des  zweiten 
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und  dritten  Kapitels,  den  anigekehrteii  Weg  einzoschlageo, 
d.  b.  eine  zweite  Methode  anzuwenden,  durch  welche  zn.- 
nSclist  die  festen  ijleichflächigen  Netze  höherer  Art  und 
sodann  aus  diesen  die  zugeordneten  gleieheckigen  Netze  er- 
halten werden.  Dagegen  ist  fUr  die  Bestimniung  der  gleich- 
eckigen Netze  mit  veränderlichen  Symmetrienetzen  dit 
Anwendung  der  ersten  Methode  vorzuziehen. 

Diese  beiden  Methoden  sollen  im  folgenden  entwickelt 
und  sodann  auf  die  Bestimmung  der  bezüglichen  Netze  und 
der  zugehörigen  Polyeder  angewendet  werden.  Damit  e^ 
fahren  diejenigen  Probleme  der  Eugelteilung  auf  zwei  Arten 
ihre  Lösung,  bei  welchen  es  sich  darum  handelt,  alle  Falle 
zu  ermitteln,  in  weichen  ein  sphärisches  Polygon  nebst 
seinen  kongruenten  oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine 
geschlossene  Fläche  bildet,  velche  mehrere  Mal  die  Kugel- 
däche  bedeckt. 

3.  Die  erste  Methode  besteht  darin,  die  vollständige 
durch  die  Eckpunkte  eines  einfachen  gleicheckigen  Netzes 
bestimmte  sphärische  Figur  zu  untersuchen,  welche  durch 
die  Verbindung  jedes  Eckpunktes  mit  allen  übrigen  erhalten 
wird.  Die  Anordnung  sämtlicher  Punkte  als  Eckpunkte  von 
regulieren  oder  halbreguIUr-gleicheckigen  Polygonen,  deren 
Mittelpunkte  die  Endpunkte  der  charakteristischen  Axen,  d.  h. 
die  Eckpunkte  des  zugehörigen  gleich  flächigen  Symmetrie- 
netzes  sind,  ist  für  die  einzelnen  Gruppen  genauer  im  vierteu 
und  fünften  Kapitel  behandelt  worden.  Die  Mittelpunkte 
aller  übrigen  durch  die  Eckpunkte  des  einfachen  Netzes  be- 
stimmten, kleinen  Kugelkreisen  ein  seh  reib  baren  Polygone 
gruppieren  sich  wiedenim  als  Eckpunkte  von  gleieheckigen 
Netzen  derselben  Gruppe, 

Von  diesen  sämtlichen,  durch  die  Verbindungshaupt- 
kreise  des  einfachen  Netzes  bestimmten,  kleinen  Kugelkreisen 
ei  u  seh  reibbaren  Polygonen  ergeben  nun  alle  diejenigen  in 
einem  Eckpunkte  zusammenstossenden  Polygone,  für  welche 
die  Summe  der  in  diesem  gemeinsamen  Scheitelpunkte  sich 
vereinigenden  Polygonwinkel  360"  oder  ein  Vielfaches  von 
300"   beträgt   und   wobei    die   gleichartigen   in   jenem   Eck- 
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punkte  sich  yereinigenden  Polygone  als  Grenzflächen  dieser 
sphärischen  Ecke  sämtlich  vorhanden  sein  müssen,  wegen 
der  gleichartigen  Beschaffenheit  aller  Ecken  je  ein  gleich- 
eckiges  Netz.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  den  in 
einem  solchen  Eckpunkte  zusammenstossenden  Grenzflächen 
umgeschrieben  sind,  bilden  die  Eckpunkte  der  Grenzfläche 
des  zugehörigen  gleichflächigen  Sjmmetrienetzes. 

4.  Da  für  alle  diejenigen  Polygone  des  gleicheckigen 
Netzes,  deren  Mittelpunkte  die  Endpunkte  der  charakteristi- 
schen Axen  der  betreffenden  Gruppe  sind,  die  zugehörigen 
Symmetrienetze  fest  sind,  so  ergiebt  sich  sofort  zur  Be- 
stimmung dieser  letzteren  Netze  die  oben  erwähnte  zweite 
Methode.  Nach  dieser  hat  man  alle  diejenigen  durch  die 
Endpunkte  der  charakteristischen  Axen  einer  Gruppe  und 
die  Bogen  der  diese  Punkte  yerbindenden  Hauptkreise  be- 
stimmten sphärischen  Polygone  au&usuchen,  deren  Inhalt 
einen  aliquoten  Teil  von  einer  Eugelfläche  oder  von  mehreren 
Eugelflächen  beträgt. 

Die  Hauptkreise,  welche  diese  Endpunkte  der  charak- 
teristischen Axen  verbinden,  sind  einmal  die  Symmetrie- 
hauptkreise, welche  auch  die  Kanten  der  gleichflächigen 
Netze  erster  Art  bilden.  Die  durch  diese  Hauptkreise  be- 
stimmten Grenzflächen  von  gleichflächigen  Netzen  höherer 
Art  stellen  Neben-  oder  Scheitelfigaren  der  Grenzflächen  der 
regulären  und  der  einfachen  gleichflächigen  Netze  dar  oder 
entstehen  durch  Zusammenfassen  mehrerer  dieser  Grenz- 
flächen. Bei  allen  auf  diese  Weise  erhaltenen  gleichflächigen 
Netzen  höherer  Art  entsprechen  also  die  sämtlichen  Kanten 
direkt-symmetrischen  Mittelebenen  und  die  Winkel  einer 
Grenzfläche  betragen  sämtlich  aliquote  Teile  von  360^  (sind 
kommensurabel  mit  n).  Wir  wollen  derartige  feste  gleich- 
flächige Netze  kurz  als  solche  mit  direkt-symmetrischen 
Kanten  bezeichnen. 

Andererseits  giebt  es  aber  unter  den  die  Endpunkte 
der  charakteristischen  Axen  yerbindenden  Hauptkreisen  — 
und  zwar  bei  den  Netzen  der  zweiten  Hauptklasse  —  auch 
solche,  deren  Ebenen  keine  direkt -symmetrischen  Mittelebenen 
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sind  (z.  B.  die  Hanptkreise  c,  il  der  Hexakisokte^der-,  die 
Hauptkreise  g,  c,  d  der  Diakishesekontaedergruppe).  Diese 
Hauptkreiae  bestimmen  entweder  allein  oder  im  Verein  mit  den 
Symmetriehaupt  kreisen  ebenfalls  Grenzflächen  von  testen 
gleichfiäohigen  Netzen  höherer  Art,  welche  häuSg  sogar 
zugleich  gleicheckig  sind.  Die  Winkel  dieser  Grenzflächen 
sind  aber  entweder  gar  nicht  oder  nur  zum  Teil  kommen- 
surabel mit  x;  die  Ebenen  der  Kauptkreise,  welche  die 
Eoaten  bilden,  sind  keine  oder  nur  zum  Teil  direkte  87m- 
metrieebenen :  wir  wollen  derartige  feste  gleichÜäehige  Netze 
kurz  als  solche  ohne  direkt-symmetrische  Kanten  oder 
mit  teilweise  direkt-sjmmetriachenKantenbezeichnen. 
Diese  Netze  sind  zugleich  in  den  meisten  Fällen  Polar- 
netze von  Netzen  mit  direkt- symmetrischen  Kanten. 

5,  Bei  jedem  gleichdächigen  Netze  von  der  ersten  oder 
der  zweiten  Beschaffenheit  bilden  die  homologen  Punkte 
sämtlicher  Grenzflächen  die  Eckpunkte  eines  zugeordneten 
(speziell  konjugierten)  gleicheckigen  Netzes;  aus  der  je- 
maligen  Beschaffenheit  der  Grenzfläche  ist  zu  entscheiden, 
ob  die  homologen  Punkte  beliebig  im  Inneren  jeder  Grenz- 
fläche oder  nur  auf  einem  Hauptkreisbogen  oder  endlich  nur 
als  ein  bestimmter  Punkt  jeder  Grenzfläche  gewählt  werden 
können, 

Die  Art  der  sphärischen  Ecken  und  der  Grenzflächen 
des  zugeordneten  gleicheckigen  Netzes  und  die  Art  dieses 
Netzes  selbst  stimmt  bez.  mit  der  Art  der  Grenzflächen  und 
der  sphärischen  £cken  des  gleichflächigen  Symmetrienetzes 
und  dessen  Art  überein.  Bei  den  festen  gleich  flächigen 
Netzen  mit  direkt -symmetrischen  Kauten  können  die  Grenz- 
flächen des  zugeordneten  gl  eich  eck  igen  Netzes  nur  halb- 
regulär-gleicheckige (speziell  reguläre)  Polygone  sein;  der. 
spezielle  Fall  der  regulären  Grenzflächen  liefert  auch  hier 
die  Archimedeischen  Varietäten  der  gleicheckigen  Netze. 
Dagegen  können  die  halbregulären  Grenzflächen  höherer  Art 
für  bestimmte  Lagen  der  Punkte  innerhalb  der  Grenzflächen 
des  Symmetriepetzes  auch  nicht  konvex  werden  (vergl. 
§  .0,  5.).     Auch   können    einige  Winkel   der  Grenzfläche  dea 
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gleichfiiächigen  Netzes  üb  er  stumpf,  die  Grenzfläche  selbst 
also  nicht  konvex  werden  und  infolgedessen  die  Grenz- 
flächen und  die  sphärischen  Ecken  des  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzes  ebenfalls  zum  Teil  oder  sämtlich  nicht 
konvex  ausfallen.  Diese  letzteren  Fälle  der  nicht  kon- 
vexen Netze  werden  bei  den  nachfolgenden  Betrachtungen 
in  der  Regel  ausgeschlossen  werden.  Ebenso  sollen  auch 
nur  einige  der  wichtigsten  Fälle  der  sogenannten  nicht 
kofatinuierlichen  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Netze 
im  folgenden  berücksichtigt  werden,  bei  welchen  ein  Netz 
höherer  Art  sich  aus  mehreren  kongruenten  Netzen  niederer 
oder  erster  Art  zusammensetzt. 

6.  Die  Bestimmung  der  festen  gleichflächigen  Netze  ist 
nach  der  angegebenen  zweiten  Methode  für  die  verschiedenen 
Gruppen  in  einfacher  Weise-  ausführbar.  Für.  die  Herleitung 
der  festen  gleichflächigen  Netze  mit  direkt-symmetrischen 
£anten  liesse  sich  auch  ein  dem  im  dritten  Kapitel  be- 
nutzten analoges  Verfahren  anwenden,  indem  man,  wie  bei  den 
regulären  Netzen  höherer  Art  (§  90,  i.),  eine  Relation  zwischen 
den  die  Anzahl  der  Ecken  einer  Fläche,  der  Flächen  einer  Ecke 
und  die  Art  dieser  und  des  Netzes  bestimmenden  Zahlen 
aufstellte.  Man  erhält  als  Bedingungen  dafür,  dass  ein 
sphärisches  n-Eck  der  b^^  Art  mit  den  Winkeln  A^,  A^...  An 
so  beschaffen  sei,  dass  es  mit  seinen  Wiederholungen  ein 
die  Engelfläche  B-mvA  bedeckendes  Netz  bildet,  wobei  in 
jeder  sphärischen  Ecke  Vi  gleiche  Winkel  Ai  zusammenstossen, 
deren  Summe  /S,-.360^  beträgt,  die  folgenden: 

7?  790° 
68«)  ZAi -  (n-26)  ISO^-  -  ' '    ~, 

68  ß)  i;,..^,-/J,-.360ö, 

wo  m  die  Zahl  der  Flächen  des  Netzes  bedeutet. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

4B 
69)  m. 
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[vergl.  66)  in  §  90];  und   es  handelt  sich  nun  darum,  die- 
jenigen positiven  und  ganzzahligen  Werte  der  Zahlen  m,  n, 
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6,  Vi,  ßi  und  B  zu  beBtimineii ,  welche  dieser  Gleichung  69) 
geaägea,  und  dann  festzustellen,  ob  diesen  z^Gamtaen- 
gehörigen  Werten  ein  konstruierbarea  gleichflücliigee  Netz 
höherer  Art  entspricht.  Bei  dieser  letzteren  Entscheidung 
hat  man  den  in  §  90,  S.  aufgestelltea,  für  die  diesen  gleich- 
flächigeii  Netzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  giltigea 
Satz  anzuwenden. 

Wiewohl  auf  diese  Weise  in  den  einfacheren  Fällen 
(z.  B.  für  n  =  3,  t^l,  d.  h.  für  die  Dreiecksnetze)  die  Be- 
stimmung der  geforderten  Netze  ohne  Schwierigkeit  ausge- 
führt werden  kann,  so  gestaltet  sich  doch  die  vollständige 
Durchführung  der  Betrachtungen  nach  dieser  Methode  sehr 
umständlich,  eben  weil  eine  grosse  Anzahl  von  Lüsnugea 
der  Gleichung  G9)  als  für  den  geforderten  Zweck  unbrauch- 
bar auszuscheiden  sind.  Immerhin  kann  die  Forme!  69},. 
ebenso  wie  diejenige  64)  in  §  89  als  Kontrolle  für  die 
richtig  festgestellte  Beschaifenheit  der  nach  der  zweiten 
Methode  bestimmten  Netze  mit  Vorteil  benutzt  werden. 

7.  Die  Herleitung  der  veränderliehen  gleiehflächigen 
Netze  höherer  Art  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  unter 
3.  dieses  Paragraphen  besprochenen  ersten  Methode,  nach 
welcher  man  zunächst  durch  Untersuchung  der  vollständigen 
Figur  eines  einfachen  gleicheckigen  Netzes  die  jenen  als 
Symmetrienetzen  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  höherer 
Art  bestimmt.  Wegen  der  grossen  Zahl  der  fBr  die  ein- 
fachen gleicheckigen  Netze  der  einzelnen  Gruppen  möglichen 
Verbindungen  der  Eckpunkte  ist  auch  die  Zahl*  der  als 
möglich  zu  berücksichtigenden  Fälle,  insbesondere  wenn  auch 
nicht  konvese  und  nicht  kontinuierliche  Netze  mit  in 
Betracht  gezogen  werden,  eine  sehr  grosse. 

Die  vollständige  Bestimmung  derartiger  gl  eich  eckiger 
Netze  und  der  ihnen  als  Symmetrienetze  entsprechenden  ver- 
änderlichen gleichflächigen  Netze  muss  als  ein  noch  nicBt 
gelöstes  Problem  bezeichnet  werden.  Nach  den  Untersu- 
chungen des  Verfassers  ist  es  wahrscheinlich,  dass  die  voll- 
zähligen einfachen  gleicheckigen  Netze  nur  zu  nicht  kon- 
vexen oder  zu   nicht  kontinuierlichen  gleicheckigen  — 
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und  zwar  zugleich  gleichflächigen  —  Netzen  höherer  Art 
und  zu  entsprechenden  gleichflächigen  —  und  zwar  zugleich 
gleicheckigen  —  Symmetrienetzen  höherer  Art  führen. 

Dagegen  ergeben  sich  aus  den  einfachen  hemigo- 
nischen  Netzen  der  einzelnen  Gruppen  einmal  solche 
gleicheckige  Netze  höherer  Art,  welche  denen  erster  Art 
analog  sind,  und  damit  entsprechende  gleichflächige  Netze 
höherei;  Art,  deren  Eckpunkte,  wie  bei  denjenigen  erster 
Art,  eine  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  eines  hemigonischen  gleicheckigen 
Netzes  der  betreffenden  Gruppe  darstellen.  Ferner  erhält 
man  aus  den  hemigonischen  Netzen  der  ersten  Art  auch 
solche  gleicheckige  Netze  höherer  Art  mit  yeränderlichen 
Symmetrienetzen;  für  welche  es  unter  denen  erster  Art  kein 
Atialogon  giebt,  insofern  die  Eckpunkte  der  Symmetrienetze 
eine  Kombination  der  Eckpunkte  von  mehreren  hemigo- 
nischen einfachen  Netzen  darstellen. 

§  92.  Über  die  gleicheckigen  und  die  gleichflächigen 

Polyeder  höherer  Art. 

1.  Aus  den  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführten 
Betrachtungen  folgt,  dass  jedem  gleicheckigen  Netze  höherer 
Art  ein  entsprechendes  gleicheckiges  Polyeder  yon  derselben 
Art  (yergl.  §  89,  6.)  ein-  und  ein  entsprechendes  gleich- 
flächiges Polyeder  von  derselben  Art  umgeschrieben  werden 
kann«  Beide  Polyeder  entsprechen  sich  polar  in  Beziehung 
auf  die  Kugel  und  es  haben  im  wesentlichen  auch  die  in 
§  7,  8.  und  in  §  17  aufgestellten  Beziehungen  für  die  hier 
in  Betracht  kommenden  Polyeder  und  sphärischen  Netze  ihre 
Geltung.  Ausnahmen  finden  nur  bei  den  nicht  konvexen 
Netzen  und  Polyedern  statt^  auf  welche  hier  nicht  genauer 
eingegangen  werden  soll. 

2.  Es  ist  yon  Interesse,  die  beiden  in  dem  vorigen  Para- 
graphen zur  Bestimmung  der  gleicheckigen  und  der  gleich- 
flächigen  Netze  höherer  Art  angegebenen  Methoden  auch 
direkt  auf  die  Herleitung  der  gleicheckigen  und  der  gleich» 


r 
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flächigen   Polyeder   höherer   AH   aus   denjenigen   erster   Art 
anzuwenden. 

Zufolge  der  ersten  Methode  hat  man  die  vollatündige, 
durch  die  Eckpunkte  eines  einfachen  gleicheckigea  (oder 
speziell  regulären)  Polyeders  bestimmte  R-aumfigur  zu  unter- 
suchen, welche  durch  die  Gesamtheit  der  Ebenen,  welche 
durch  drei  oder  mehr  Eckpunkte  hindurchgehen,  gebildet 
wird.  Diese  Ebenen  gruppieren  sich  als  die  Grenzflächen 
konzentrischer  -gleichflächiger  (speziell  regulärer)  Polyeder, . 
wobei  die  Centronormalen  dieser  Flächen  zum  Teil  die 
charakteristischen  Äxen  der  betreffenden  Gruppe,  zum  Teil 
Ecken  axen  konzentrischer  gl  ei  checkiger  Polyeder  derselben 
Gruppe  sind.  Alle  diejenigen  durch  einen  Eckpunkt  gehen- 
den Flächen,  welche  sich  zu  einer  Ecke  vereinigen,  deren 
Ettnten  Verbindungslinien  des  Eckpunktes  mit  den  übrigen 
Eckpunkten  sind  und  bei  welcher  die  gleichartigen  Flächen 
sämtlich  als  Seitenflächen  vorhanden  sein  müssen,  bestimmen 
die  Ecke  eines  gleicheckigea  —  niöglicherweiae  auch  nicht 
konvexen  oder  nicht  kontinuierlichen  —  Polyeders  höherer 
Art.  Sind  die  siimtiichen  Seitenflächen  einer  solchen  Ecke 
gleichartig,  so  ist  das  Polyeder  zugleich  gleicheckig 
und  gleichflächig. 

Die  zweite  Methode  erfordert  die  Untersuchung  der 
vollständigen,  durch  die  Grenzflächen  eines  einfachen  gleich- 
flächigen (speziell  regulären)  Polyeders  bestimmten  Raum- 
flgur,  welche  durch  die  Gesamtheit  der  Schnittpunkte  dieser 
Grenzflächen  gebildet  wird.  Diese  Schnittpunkte  gruppieren 
sich  auf  konzentrischen  Kugeln  als  die  Eckpunkte  gleich- 
eckiger  (speziell  regulärer)  Polyeder  der  betreffenden  Gruppe, 
deren  Eckenaxen  zum  Teil  die  charakteristischen  Axen  der 
Gruppe  sind.  Alle  auf  einer  Seitenfläche  liegenden  Schnitt- 
punkte, welche  ein  geschlossenes  Polygon  bilden,  desseu 
Kanten  Schnittlinien  der  Ebene  mit  den  übrigen  Ebenen 
sind  und  bei  welchem  die  gleichartigen  Schnittpunkte  sämt- 
lich als  Eckpunkte  auftreten  müssen,  bestimmen  die  Grenz- 
liäche  eines  gl  eich  fläch  igen  Polyeders  höherer  Art,  das  mög- 
licherweise auch  nicht  konvex  oder  nicht  kontinuierlich  sein 
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kann.  Wenn  die  sämtlichen  Eckpunkte  des  Polygons  gleich- 
artig sind,  also  auf  einem  Kreise  liegen,  so  ist  das  ent- 
sprechende Polyeder  zugleich  gleichflächig  und  gleich- 
eckig. 

Diese  zweite  Methode  ist  in  ihrer  Anwendung  die  ein- 
fachste und  konstruktiv  am  leichtesten  zu  handhaben;  man 
braucht  nur  auf  einer  Fläche  des  einfachen  gleichflächigen 
Polyeders  die  Spuren  aller  übrigen  Begrenzungsflächen  zu 
konstruieren  und  die  durch  diese  Geraden  und  deren  Schnitt- 
punkte bestimmte  ebene  Figur  in  der  oben  angegebenen 
Weise  zu  untersuchen.  Man  kann  dann  aus  dieser  Figur 
ohne  weiteres  die  Gestalt  der  Grenzflächen  der  möglichen 
Polyeder  höherer  Art,  die  Anordnung  der  Ecken,  Kanten, 
Doppelpunkte,  Zellen  u.  s.  w.  erkennen.^) 

3.  Die  beiden  unter  2.  besprochenen  Methoden  beruhen 
auf  folgenden  beiden  Eigenschaften  der  gleicheckigen  und  der 
gleichflächigen  Polyeder  höherer  Art  (vergl.  §  90j  2.  und  3.): 

a)  Die  Eckpunkte  eines  gleicheckigen  Polyeders  höherer 
Art  liegen  immer  wie  die  eines  solchen  erster  Art,  während 
die  Grenzflächen  eine  Kombinationsgestalt  von  mehreren 
gleichflächigen  (zum  Teil  auch  regulären)  Polyedern  ein- 
schliessen. 

b)  Die  Flächen  jedes  gleichflächigen  Polyeders  höherer- 
Art  schliessen  ein  solches  erster  Art  als  inneren  Kern  ein, 
während  die  Eckpunkte  Kombinationen  der  Eckpunkte  von 
mehreren  gleicheckigen  (zum  Teil  auch  regulären)  Polyedern 
darstellen 

Den  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Poly- 
edern kommen  beide  Eigenschaften  zugleich  zu:  der  innere 
Kern  ist  ein  gleichflächiges,  die  äussere  Hülle  ein  gleich- 
eckiges Polyeder  erster  Art. 

4.  Während  für  die  gleicheckigen  (und  entsprechend 
die   gleichflächigen)   Polyeder   erster   Art   nur   sehr  weifige 

1)  Vergl.  des  Yerf.  Schriften:  Über  die  zugleich  gleiqjieckigen 
und  gleichflächigen  Polyeder,  S.  10;  —  Über  vier  Archimedeische  Poly- 
eder höherer  Art,  I;  —  Über  Kombinationsgestalten  höherer  Art.  Marb. 
Ber.  1879  S.  100. 
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EombinatioueD  der  Flächen  (Ecken)  von  regulären  uod  ge- 
wissen einfachen  gleicbSächigen  (gleicheckigen)  Polyedern 
zulässig  sind,  wird  für  die  Polyeder  höherer  Art  die  Zahl 
der  zulässigen  Kombinationen  eine  sehr  grosse.  Die  Zahl 
der  möglichen  gleicbeckigeu  und  gleichääcbigeu  Polyeder 
höherer  Art  wird  ferner  noch  bedeutend  vermehrt,  wenn 
man  auch  die  hierhergehörigen  nicht  konvexen  Polyeder 
und  diejenigen  mit  diakontinuierlichen  Grenzflächen  und 
Ecken,  sowie  auch  die  konzentrischen  Gruppiemngen  der- 
selben Polyeder  in  Beteacht  zieht. 

Es  möge  genügen,  auf  diese  beiden  Methoden  der 
direkten  Herleitung  der  gieicheckigen  und  der  gleichSachigen 
Polyeder  höherer  Art  hingevriesen  zn  haben.  Bei  der  An- 
wendung der  in  §  91  besprochenen  Methoden  der  Bestim- 
mung der'  entsprechenden  Netze  höherer  Art  werden  im 
wesentlichen  die  sphärischen  Centralprojektionen  der  bei  jenen 
Methoden  in  Betracht  kommenden  räumlichen  oder  ebenen 
Figuren  untersucht.  Doch  verdient  dies  Verfahren,  zunächst 
die  sphärischen  Netze  und  aus  ihnen  die  zugehörigen  Poly- 
eder herzuleiten,  in  den  meisten  Fällen  den  Vorzug.  Ins- 
besondere gestattet  dies  Verfahren,  die  Bestimmung  der  ver- 
schiedenen Varietäten  der  einzelnen  Netze  und  Polyeder 
höherer  Art  in  einfacher  und  übersichtlicher  Weise  durch- 
zuführen. 

5.  Die  analytische  Darstellung  der  Netze  und  Poly- 
eder höherer  Art  kann  unter  Anwendung  der  im  fünften  und 
sechsten  Kapitel  gegebenen  Methoden  und  mit  Benutzung 
der  dort  gewonnenen  Resultate  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit 
ausgeführt  werden.  Indem  wir  darauf  verzichten,  diese  Be- 
trachtungen im  einzelnen  durchzuführen,  wollen  wir  nur 
darauf  hinweisen,  dass  die  analytische  Behandlung  und  Dar- 
stellung der  vollständigen  Figuren  der  Netze  und  der  voll- 
ständigen Raumfiguren  der  Polyeder  eine  Reihe  von  inter- 
essanten Beziehungen  ergiebt,  welche  auch  für  andere  Dis- 
ziplinen der  Mathematik  von  Bedeutung  sind.  Auch  möge 
hervortrehoboL  werden,  dass  die  Arten  und  Varietäten  der 
einfach-    oder    zweifach -veränderlichen   gieicheckigen   Netze 
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analytisch  durch  bestimmte  Intervalle  für  die  Werte  der 
einen  oder  der  beiden  reellen  Yariabeln  bestimmt  werden^ 
von  denen  die  Beschaffenheit  jener  Netze  Abhängt, 

6.  In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  nunmehr  die- 
jenigen gleicheckigen  und  gleichflächigen  Netze  höherer  Art, 
welche  sich  durch  Anwendung  der  besprochenen  Methoden 
ergeben,  nebst  den  entsprechenden  Polyedern  aufgeführt 
werden,  wobei  zunächst  die  Netze  und  Polyeder  der  ersten 
Hauptklasse^  sodann  diejenigen  der  beiden  Ordnungen  der 
zweiten  Hauptklasse  bestimmt  werden.  Wir  beschränken  uns 
hierbei  darauf,  in  jeder  Gruppe  die  nach  der  zweiten  Methode 
erhaltenen  festen  gleichflächigen  Netze  anzugeben  und 
zu  charakterisieren,  da  die  diesen  Netzen  zugeordneten  (bez> 
konjugierten)  gleicheckigen  Netze,  sowie  die  diesen  ein- 
und  umgeschriebenen  gleicheckigen  und  gleichflächigen 
Polyeder  sich  ohne  weiteres  hieraus  ergeben.  Von  den 
nicht  kontinuierlichen  Netzen   und  ebenso   den  nicht 

• 

konvexen  Netzen  der  einzelnen  Gruppen  sollen  immer  nur 
einige  der  wichtigsten  hervorgehoben  werden;  dasselbe  gilt 
von  den  veränderlichen  gleichflächigen  oder  den  ihnen 
zugeordneten   gleicheckigen   Netzen   höherer   Art   (vergl. 

§  91,  7.). 

7.  Als  eine  kurze  und  charakteristische  Bezeichnung  für 

die  einzelnen  Netze  und  Polyeder  höherer  Art  möge  die 
folgende  gewählt  werden: 

Wenn  ein  gleicheckiges  (gleichflächiges)  Netz  oder  Poly- 
eder der  B^^  Art  fi  v -flächige  Ecken  der  /3*«"  Art  besitzt 
(von  m  w- eckigen  Flächen  der  6**"  Art  begrenzt  ist)  und  von 

w<^>  n(^>-eckigen  Flächen  der  6<>)*«"Art, 

fnfß)  w^«). eckigen  Flächen  der  6^*^*®^ Art,  ...  begrenzt  ist 

Qiii)  i/i). flächige  Ecken  der  /3<^)*«»Art, 
|iiW  i/so. flächige  Ecken  der  /J»)*«°Art,  ...  besitzt), 

so  soll  das  gleicheckige  Netz  oder  Polyeder  als: 

[♦w<^) (n)6<^> -f  fn(«^  (w),w-f  ...J.flächiges  ft (i/)^-Eck 

der  B^""  Art, 

das  gleichflächige  Netz  oder  Polyeder  als: 

29* 


70«)   I 
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-f.fl^     |[j''"W'+f'«'W/'  +  -l-eokige8  w(«>,-Flach 

'^^     i  der  B""  Art 

bezeichnet  werden.') 

lu  den  nachfolgenden  Zusammen  Stellungen  soHen  die 
gleichäächigen  Netze  mit  arabiscben  Ziffern,  die  zugehörigen 
gleieheckigen  Netze  mit  gleichen  accentuierten  arabischen 
Ziffern  und  die  entsprechenden  Polyeder  mit  den  in  eckige 
Klammern  geichlossenen  Zifferu  numeriert  werden. 


g  93.   GleichflSchige  uuil  gleicheckige  Netze  höherer 
Art  der  ersten  HauptUtasse. 

1.  Unter  den  festen  gleichflüchigen  Netzen  der  erst-en 
HauptklaBBe  giebt  es  nur  solche  mit  direkt  symmetrischen 
Kanten;  denn  sämtliche  Verbindungsbauptkreiae  der  Eck- 
punkte A,  A'  und  /(,,  J?,,  ßj...  [Fig.  6a)  bis  63)]  des 
einfachen  Netzes  Villa)  [§  18]  sind  Symmetriebaoptk reise. 
Mit  Benutzung  des  g  5,  fi.  angegebenen  Satzes  ergiebt  sich 
sowohl  unter  Anwendung  der  zweiten,  als  auch  der  ersten 
Methode    (§    91),   dass    es    von    einem    (2  +  p  +j»)-eckigen 

1)  Die  gleicheckigen  und  gleicbflächigen  Netee  höherer  Art  unter 
den  im  vorhergehenden  bezeichneten  allgemeineren  Gesichtspunkten 
zuerst  betrachtet  und  damit  eine  grosse  Zahl  bisher  nicht  berück- 
sichtigter gleieheckiger  und  gleichflächiger  Polyeder  höherer  Art  zu- 
erst abgeleitet  zu  haben,  darf  wohl  der  Verfasser  für  sich  in  Anspruch 
nehmen.  Die  Archimedeischen  Polje der  höherer  Art,  welche  ganz 
Bpazielle  Fälle  der  hier  betrachteten  darstellen,  sind  von  Badourean 
(1.  c.)  und  J.  Fitsch  (1.  c.)  ohne  Bezugnahme  auf  die  Arbeiten  des 
Verf.  abgeleitet  worden.  J.  Pitach  hat  die  von  ihm  bis  auf  acht  (die  in 
§  94  mit  23'  und  in  g  96  mit  84',  W  und  71'  bis  75'  numerierten)  voll- 
ständig abgeleiteten  (gleicheckigen)  Archimedeischen  Stempolyeder  auch 
in  Modellen  dargestellt  und  sehr  anschauliche  pho  tu  graphische  Abbil- 
dungen seiner  Arbeit  beigefügt.  —  Die  wesentlichen  Fälle  für  die  durch 
sphärische  Dreieclce  begrenzten  festen  gleithflächigen  Netze  mit  direkt- 
fljmmetrischen  Kanten  finden  sich  in  der  von  Schwarz  in  seiner 
Arbeit  (Borch.  Journ,  Bd.  76.  S.  323)  aufgestellten  Tabelle,  Wegen  der 
Bedeutung  dieser  Lösungen  für  die  Theorie  linearer  DifTerentJal- 
gleiohungen  zweiter  Ordnung  vergl.  man  die  auf  S.  3  citierten  Arbeiten 
von  F,  Klein  und  Brioschi. 
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(-flächigen)   2 . 2p  (3)i- Flache    (-Ecke)   soviel    entsprechende 

Netze  der  q^^  Art  giebt,  als  Primzahlen  q  zu  p  von    1  bis 

p—1  existieren.     Diese  Netze  sind  zufolge  der  Bezeichnung 

70«)  und  70/3)  in  §  92  als: 

,,       1  [2(i)-f|)),-fi)(2  +  2),-fp(2-f2)J-eckige 

^^       1         2,2p (3)i -  Flache  der  g*«°  Art 
und  entsprechend  als: 

,,,       I  [2(p-H)),-fi)(2-f2),-H)(2-f2)J.flächige 
^       1  2.2i)(3)i-Ecke  der  g*«^  Art 

darzustellen,  wo  q  eine  Primzahl  zu  j>  von  1  bis  p  —  1  be- 
deutet. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  z.  B.  für 
j,  =  3,  3  =  2  oder  für  j)==5,  s«2,  4  [Fig.  6y)]  das  Netz  1 
aus  2  (bez.  4)  aufeinanderfallenden  gleichflächigen  Netzen 
der  ersten  Art  besteht,  wobei  die  sphärischen  Ecken  mit 
den  Scheiteln  Ä  und  Ä^  als  j>-{-|)- flächige  der  zweiten  (bez. 
vierten)  Art  zu  betrachten  sind,  denen  im  zugeordneten 
Netze  i'  |)-f  p-kantige  2|)-Ecke  der  zweiten  (bez.  vierten) 
Art  entsprechen. 

Wenn  dagegen  q<p  und  nicht  prim  zu  p  ist,  so  sind 
die  Netze  1  und  1'  diskontinuierlich,  d.  h.  Grup- 
pierungen von  einander  kongruenten,  kontinuierlichen  Netzen 
niederer  Art. 

2.  Die  Netze  1'  hängen,  wie  die  ihnen  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  [l'J  und  [1],  von  zwei  Yariabeln  £«  und 
X  (§18)  ab;  für  x— *y  resultieren  die  höheren  Arten  der 
Netze  Vnr  (§  16),  denen  als  Symmetrienetze  die  Netze  VIII 
höherer  Art  entsprechen.  Von  einem  Netze  VIII',  d.  h.. 
einem  (2 -fn)- flächigen  2n-Eck  giebt  es  soviel  (kontinuier- 
liche) entsprechende  Netze  der  q^^^  Art^  als  Primzahlen  zu 

^ 2  n 1 

n  von  1  bis  — ^ —  für  gerade^  und  bis  — ^ —  für  ungerade 

n  existieren  (§  4,  6.).     Diese  Netze  VIII  und  VIII'  höherer 
Art  sind  als: 

[2(w)j-f-n(2  +  2)i]-eckige  2n(3)i-Flache 


.    r  [2(w),-|-n(2  +  2),]-eckige 
^         I  der  3*«"  Art 


und  als«' 
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I  [2(ji),  +  «(2  +  2),]-f]ächige  2h(,3), -Ecke 
^''       l  der  s'™  Art 

zu  bezeichnen  [vergl.  z.  B.  Fig.  5/3);  n  =  5,  3  =  2]. 

3.  Um  die  beweglichen  gleichfltichigeu  and  die  diesen 
zugeordoeteu  gleicheckigen  Netze  höherer  Art  dieser  ersten 
Hftuptklasse  zu  Bthaiten,  wendet  man  zur  Bestimmung  dieser 
letzteren  die  in  §  91,  8.  und  7.  beschriebene  erste  Methode 
an,  indem  man  die  rollständige  Figur  des  allgemeinsten 
gleicheckigen  Netzes  VIII"  in  der  angegebenen  Weise  unter- 
Buobt.  Die  Untereuchung  ergiebt,  dass  die  hierhergehörigeu 
konvexen  und  kontinuierlichen  gieicheckigeu  Netze  höherer 
Art  ebenso,  wie  diejenigen  erster  Art,  zu  Eckpunkten  Hemi- 
gonieen  der  Netze  VIH"  (bez.  VIII')  haben,  während  die 
Eckpunkte  der  beweglichen  gleichflächigen  Symmetrienetie 
Kombinationen  der  Punkte  A  und  A'  mit  solchen  Hemi- 
gonieen  darstellen.  Man  erhält  so  folgende  höhere  Arten 
der  Netae  XXV  (§  40),  XXIV  (§  39),  XVIII'  (§  30): 

I  Sägerandige  [2(j)),  +  2i»(3)J-flächige 
''         l  2|)(4)i-Ecke  der  g"-"  Art, 

(  Kronrandige  [20)g  +  2p(3),]-flächige 
*'^         \  2j>(4)i-Ecke  der  g""  Art, 

I  Unterbrochen- kronrandige   [2(j>,  +J>,)j, + 
2p,(2+2)J-flächige2.2;)i(3)t.-Eckeder2,""Art 
und  entsprechende  gleichflächige  Netze  3,  4,  5. 

Zieht  man  auch  nicht  konvexe  vierflachige  Ecken 
oder  viereckige  Flächen  in  Bettacht,  so  erhält  man  auch 
zahlreiche  nicht  konvexe  Netze  3',  4',  ^  und  3,  4,  &. 

4.  Von  den  konvexen,  aber  nicht  kontinuierlichen 
beweglichen  Netzen  dieser  Klasse  sei  hier  nur  auf  die  Grup- 
pierungen von  kongruenten  rhombischen  (speziell  tetra- 
gonalen)  Spbenoiden  hingewiesen,  welche  sich  aus  den 
voll-  und  halbzäbligen,  einfachen  gleicheckigen  Netzen  nach 
der  ersten  Methode  leicht  erhalten  lassen. 

5.  Aus  der  vollständigen  Figur  eines  gleicheckigen  Netzes 
"VIII'  ergiebt  sich  eine  Gruppe  interessanter  nicht  kon- 
vexer,   zugleich   gleicheckiger   und   gleich  flächiger.  Netze, 
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welche  noch  kurz  erwähnt  werden  möge.  Betrachtet  man 
z.  B.  fQr  w  — 5  [s.  Fig.  5/J)]  folgende  vier  in  P^  zusammen- 
stossende,  überschlagene  sphärische  Vierecke: 

^1  ^1    -'S  "^9? 
Pl  -MO  -^2  -^8; 

80  wird  durch  dieselben  eine  nicht  konvexe  sphärische  Ecke 
mit  den  vier  Kanten  IPi^i^  ^i^s»  A-Pg)  -^i-Pio  gebildet. 
Wird  die  entsprechende  Konstruktion  an  allen  Ecken  des 
Netzes  ausgeführt,  so  resultiert  ein  Netz  mit  zehn  kon- 
gruenten, m'cht  konvexen,  vierflächigen  Ecken  und  zehn  kon- 
gruenten, überschlagenen,  viereckigen  Flächen.  Das  Netz  be- 
deckt nullmal  die  Kugelfläche,  da  der  Inhalt  jeder  Grenz- 
fläche Null  ist. 

Ebenso  ergiebt  sich  eine  ähnliche  Gruppe  derartiger 
Netze  aus  der  vollständigen  Figur  eines  gleicheckigen  Netzes 
XXIV. 

Der  Verfasser  hat  die  diesen  Netzen  ein-  und  umgeschrie- 
benen, nicht  konvexen  Polyeder,  deren  Oberfläche  und  körper- 
licher Inhalt  gleich  Null  ist,  und  von  denen  die  jeder  Gruppe 
sich  selbst  polar- reziprok  entsprechen,  zuerst  beschrieben^)' 
und  filr  dieselben  den  Namen  Stephanoi d^  vorgeschlagen. 

6.  Nur  von  den  Netzen  2'  und  4'  giebt  es  Archime- 
deische  Varietäten;  die  entsprechenden  Polyeder  finden  sich 
bei  Pitsch*)  unter  I  und  IIa),  Hb)  aufgeführt. 

§  94.   Netze  höherer  Art  aus  der  ersten  Ordnung 

der  zweiten  Hauptklasse. 

1.  Um  die  festen  gleichflächigen  Netze  höherer  Art 
aus  der  ersten  Ordnung  der  zweiten  Hauptklasse  herzuleiten, 
untersuchen  wir  die  durch  die  Verbindung  der  Endpunkte 
Ä^  Cf  B  der  charakteristischen  Axen  entstehenden  Figuren. 
[S.  Fig.  13a)  und  28.] 

1)  Marb.  Ber.  1877,  S.  9,  10. 

2)  L  c,  S.  21  und  27. 


lA) 


71B) 
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Die  festen  gleichflächigen  Netze  mit  direkt-symmetri- 
schen Kanten  (§  91,  i.)  werden  ilureh  die  Bogen  der  Sym- 
raetriehauptkreise  a  und  b  gebildet. 

2.  Waa  zunächst  die  derartigen, "durch  Dreiecke  begrena- 
ten  Netze  anlangt,  so  sind  früher  als  mögliche  Netze  erster  Art 
die  beiden  Netze  111  (§  11)  und  IV  (g  11)  mit  einem  regn- 
liireu,  die  drei  Netze  IX  (§  13),  X  (§  20)  and  XU  (§  2'2)  mit 
einem  gleichechenkligen  und  das  Netz  XV  (§27)  mit  einem 
ungleichkantigeu  Dreiecke  als  Grenzfläche  erhalten  worden. 
Als  entsprechende  Netze  höherer  Art  ergeben  sich  die  in 
den  folgenden  beiden  Tabellen  71A)  und  71B)  au^efühiten: 

Teste  gleiohflächige  Netze  höherer  Art  mit  direkt- 
symmetrisoben  Kanten. 

X)  Grenzfläche:  Ein   gleichschenkliges  Dreieck- 


1 


SUBB»  d»  Hititl.    '        aituUclK. 

"■="'1    -<•      ■■'  =  ■'•    -'''W^ 

..-.-;,»,. 

«oder  IX. C'lC,C.iiri3.T|« 

Jii.J«)od.X,ii.X,a)    A\C,C{   „    8fl) 
Boa«  XU, C.A,Ä,{  „  IIa) 

*1 

»1      1  110°       IM"         «»), 
lW-1    W"        1*0°         BW), 

4(S),      1(  1 1 

am,    u  ( 

6(81,      MI 

Die  Grenzflächen  von  6,  7  und  S  sind  die  an  die  Basi^ 
anstossendeo  Nebendreiecke  der  gleichschenkligen  Grenz- 
flächen von  IX,  X  und  XII.  Die  Eckpunkte  der  zugeord- 
neten gleicheckigen  Netze  6',  T  und  8'  sind  auf  dem  Sym- 
metriehauptkreise der  gleichschenkligen  Dreiecke,  die  Eck- 
punkte der  7a)  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  7"  inner- 
halb der  Dreiecke  von  7«)  beweglich;  in  beiden  Fällen  können 
auch  nicht  konvexe  Varietäten  entstehen.  Nur  von  8' 
giebt  es  eine  Archimedeische  Varietät  (der  das  Polyeder 
XIV  bei  Pitsch  entspricht). 

B)  Grenzfläche:  Ein  ungleichkantiges  Dreieck. 
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Srisillctiis 

-.1    .„ 

Jj 

^.|--i 

..,..,,, 

„..M.,, 

.,...„> 

SD"—.) 

'las"  180'— 

'45" 

iwl  80° 

s(S), 

8(fik 

nw,  «h 

»    «■ 

B(S), 

S{6), 

i*<*)i  **\' 

1  1  11   ,.    XV, 

lis" 

,..-»• 

i2(*),  »en 

IS  „   X. 
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Die  Grenzflächen  von  9,  10,  11  «ind  die  Nebendreiecke 
der  Grenzfläche  von  XV,  die  Grenzflächen  von  12  und  13 
bez.  die  an  einen  der  Schenkel  anstossenden  Nebendreiecke 
der  gleichschenkligen  Grenzflächen  von  X  und  XII.  Die 
Eckpunkte  der  zugeordneten  gleicheckigen  Netze  9',  10',  11', 
12',  18'  sind  innerhalb  der  Dreiecke  der  Sjrmmetrienetze  be- 
weglich; nur  von  10'  und  13'  giebt  es  eine  Archimedeische 
Varietät  (vergl.  bei  Pitsch  unter  X  und  IX). 

3.  Von  hierhergehörigen  diskontinuierlichen  Drei- 
ecksnetzen mögen  nur  die  folgenden  Erwähnung  finden: 

a)  Das  durch  die  beiden  einander  konjugierten,  regu- 
lären Tetraedemetze  III  gebildete  Netz,  welchem  als  ein- 
und  als  umgeschriebenes  Polyeder  die  sogenannte  stell  a 
octangula  Keplers  entspricht; 

b)  das  durch  sechs  aufeinander  liegende  reguläre  Okta- 
edemetze  IV  gebildete  .Netz,  dessen  zugeordnetes  gleich- 
eckiges Netz  im  allgemeinen  ein  System  von  sechs  sich 
regelmässig  kreuzenden  (2-j- 2 -j- 2) -flächigen  2.4-Ecken  IV" 
(§  18,  4.)  darstellt,  dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines 
Netzes  XV'  zusammenfallen; 

c)  das  diskontinuierliche  Netz,  dessen  Grenzfläche  z.  B. 
Ä^B^B^  p?ig.  13a)]  ist  und  welches  aus  drei  sich  regelmässig 
kreuzenden  (2 -f  4) -eckigen  8 -Flachen  (Oktaedern)  besteht, 
während  das  zugeordnete  gleicheckige  Netz  aus  drei  sich 
kreuzenden  (2 -f  4) -flächigen  8 -Ecken  IV'  (§  16,  7.)  besteht, 
dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines  Netzes  X'  übereinstimmen. 

4.  Als  feste  gleichflächige  Vierecksnetze  erster  Art 
mit  direkt  -  symmetrischen  Kanten  sind  früher  das  reguläre 
Hexaedernetz  VI  (§  11),  das  Rhombendodekaedernetz  XIX 
und  XIX «)  [§  32]  und  das  von  symmetrischen  Vierecken 
begrenzte  Netz  XXI  (§  35)  erhalten  worden.  Von  derartigen 
(konvexen  und  kontinuierlichen)  Vierecksnetzen  höherer 
Art  ergeben  sich  die  folgenden: 

1  das  [6(4),  -f  8(3), -f  6 (8),] -eckige  24 (4),- Flach 
^  \  der  vierten  Art, 

dessen   Grenzfläche   z.  B.  Ä^A^C^A^    [Fig.   13a)]    ist,   bei 
welcher: 
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^,  =  90",   C;-120'',  J,-^,-13ö», 
^1  Ät  -  Jj  ^1  =  90»,    A^  C\  =  C\  ^3  -  Jj  ist; 
die  Eckpunkte  des  zugeordneten  gleichtckigeD  Netzes  14'  sind 
auf  der  Diagonale  A^C\  beweglich;  ea  existiert  eine  Archi- 
medeische  Varietät  (der  bei  l'itsch   das  Pojyeder  HI  ent- 
apricht). 

Feruer  erhält  man  zwei  von  sjm metrischen  (sphärischen) 
Faralleltrapezen  begrenzte  Netze,  nämlich  ein: 

I  [8{6),+ 12  (4)J- eckiges    24(4},-Flach 
I  der  zweiten  Art 

[Grenzfläche  z.  B.  B^B^C^C^  Fig.  13«), 

^^  =  ^^==90«,   Gi  =  rj,-120''; 
B^B^^m\   C,C,-l80<»-2ij,   -B,Cj  =  C.i'^-HOO- ijj; 
und  eio: 

,„,        (  [6(8\  +  8(6),]-eckiges    24(4X-Flach 
^"^        l  der  fünften  Art 

[Grenzfläche  z.  B.  A^Ä^C^C,  Fig.  13«), 

^»-^8-135",   C»- 0,-120"; 

Die  Eckpunkte  von  15'  sind  auf  den  Kanten  .^,.^1,  die- 
jenigen von  18'  auf  den  Kanteu  A^C^^B^  beweglich;  es  exi- 
stieren keine  Archimedeischen  Varietäten. 

Endlich  resultiert  noch  ein  viertes  derartiges  Viereeks- 
netz  17,  dessen  zugeordnetes  gleicheckiges  Netz  IT'  ein: 


17') 


[8  (6)s  + 8  (6),]-f lächiges  24  (4), -Eck 
der  vierten  Art 


ist,  dessen  Eckpunkte  mit  denen  eines  Netzes  X'  zusammen- 
fallen Das  Symmetrienetz  17  wird  durch  vier  aufeinander 
fallende  Hexaedemetze  VI  gebildet,  so  dass  in  jedem  Eck- 
punkt C  zwei  (3  +  3)-flächige  sphärische  Ecken  der  zweiten 
Art  vorhanden  sind.'} 


1)  Vergl.  Marb.  Ber.  1879.  S.  102. 
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Ausserdem  existieren  noch  zahlreiche,  hierhergehörige, 
nicht  konvexe  Vierecksnetze,  auf  welche  aber,  ebenso  wie 
auf  die  Fünfecksnetze,  von  denen  es  keine  konvexen  Arten 
giebt,  hier  nicht  eingegangen  werden  soll. 

5.  Was  sodann  die  festen  gleichflächigen  Netze  mit  teil- 
weise direkt-symmetrischen  Kanten  anlangt  (§  91,  4.), 
80  ergeben  sich  dieselben  durch  Anwendung  der  zweiten 
Methode  und  zwar  zumeist  als  Polarnetze  der  bisher  abge- 
leiteten. Wir  fShren  die  folgenden  (kontinuierlichen  und 
konvexen)  derartigen  Netze  auf: 

f  das  [6(4-f4)3.f  12(4-f 2-|-2),]-eckige  48(3X-Flach 
*^^  l  der  15*«°  Art. 

Dieses  Netz  ist  das  Polarnetz  zu  dem  Netze  XV  (vergl. 
§  49,  2.);  seine  Grenzfläche,  z.  B.Bf^B^Ä^  (Fig-28),  als  Polar- 
dreieck des  Hexakisoktaederdreieckes  ^CiB^^  hat  die  Winkel 
lind  Kanten: 

Be«  180^-1?,   B.'-dO'  +  V,  A-135^ 

Die  dritte  Kante  B^B^  gehört  dem  Hauptkreise  c^  an^  dessen 
Ebene  keine  direkte  Symmetrieebene  ist,  während  die  beiden 
anderen  Kanten  den  Sjmmetriehauptkreisen  o^  und  b^  an- 
gehören; die  Kanten  des  Netzes  t8  werden  also*  durch  die 
drei  Hauptkreise  a,  die  sechs  Hauptkreise  b  und  die  vier 
Hauptkreise  c  ge))ildet.  Dem  Netze  kommen  aber  aubh  die 
dreizähligen  Axen  OC  zu,  wiewohl  dieselben  keine  Ecken - 
axen  -des  Netzes  bilden.  Die  Eckpunkte  des  zugeordneten 
Netzes  18'  sind  auf  dem  Halbierungskreise  C^B^  (d^)  des 
Winkels  Cj  im  Polardreieck  A^C^B^  beweglich,  sie  sind  also 
Eckpunkte  bestimmter  Varietäten  [vergl.  20^0  in  §67,9d)] 
der  Netze  XV  ;  dem  Mittelpunkte  des  diesem  Dreiecke  ein-, 
also  dem  Dreiecke  B^B^A^  umgeschriebenen  Kreises-  ent- 
spricht die  konjugierte  Varietät  der  Nßtze  18'.  Die  ent- 
sprechenden^ den  Netzen  18'  ein -und  umgeschriebenen  Poly- 
eder [18']  und  [18]  stellen  Kombinationen  der  Flächen  eines 
Hexaeders  und  Rhombendodekaeders,  bez,  der  Eckpunkte 
eines  Oktaeders  und  Kubooktaeders  dar. 
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Ein  zweites  Ähnliches  Netz  ist  das  Polarnetz  des 
Netzes  10  oder  XV,  [Tabelle  71 B)],  nämlich  das: 

I  [6(4  +  4)3+12{4  +  4),l-eckige  48(3),-Flach 
I  der  dritten  Art, 

Die  Grenzfläche,  z.  B.  B^B^A^  (Fig.  28),  ale  Polardrei- 
eck des  Dreieckes  Ä^C'^B^,  hat  die  Winkel  und  Kanten: 
B.'^'n,   B^^BO"-!},    ^4  =  135"; 
B^A^^QO",  .l,n^^i5°,   B^B.^\20°. 
Für   dieses  Netz    19    und   die    demselben    zugeordneten 
Netze  19'  ergeben  sich  analoge  Eigenschaften,  wie  die  oben 
für  das  Netz  18  abgeleiteten. 

Von  hierh ergeh örigen  nicht  kontinuierlichen  Netzen 
seien  die  beiden  folgenden  erwähnt: 

d)  Das  Polarnetz  des  Netzes  X  (vergl.  §  49  nnd  §  50,  i.\ 
dessen  Grenzfläche  B^B^B^  (Fig.  28),  als  Polarfigur  tob 
C'jCfA^,  die  Winkel  und  Kanten  hat: 

B^B^^QO",   BgB^- B^B^ ^120\ 

DJea  Netz  ist  eine  Gruppierung  von  sechs  tetrago- 
nalen  Sphenoidnetzen,  bei  welcher  in  jedem  Eckpunkt« 
B  die  Scheitel  zweier  sphiiri sehen  Ecken  zusammenfallen. 
Die  Eckpunkte  des  konjugierten  Netzes  sind  die  Eck- 
punkte der  Archimedeischen  Varietät  eines  Netzes  X'  [§  20 
Formel  211-)]; 

e)  das  Polarnetz  des  Netzes  1$  oder  Xir,  [71B)], 
dessen  Grenzfläche  A^B^B^  (Fig.  28),  als  Polarfigur  Ton 
C\A^Ai,  die  Winkel  und  Kanten  hat: 

^3  =  90",  Ps^lSO^-ij,  lfj  =  i); 
B^B^=120'',  JJ.^a-lSö",  ^si'3  =  45«. 
Dies  Netz  stellt  ein  System  von  sechs  kronrandigen  (2  +  4)- 
eckigen  2. 4 -Flachen  XVIII  (Skalenoedern)  dar,  bei  welchem 
iu  jedem  Eckpunkte  A,  sowie  in  jedem  Eckpunkte  B  zwei 
Ecken  zusammeDfallen.  Die  Eckpunkte  der  zugeordneten 
gleicheckigen  Netze  sind  auf  dem  Bogen  B^  Cj  (di^)  be- 
weglich. 
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6.  Als  veränderliche  (bewegliche)  gleichflächige  Netze 
erster  Art  sind  früher  die  Netze  XXIII  (§  38),  XXIX  (§  45), 
XXVIII  (§  44)  und  XXVI  (§  42)  erhalten  worden.  Die 
Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleicheckigen 
Netze  stellen  bestimmte  Hemigonieen  von  vollzähligen  Netzen 
dieser  Ordnung  dar. 

Die  Anwendung  der  ersten  Methode  (§  91,  7.)  auf  die 
verschiedenen  einfachen  hemigonischen  Netze  der  einzelnen 
Gruppen  ergiebt  den  Netzen  XXIII',  XXIX',  XXVIirund 
XXVI'  analoge  Netze  höherer  Art,  welche  aber  meistens 
nicht  konvex  sind.  Man  überzeugt  sich  hiervon  auch  da- 
durch, dass  man  die  Grenzflächen#der  zugehörigen  gleich- 
flächigen  Symmetrienetze  analog,  wie  bei  denen  erster  Art, 
durch  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  hemigonischer  Netze  der  Gruppe 
bildet.  Diese  Grenzflächen  erhalten  meistens  zum  Teil  über- 
stumpfe Winkel.  Verbindet  man  z.  B.  die  Eckpunkte  -4,  C,  B 
der  Grenzflächen  der  Netze  9,  10,  11  [Tabelle  71 B)]  mit 
den  drei  Punkten,  welche  zu  einem  im  Inneren  der  Grenz- 
fläche liegenden  Punkte  in  Beziehung  auf  die  Kanten  sym- 
metrisch liegen,  so  erhält  man  den  Netzen  XXVI  analoge 
Fünfecksnetze  höherer  Art;  bei  dem  ersteren  aber  isi  der 
"Vyinkel  bei  •C2-=240^,  bei  dem  zweiten  der  Winkel  bei 
-4i  — 270®,  bei  dem  dritten  endlich  sind  beide  Winkel  bei 
Ä^  und  C\  überstumpf. 

'  Dagegen  giebt  es  von  jedem  der  drei  Fünfecksnetze 
XXIX,  XX VIII  und  XXVI  je  eine  konvexe  Art,  bei  welcher 
die  Grenzflächen  konvexe  Sternfünfecke  sind.  Die  Grenz- 
fläche eines  solchen  Netzes  XXIX  wird  z.  B.  durch  die 
successive  Verbindung  der  Punkte: 

CiL\L,G^L\  (Fig.  27) 

erhalten.    Das  Netz  ist  ein: 

j  8 (3), +  12(2 -M)J. eckiges    12(5),.Flach 
I  der  siebenten  Art. 

Ebenso  erhält  man  ein  dem  Netze  XXVm  analoges: 
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21) 


[8(3),  +  12(l  +  l  +  I)J-eckigeB  I2(5\-Flach 
der  siebenten  Art, 
von  welchem  das  Netz  20  einen  besonderen  Fall  bildet, 
welches  selbst  das  reguläre  Net*  VII,  [Formel  67)  in  §  90] 
als  ganz  speziellen  Fall  ergiebt.  Endlich  existiert  auch  ein 
dem  Netze  XX VI  analoges: 
^,        I  [6(4),+8(3),  +  24(l  +  l  +  l)J. eckiges 

'        l  24(5)s-Flach  der  13'°"  Art. 

Die  zugeordneten  Netze  20',  21',  22',  sowie  die  entspre- 
chenden Poljeder  lassen  sieb  leicht  erhalten.  (Die  Archi- 
medeiache  Varietät  Tqp  SZ'  fehlt  bei  Pitsch.) 

7,  Auf  diejenigen  gl  eicheckigen  Netze,  für  welche  die 
Eckpunkte  der  Symmetrienetze  eine  Kombination  der  Eck- 
punkte von  mehreren  hemigonischeu  einfachen  Netzen  dar- 
stellen,  soll  nicht  eingegangen  werden. 

Ebenso  sei  aus  der  grossen  Zahl  der  hier  möglicben 
diskontinuierlichen  Netze  auch  nur  auf  die  schon  mehr- 
fach erwähnten  Gruppierungen  von  rhombischen  (bez.  tetra- 
gonalen)  Sphenoidnetaen  hingewieaeo.  Aus  dem  allgemeinsten 
Netze  XV'  ergeben  sich  drei  Systeme  von  je  zwölf  tetra- 
gonalen  und  vier  Systeme  von  je  zwölf  rhombischen 
Spbenoidnetzen;  die  besonderen  Anordnungen  für  die  speziellen 
und  für  die  hemigonischen  Netze  dieser  Ordnung  können  ans 
den  allgemeinen  hergeleitet  werden. 


%  95.    Netze  höherer  Art  ans  der  zweiten  Ordnang 
der  zweit«n  Hanptklasse. 

1.  Die  Zahl  der  in  die  zweite  Ordnung  der  zweiten 
Hauptklasse  gehörigen  gleichflächigen  und  gleicheckigen  Netze 
höherer  Art  ist  eine  sehr  grosse;  wir  beschränken  uns  darauf, 
im  folgenden  hauptsächlich  die  konvexen  und  kontinuierlichen 
festen  gleicbflüchigen  Netze  höherer  Art  anzugeben. 

2.  Die  festen  gleichfliichigen  Netze  mit  direkt- 
symmetrischen  Kanten    ergeben    sich    sämtlich   aus   der 
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Tollständigen,  durch  die  15  Symmetriehauptkreise  2^i...&i5 
gebildeten  sphärischen  Figur  [vergl.  für  die  folgenden  Be- 
trachtungen insbesondere  die  Fig.  14a),  29)  und  30)];  die 
Eckpunkte  dieser  Netze  sind  die  Endpunkte  G,  C^  JB  der 
charakteristischen  Axen. 

3.  Von  hierhergehörigen  Dreiecksnetzen  sind  bereits 
früher  als  mögliche  Netze  erster  Art  das  Netz  V  (§  12) 
mit  einem  regulären,  die  beiden  Netze  XI  (§  21)  und  XIQ 
(§  23)  mit  einem  gleichschenkligen ^  das  Netz  XVI  (§  28) 
mit  einem  ungleichkantigen  Dreiecke  als  Grenzfläche  und 
endlich  das  reguläre  Netze  V7  der- siebenten  Art  [Formel  67) 
in  §  90]  erhalten  worden.  Die  Anwendung  der  zweiten 
Methode  auf  die  oben  bezeichnete  vollständige  Figur  liefert 
zunächst  folgende  von  gleichschenkligen  Dreiecken  be- 
grenzte Netze  höherer  Art  mit  direkt -symmetrischen  Kanten: 
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Die'  Grenzflächen  dieser  Netze  sind  Nebendreiecke  der 
Grenzflächen  derjenigen  Netze,  welche  in  der  zweiten  Kolumne 
unter  Vergl.  angegeben  sind.  Von  den  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netzen,  deren  Eckpunkte  auf  dem  Symmetriehaupt- 
kreise der  gleichschenkligen  Dreiecke  beweglich  sind,  wobei 
auch  nicht  konvexe  Varietäten  entstehen  können^  giebt 
es  nur  von  23'^  24',  26'  und  30'  Archimedeische  Varietäten, 
welchen  bei  Pitsch  bez.  die  mit  VI,  XVII,  XIX  und  XX 
numerierten  Polyeder  entsprechen. 

Als  feste  Dreiecksnetze,  deren  Grenzfläche  ein  ungleich- 
kantiges Dreieck  ist,  werden  die  in  der  folgenden  Tabelle 
aufgeführten  erhalten: 
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Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netze  sind  innerhalb  der  Dreiecke  der  Symmetrie - 
netze  beweglich;  nur  von  den  Netzen  86',  39',  42'  giebt  es 
Ärchimedeische  Varietäten  (vergl.  bei  Pitsch  unter  XIII, 
Xn,  XI). 

4.  Das  System  von  fünf  regulären  Oktaedernetzen, 
dessen  Eckpunkte  die  30  Punkte  B  sind  (§  74,  2.);  bildet 
ein  hierhergehoriges  diskontinuierliches  Netz;  das  ihm  kon- 
jugierte System  von  fünf  regulären  Hexaedemetzen  (§  74,  2.), 
bei  welchem  in  jedem  Punkte  C  zwei  Eckpunkte  zusammen- 
fallen^  bildet  dagegen  ein  festes  diskontinuierliches  Netz 
ohne  direkt -symmetrische  Kanten,  welche  den  Hauptkreisen 
d  angehören  [yergl.  11. f)  dieses  Paragraphen]. 

5.  Als  feste  gleichflächige  Viere cksnetze  erster  Art 
mit  direkt  -  symmetrischen  Kanten  haben  wir  früher  das 
Bhombentriakontaedemetz  XX  (§  33)  imd  das  Netz  XXII 
(§  36)  erhalten.  Es  ergeben  sich  nun  zunächst  zwei  Rhom- 
bennetze höherer  Art^  deren  zugeordnete  gleicheckige 
Netze  ebenfalls,  wie  das  Netz  XX ',  feste  Netze  darstellen. 
Das  erste  dieser  Rhombennetze  ist  das: 

50  oder  XX,)    j  [l2(5),  +  20(3X]-eckige   30 (4), -Flach 
'^    l  der  siebenten  Art, 

dessen  Grenzfläche,  z,  B.  Gy^C^G^CQ^  die  Kante  90®  — (9  —  ^) 
und  die  Winkel  G^  =  G\  -  144^  C«  =  C^  =  120®  hat  und  für 
welche  [vergl.  42)  in  §  31]: 

P-54®,    2i(i)-90®-9,  i?(8)«90®-^ 
ist. 

Das  diesem  zugeordnete  feste  gleicheckige  Netz, 
nämlich  das: 

50'oderXX',)|  [l^(ö)»  +  2^(^)^?-J^^«,^^«r  30(4VEck 

'^  I  der  siebenten  Art, 

wird  durch  die  sechs  Hauptkreise  g  gebildet  und  von  zwölf 
regulären  Fünfecken  der  zweiten  Art  (z.  B.  B^^i^B^B^B^^ 
mit  den  Winkeln  2  9  und  von  20  regulären  Dreiecken  (z.  B. 
B^B^^B'^  mit  den  Winkeln  180®  — 2^  —  die  gemeinsame 
Kante  beträgt  108®  —  begrenzt. 

Hess,  KngelteUnng.  30 
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51  oder  SXj)   ■ 


Das  zweite  Rhombennetz  höherer  Art  ist  das: 

I  [12(5),  +  12(5)j]-eckige    30(4),-Flach 
I  der  dritten  Art; 

die  Grenzflüche  desselbeu,  z.  B.  G^G^G\G^,  hat  die  Kant« 
2v,  die  Winkel  G,-G'g-72",  Go  =  ös=144»;  ausserdem 
ist  P=30",   JJ(,)-90«-9>,    -R„|-9!. 

Das  diesem  zugeordnete  feste  gleicheckige  Netz,  □gm- 
lieh  das: 


51'  oderSX'j,} 


I  (12(5),  +  12(5}j]-nächige    30(4),-Eck 


der  dritten  Art, 
wird  durch  die  zehn  Hauptkreise  c  gebildet;  seine  Grenz- 
flächen, deren  gemeinsame  Kaute  60"  beträgt,  sind  zwölf 
reguläre  Fünfecke  erster  Art  (z.  B.  Ii,B^B^^B^^B^  mit  den 
Winkeln  180"  — 2iii  und  zwölf  reguläre  Fünfecke  zweiter  Art 
(z.  B.  B^B^B^^B^B,,)  mit  den  Winkeln  2^. 

Die  diesen  beiden  Netzen  50'  und  SV  ein-  und  umge- 
schriebenen Polyeder  hat  der  Verfasser  zuerst  abgeleitet  und 
beschrieben');  sie  finden  sich  bei  Pitsch  mit  XVI  und  XV 
numeriert. 

6.  Als  feste,  von  symmetrischen  Vierecken  begrenzte 
Netze  höherer  Art  erhält  man  die  folgenden: 
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Die  Eckpunkte  der  diesen  Netzen  zugeordneten  gleich- 
eckigen Netze  sind  auf  der  Symmetriediagonale  der  Vierecke 
beweglich;    Archimedeische   Varietäten    giebt    es    von    52', 
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58',  55',  57',  69'  (die  entsprechenden  Polyeder  finden  sich  bei 
Pitsch  bez.  unter  V,  Vlfl,  IV,  VU,  XVIII). 

Die  zahlreichen  nicht  konvexen  Vierecksnetze  sollen 
hier  nicht  berücksichtigt  werden. 

7.  Die  bereits  früher  bestimmten,  von  regulären 
Fünfecken  b^prenzten  Netze  sind  das  Netz  VII  (§  12)  erster 
Art  und  die  Netze  VII^,  Vj  (oder  VII'j),  V'^  (oder  VHs) 
höherer  Art  [67)  in  §  90]. 

Als  (konvexe  und  kontinuierliche)  feste  Netze  höherer 
Art,  welche  von  symmetrischen  Fünfecken  erster  oder 
zweiter  Art  begrenzt  werden,  erhält  man  die  auf  S.  468 
unter  74)  aufgeführten. 

Die  Eckpunkte  der  zugeordneten  gleicheckigen  Netze 
sind  auf  dem  Symmetriekreisbogen  der  Fünfecke  beweglich; 
nur  von  den  Netzen  64'  und  65'  existieren  Archimedeische 
Varietäten  (fehlen  bei  Pitsch). 

Ausserdem  giebt  es  zahlreiche,  von  nicht  konvexen 
Fünfecken  begrenzte  Netze. 

8.  Von  den  festen  gleichflächigen  Netzen,  welche  von 
Sechsecken  begrenzt  sind,  ist  nur  das  folgende,  einzig  kon- 
vexe aufzuführen,  nämlich  das: 

(   [12(5),  +  20(3)J. eckige   60(6)i-Plach 
^       I  der  zweiten  Art 

Die  Grenzfläche,  z.B.6r^ (726^2^4^8^89  ist  ein  gleichkantiges 
Sechseck  mit  abwechselnd  gleichen  Winkeln.  Die  Kante 
beträgt  %,  die  drei  gleichen  Winkel  mit  den  Scheiteln  Q 
und  C  betragen  bez.  144^  und  120^;  das  zugeordnete  gleich- 
eckige Netz  hat  zu  Eckpunkten  die  Mittelpunkte  C  der  den 
Sechsecken  eingeschriebenen  Kreise  und  ist  ein  Archime- 
deisches  Netz  (vergL  bei  Pitsch  unter  XXI). 

9.  Was  sodann  die  festen  gleichflächigen  Netze 
mit  teilweise  direkt-symmetrischen  Kanten  anlangt 
(§  91,  4.)y  welche  durch  Anwendung  der  zweiten  Methode 
zu  erhalten  sind,  so  ergeben  sich  dieselben  ebenfalls  zumeist 
als  Polarnetze  der  bisher  abgeleiteten.  Der  Verfasser  hat 
als  hierhergehörige  konvexe  und  kontinuierliche  Netze 
nur  vier  von  Dreiecken  begrenzte  erhalten,  welche  zugleich 


\a  Kap,  Die  d.  Kugelääche  mehrf.  bedeck,  etc.  NoUe  etc. 


i       i      f      s      s      s 

"1 

i  l?  H  iJ    J  Is 

?  ^S  "S  sj    S  IJ 

1    ,    ?    ,        . 
T   t   1    ^    -    * 

s           s 

> 

7    +    j    «^    -     « 

> 

<      «      ■« 

> 

?    5    1    ?    1    ' 

> 

^       S       i       !5       ä       S 

l 

B       S       S       5       1       ? 

.       .       .       -       -       . 

' 

£        =        S        5        C        ^             "^ 
3       S       ä       a       s       s        ,    1 

5       S       g       g       S       g        ;     3 

i     s     ä     s     ?     s      1   s 

s      s     5      »      ■      s      '    \ 
-     J     ä     3     3     3     J     IJ 

?          £-          £          g          g          g                  E 

=          --.... 

§  95.  Netze  höh.  Art  aus  d.  zweit.  Ordnung  d.  zweit.  Hauptklasse.    469 

gleicheckig  und  gleichflächig  sind  und  denen  je  ein 
zugleich  gleichflächiges  und  gleicheckiges  Netz  kon- 
jugiert ist.  Diese  Netze  und  die  entsprechenden  Polyeder 
sind  vom  Verfasser  genauer  in  einer  Schrift^)  abgeleitet  und 
beschrieben  worden;  es  möge  daher  hier  genügen,  diese 
Netze  kurz  zu  charakterisieren. 

Die  zwei  ersten  dieser  Netze  sind  von  60  gleichschenk- 
ligen Dreiecken  begrenzt  und  haben  20  neunflächige  Ecken 
mit  den  Punkten  C  als  Eckpunkten,  die  beiden  anderen  ßind 
von  120  ungleichkantigen  Dreiecken  begrenzt  und  haben  30 
zwölfflächige  Ecken  mit  den  Punkten  B  als  Eckpunkten. 
Man  kann  daher  auch  diese  Netze  unter  Anwendung  der 
ersten  Methode  aus  den  durch  die  Eckpunkte  C  oder  die 
Eckpunkte  B  bestimmten ,  vollständigen  sphärischen  Figuren 
erhalten. 

I.  Das  erste  dieser  Netze  ist  als: 

20(3-}-2.3)2-eckiges  60(3)i-Plach  der 


^^^       ^  fünften  Art 

zu  bezeichnen;  seine  gleichschenklige  Grenzfläche,  z.  B.  C^C^C\^ 
hat  die  Basis  C^C^^2il>^  welche  dem  Hauptkreise  \^  ange- 
hört, und  die  Schenkel  C^C\^ 0^01^2x1^  welche  bez.  den 
Hauptkreisen  d^^  und  d^^  angehören.  Die  15  Hauptkreise  h 
bilden  also  die  direkt -symmetrischen  Kanten,  während  die 
durch  die  30  Hauptkreise  d  gebildeten  Schenkel  keine  direkt- 
sjmmetrischen  Kanten  sind.     Für  die  Winkel  erhält  man: 

cotg^fp 


C'8-2g, 


cosi 


2g  +  f-=120»; 


2}/2  ' 

in  jeder  der  neunäächigen  Ecken  der  zweiten  Art  stossen  je 
drei  Winkel  G\  und  je  sechs  Winkel  C,  zusammen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 

j  20(3  +  2.3)j-flächige   60(3)i-Eck   der     ' 
'      1  fünften   Art 


1)  Über  die  zugleich  gleicheckigen  und  gleichMcbigen  Polyeder. 
Kassel  1876,  Tb.  Kay. 
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i  llitt«l|> unkte  der  den  FläclieD  tou 
MWolMtitk^aMi  EnsM}  diese  Punkte  sind  die  Eckpunkt« 
^  Ar()txn»4«i*ck<r&  V«ri«tät  des  Netzes  XXII'  [rergl 
5Ä^^  <«  I  3i5,  3*5  im  ?  76  iind  StJÄ)  in  §  78J.  Dasselbe 
kiNI  A>  4tiic>iJ<k*Hiy[  ifariftf-Viir'  Ecken  und  ist  Ton  '20 
XvWMMkwk  4«-  iwiitf  An  begrenzt  EKe  Kant«»  diese» 
K^feH»  B,jiia.  «hMrikBl  4«^  die  15  Haaptkreise  b  nud 
lÜii  ^)  HiWf  l>  llliw  rf^lWii*    die  Kanten  bestimmen  sieb  nas: 

•■»  I  r,  -  ton?  ^  r,  -  V2  4-»»»; 
in  jwkai  Numeck  treten  drei  Winkel  3^'  imi  Mcha  Winkel 
{*  +  <'  «nf,  f&T  wekhe: 

».{■_'=s?,  ««.'-i-J^.  s.r-.-i8o' 

ist 

n.  Du  xweite  dieser  \etze  ist  als: 

J  S0(3  +  2.3Veckige»  60(3X-Fla«h  d*r 
*"*       1  25«-  Art 

xn    beseicfanen ;    seine    gleichschenklige    Greazfidie.     i.    B. 
{"'^(\^,r.,  hat  die  Basis  C'^f",„=  Iä'i"—  2 f.  welche  dem  Haupt- 
kreise  b^    angehört    and   die    Schenkel    Cj^Q  —  t\  C,  ^2ij, 
welche  bez.  den  Hauptkreiseo  (7j  und  rf,  angehören. 
Für  die  Winkel  erhält  man: 

2y-2  29 -f  — -»4':*'': 

in  joder  der  neunflächigeu  Ecken  der  vierten  Art  stoäsen  je 
drei  Winkel  C-  und  je  sechs  Winkel  C\  zusammen. 

Das  diesem  Xetze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 
I   2>\3-e.o\-f5r.chice   &:•  3', -Eck    der 

\\M    /ii    Eckpcukior.    lÜeieLigeii    ei:;er    bestimmten   Varietät 
(■\;i,'s  Nt'Ues  Xr  (;=  ■   >=1  ver^;.  §  TS,  :.)  und  wird, 


( 
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wie  das  Netz  68,  durch  die  15  Hauptkreise  b  und  die  30 
Hauptkreise  d  gebildet.  Die  Kanten  der  60  gleichsclienklig- 
dreiflächigen  Ecken  und  der  neunflächigen  Flächen  der  vierten 
Art  bestimmen  sich  aus: 

fang  lK\^-r-^—7 
*  sifr(p 

tang\  K\  =  tang-\  K\  •=  y2cotg^fp\ 

in  jedem  Neuneck  treten  drei  Winkel  2^^  und  sechs  Winkel 
'^'  +  «"  auf,  ftlr  welche: 

2y2  4  cos^  (p 

ist. 

III.  Das  dritte  dieser  Netze  ist  als: 

I  30(4  +  4  +  4)3-eckiges  2.60(3)i-Flach 
^^^        I  der   15^^   Art 

zu  bezeichnen;  seine  Grenzfläche,  z.  B.  i^s^i-B'u,  ist  das 
Polardreieck  zu  der  Grenzfläche  G^C^B^  des  Netzes  86 
[Tabelle  72  B)].    Von  ihren  Kanten 

gehört  die  Kante  -Bg   B^   •=    72®  dem  Hauptkreise  g^  an, 


n 

f} 

n 

i?4   l^'u-120» 

W 

11 

Ci. 

11  } 

71 

n 

M 

B\^  B,  =  90« 

57 

11 

h 

11  J 

80  dass  das  Netz  von  den  15  Symmetriehauptkreisen  h  mid 
ausserdem  von  den  sechs  Hauptkreisen  g  und  den  zehn 
Hauptkreisen  c  gebildet  wird.    Die  Winkel  sind: 

J?'j^«90®-,^,  ^3-90^  +  9,  ^4"-90®-(^-i<'), 
von  denen  je   vier   in  jeder   der   zwölfflächigen  Ecken   der 
dritten  Art  zusammenstossen. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 

30(4  +  4  +  4)3-flächige   2.60(3)i-Eck 


r  30(4  +  4  +  4)3-flächige   2 
'^     \  der    Ib^""  Art, 


wird   durch   die   Hauptkreise   d^  e,  f  gebildet   und   hat   zu 
Eckpunkten  diejenigen  einer  besonderen  Varietät  eines  Netzes 

XVr  (t^    _     \^ ,    s^- ^^=r,  vergl.§  78,10.). 

V    ^5(21/5-1)2       (ii~3v^)      ö  ^    '    ; 
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Die   Kanten   der  2 .  60  dreitiächigeu  Ecken   und   der  zwölf- 
eokigen  Flächen  der  dritten  Art  bestimmen  sich  aus: 

taiig-zK',  =  s— : — -■    ,     1     iatig-r^'t'^^^^tana'^fp, 
^  *      '      2stn^cos*tp  -^  *      ^       2      ^  ^* 

in  jedem  Zwölfecke  treten  je  4  Winkel: 

auf,  welche  sich  aus: 

1  r  1      *  ■ 

2V6s»iV  21/2      ^^      ^' 


-,f- 


TO) 


^'°^-     •■.+•'.  +  '■.  =  1«^° 
ergeben, 

IV.  Das  vierte  dieser  Netze  ist  als: 

I  30(4  +  4  +  4)5-eckige8   2.60(3),-PIaoL 
I  der    45"""  Art 

zu  bezeichnen;   seine  Grenzfiiiche,   z.  B.  B^^B\^B^i,  ist  das 
Polardreieek   zu   der   GrenzHäche   G,C^B^   des   Netzes   XVI. 
Von  ihren  Kanten 
gehört  die  Kaute  -Zi„iJ'u=  144"  dem  Hauptkreise  ß,  an, 
„        „       B\^B^^^  120"     „  „  c,     „, 

>.         >.        „       ^lüßn  =    90"      »  ,.  &*    »  , 

so  dass  auch  dieses  Netz  von  den  15  Symmetriehauptkreisen 
h  und   ausserdem   von   den   sechs   Hauptkreisen  g   und    den 
zehn  Hauptkreisen  c  gebildet  wird.     Die  Winkel  sind: 
-B,j,-180''-K',    £„  =  180*'-9),    B'^^lSO^-x, 
von    denen  je   vier   in  jeder    der   zwölfflächigen   Ecken    der 
fünften  Art  zusammenstosaea. 

Das  diesem  Netze  konjugierte  Netz,  nämlich  das: 


70') 


:  30(4  +  4  +  4),-fläcbige    2.60(3),-Eck 
der   45"'™  Art 
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wird,  wie  das  Netz  69',  durcli  die  Hauptkreise  d,  e,  f  ge- 
bildet und  hat  zu  Eckpunkten  diejenigen  der  Archimedei- 
schen  Varietät  eines  Netzes  XVI'  [vergl.  §  78,  lOb.)]. 

Die  Kanten  der  2.60  dreiflächigen  Ecken  und  der 
zwolfeckigen  Flächen  der  fünften  Axt  bestimmen  sich  aus: 

,       i  jTf      21/5  +  3 
in  jedem  Zw51fecke  treten  je  Tier  Winkel: 

auf,  welche  sich  aus: 

^*'» "  C.-./E     «    '    ^^^^'*  =  «TT^ cotg(pcos<p, 
2Yocos*g>  2y2 

ergeben.  ^ 

Wegen  weiterer  Eigenschaften  dieser  Netze  und  der 
zugehörigen  Polyeder  sei  auf  die  citierte  Schrift  des  Ver- 
fassers verwiesen. 

10.  Die  Polarfignr  der  Grenzfläche  G^B^G^B^  des  Netzes 
58  [Tabelle  73)],  nämlich  das  Viereck  B^^B^B^B^^,  führt 
ebenfalls  zu  einem  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen 
Netze,  welches  durch  die  Hauptkreise  b  und  g  gebildet  wird. 
Dieses  Netz  ist  von  60  symmetrischen  Vierecken  begrenzt 
und  hat  30  (2 -f  2 -f  4) -flächige  Ecken  dritter  Art,  so  dass 
es  15 -mal  die  Eugelfläche  bedeckt  Doch  sind  diese  acht- 
flächigen Ecken,  ebenso  wie  die  achteckigen  Grenzflächen 
des  konjugierten  Netzes  nicht  konvex. 

11.  Von  hierhergehörigen  nicht  kontinuierlichen 
Netzen  mögen  die  folgenden  Erwähnung  flnden,  deren  Kanten 
sämtlich  nicht  direkt-symmetrisch  sind: 

f)  das  schon  mehrfach  erwähnte  System  von  fünf 
Netzen  VI,  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  C  sind  und  dessen 
Kanten  durch  die  Hauptkreise  d  gebildet  werden  (vergL  4. 
dieses  Paragraphen); 

80» 
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g)  ein  Syateu)  von  30  a'ich  kreuzeudeu  rhombischen 
Sphenoidnetzen  XVII,  dessen  Eckpunkte  die  Punkte  B 
sind  und  bei  welchem  in  jedem  Eckpunkte  Ji  sich  die 
Scheitel  von  vier  Ecken  vereinigen; 

h)  ein  System  von  fönf  Kubooktaedernetzen  XIX, 
dessen  Eckpunkte  die  Punkte  D  sind; 

i)  zwei  Systeme  von  je  fünf  Netzen  V,  undVj  mit  den  Eck- 
punkten F,  welche  beiden  Systeme  sich  polar  entsprechen.') 

12.  Als  einziges  veränderliches  gleichflachigea  Netz 
erster  Art  ist  früher  das  Pentagonhexekoutaedernetz 
XXVII  (§  43)  erhalten  worden,  dessen  zugeordnetes  gleich- 
eckiges Netz  XXVTI'  als  gj-roidische  Hemigonie  von  dem 
vollzähligen  Netze  XVI'  sich  ergab. 

Um  die  entsprechenden  Netze  höherer  Art  zu  erhalten, 
kann  man  einmal  die  vollstuadige,  durch  die  Eckpunkte  des 
Netzes  SXVII'  gebildete  Figur  nach  der  ersten  Methode 
(§  91,  7.)  untersuchen.  Andererseits  kann  man  aber  auch 
die  Grenzflächen  der  zugehörigen  gl  ei  cht!  ach  igen  Symmetrie- 
netze durch  Kombination  der  Endpunkte  der  charakteristischen 
Axen  mit  den  Eckpunkten  des  Netzes  XXVII'  bestimmen. 
Beide  Arten  der  Untersuchung  ergeben  zwar  zahlreiche 
nicht  konvexe  derartige  Netze,  doch  erhält  man  auch 
zwei  konvexe  gleiehflächige  Netze,  welche  von  Fünfecken 
erster,  und  drei  konvexe  Netze,  welche  von  Fünfecken 
zweiter  Art  begrenzt  sind.     Es  sind  dies  die  folgendeD: 

jdas  [l2(.%)  +  20(3),  +  60(3),J-eckigeG0(5).-FJach 
l  der  siebenten  Art 

hat  das  Fünfeck  G,P,,C^F,^P,.^  [Fig.  14a)  und  25^)]  zur 
Grenzfläche,  welche  entsteht,  wenn  die  Eckpunkte  des  Drei- 
ecks G^C^B^,  der  Grenzfläche  des  Netzes  34  [Tabelle  72 B)], 
mit  den  zu  dem  Punkte  P^^  in  Beziehung  auf  die  Kanten 
symmetrisch  liegenden  Punkten  P,,,  P,^,  P,^  verbunden  werden. 
Das 

I   [12(5i)-|-12(r>,)  +  (J0(3,)l-eckige    (;0(ö),-Flach 
'        1  der  dritten  Art 

i)  Vergl.  Marb.  Ber.  1878,  S.  16  —  33. 


4 

I 
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hat  das  Fünfeck  G1P20G2-P41-P12  zur  Grenzfläche.  Dieselbe 
entsteht,  wenn  die  Eckpunkte  des  Dreiecks  G^G^B^^  der 
Grenzfläche  des  Netzes  38  [Tabelle  72B)],  mit  den  zu  dem 
Punkte  P^j  in  Beziehung  auf  die  Kanten  symmetrisch  liegen- 
den Punkten  P^q,  P^^,  P,2  verbunden  werden. 

Die  drei  von  Stemf&nfecken  der  zweiten  Art  begrenzten 
Netze  sind  den  Netzen  XXVIF^  71  und  72  analog;  es  sind 
die  folgenden: 

.     •         I  das   [12  (5),  +  20  (3), +  60  (3)  J.  eck  ige   60(6)2- 
1  Flach  der  31*«"  Art, 

^^.       j   das  [12  (5)2  +  20  (3X  +  60  (3)  J  -eckige  60  (5).  - 
.        1  Flach  der  37*«"  Art, 

j   das  [12  (5), +  12  (5)2 +  60  (3),] -eckige    60(6)2- 
•  I  Flach  der  33*«"  Art. 

Die  zugeordneten  gleicheckigen  Netze,  sowie  die  ent- 
sprechenden Polyeder  sind  leicht  zu  erhalten;  auch  giebt  es 
von  sämtlichen  Archiuledeische  Varietäten  (fehlen  bei 
Pitsch). 

13:  Aus  der  grossen  Zahl  der  hier  möglichen  diskon- 
tinuierlichen Netze  seien  nur  die  Systeme  von  je  30 
rhombischen  Sphenoiden  hervorgehoben,  deren  Eckpunkte 
mit  denen  eines  Netzes  XVI'  zusammenfallen.  Entsprechend 
den  im  §  74  [Formeln  29  a)]  hervorgehobenen  fünf  Gruppen 
giebt  es  bei  jedem  Netze  XVI'  fünf  derartige  Systeme. 

14.  Zum  Schlüsse  sei  darauf  hingewiesen^  dass  die  nach 
Analogie  der  in  der  ersten  Abteilung  des  sechsten  Kapitels 
durchgeführten  Betrachtungen  zu  bewirkende  Darstellung  der 
gleicheckigen  Netze  höherer  Art  durch  binäre  Formen  zu 
weiteren  interessanten  Resultaten  führen  dürfte.^) 

1)  Diese  Darstellung  ist  für  einige  Fälle  bereits  von  F.  Klein, 
Mathem«  Ann.  XII,  S.  626  und  626  und  von  Puchta,  1.  c,  §  6  gegeben 
worden  und  zwar  durch  die  rationale  Transformation  einer  Ikosaeder- 
(bez.  Oktaeder-)  Gleichung  in  eine  zweite. 
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